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АННОТАЦИЯ
Введение. Энергия при фрезеровании асфальтобетонных покрытий затрачивается на разрушение ка-
менной фракции, битумных связей, а также прочих факторов, которые в совокупности не влияют на 
появление новых поверхностей. Целью данной работы является поиск и предварительная оценка ме-
тода косвенного определения эффективности работы фрезерных рабочих органов на основе анализа 
энергозатрат.
Материалы и методы. В работе используются два набора асфальтобетонного гранулята марки Б 
типа 2, полученные при холодном фрезеровании покрытий. Для сравнения применялись идентичные 
фрезерные барабаны с разной схемой расстановки режущих элементов. Применение технологии 3D-ска-
нирования позволило получить полигональные модели частиц и количественно оценить изменение пло-
щади поверхности материала в процессе фрезерования. Для фракций, не подвергавшихся сканированию, 
параметры поверхности определялись через уравнения регрессии, построенные на основе эксперимен-
тальных данных. Основой исследования послужил энергетический подход, связывающий затраты энер-
гии с образованием новых поверхностей при разрушении асфальтобетонного композита.
Результаты. Основная часть энергии (до 99%) при фрезеровании расходуется на разрушение битум-
ных связей, а не каменной фракции. Сравнение двух фрезерных барабанов показало, что одна из двух 
конструкций на 19,25% энергоэффективнее за счет расположения режущих элементов. Разработанная 
методика 3D-сканирования и гранулометрического анализа подтвердила универсальность оценки про-
цессов измельчения, а также выявила ключевые факторы энергопотребления: толщину стружки (пря-
мая зависимость), температуру материала (обратная) и конструкцию оборудования. Вместе с тем 
уточнены зависимости для оценки удельных поверхностей каменных фракций и получены зависимости 
для определения удельных поверхностей асфальтобетонного гранулята. 
Обсуждение и заключение. Полученные результаты позволяют производить оценку затрачиваемой 
энергии при удалении изношенных слоев асфальтобетонных покрытий. Вместе с тем разработанный 
метод демонстрирует точность и эффективность по сравнению с расчетными методами. Это позво-
ляет рекомендовать метод не только для оценки энергозатрат в процессе фрезерования асфальтобе-
тонов, но и в процессе измельчения других твердых материалов.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: дорожная фреза, асфальтобетон, процесс фрезерования, энергоэффективность, 
гранулометрический анализ, 3D-сканирование, экспериментальные исследования
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EVALUATION OF THE EFFECTIVENESS OF ROAD MILLING 
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OF THE GROUND MATERIAL

Denis V. Furmanov1, Leonid M. Shamakhov1 , Ekaterina. S. Budanova2

1Yaroslavl State Technical University,
Yaroslavl, Russia

2Moscow Automobile and Road Construction State Technical Universi (MADI),
Moscow, Russia

 corresponding author
leonid.shamakhov@yandex.ru

ABSTRACT
Introduction. Milling asphalt concrete pavements, energy is spent on the destruction of the stone fraction, bitumi-
nous bonds, as well as other factors that, taken together, do not affect the emergence of new surfaces The objective 
of the research is to develop and conduct a preliminary evaluation of a method for indirect determination of the 
efficiency of milling tools based on energy consumption analysis.
Materials and methods. Two sets of asphalt concrete granulate of type B grade 2, obtained by cold milling of 
coatings are used in this study. Identical milling drums with different schemes of arrangement of cutting elements 
were used for comparison. The use of 3D scanning technology allowed to obtain polygonal models of particles and 
to quantify the change in the surface area of the material during milling. For fractions not subjected to scanning, 
the surface parameters were determined through regression equations based on experimental data. The study was 
based on an energy approach that links energy consumption with the formation of new surfaces during the destruc-
tion of an asphalt concrete composite.
Results. The main part of the energy (up to 99%) during milling is spent on breaking the bitumen bonds, rather than 
the stone fraction. A comparison of two milling drums showed that one of the two designs is 19.25% more energy 
efficient due to the arrangement of the cutting elements. The developed 3D scanning and granulometric analysis 
methodology confirmed the versatility of assessing milling processes and also identified the key factors of energy 
consumption: the thickness of the shavings (direct relationship), material temperature (inverse relationship), and 
equipment design. At the same time, the dependences for estimating the specific surfaces of stone fractions were 
refined, and the dependences for determining the specific surfaces of asphalt concrete granulate were obtained.
Discussion and conclusions. The obtained results make it possible to conduct the estimation of the energy 
consumed when removing worn layers of asphalt concrete pavements. At the same time, the developed method 
demonstrates accuracy and efficiency in comparison with calculation methods. This allows us to recommend this 
method not only for evaluation energy consumption in the process of asphalt concrete milling, but also for the milling 
process of other solid materials.

KEYWORDS: road milling cutter, asphalt concrete, milling process, energy efficiency, granulometric analysis, 3D 
scanning, experimental studies
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ВВЕДЕНИЕ
Современный дорожный комплекс являет-

ся ключевым элементом транспортной инфра-
структуры и в первую очередь обеспечивает 
безопасность и эффективность грузовых и 
пассажирских перевозок. Тем не менее дорож-
ные асфальтобетонные покрытия постепенно 
теряют свои функциональные характеристи-
ки под действием интенсивной эксплуатации, 
климатических факторов и естественного ста-
рения [1]. Этот факт требует проведения регу-
лярных ремонтов и реконструкций дорожного 
полотна. 

Одним из наиболее распространённых ме-
тодов удаления изношенного асфальтобетон-
ного покрытия является технология холодного 
фрезерования дорожно-фрезерными машина-
ми. Данная технология не только обеспечива-
ет качественную подготовку поверхности для 
укладки нового асфальтобетонного покрытия, 
но и позволяет повторно использовать полу-
ченный материал для строительства и рекон-
струкции асфальтобетонных дорожных покры-
тий [2].

Фрезерные машины, в качестве рабочего 
органа оснащенные вращающимся бараба-
ном с режущими элементами, преобразуют 
механическую энергию в образование но-
вых поверхностей разрушаемого материа-
ла. Энергоемкость этого процесса зависит от 
конструктивных параметров оборудования и 
характеристик измельчаемого материала. К 
конструктивным параметрам относится ско-
рость вращения барабана, геометрия и износ 
режущего элемента, мощность энергетиче-
ской установки. Так, при повышенном износе 
режущих элементов фрезерного барабана, 
энергоемкость процесса фрезерования воз-
растает в 2-3 раза по сравнению с новыми 
режущими элементами [3, 4]. Также совер-
шенно естественно, что энергоемкость фрезе-
рования асфальтобетона зависит от свойств 
обрабатываемого материала. Таким образом, 
проблема усугубляется тем, что непрерывно 
совершенствуются асфальтобетонные по-
крытия. Например, энергия, затрачиваемая 
на удаление новых типов асфальтобетонных 

1 ГОСТ Р 58406.1–2020. Дороги автомобильные общего пользования. Смеси щебеночно-мастичные асфальтобетонные 
и асфальтобетон. Технические условия. М.: Стандартинформ, 2020.

2 ГОСТ 31015–2002. Смеси асфальтобетонные и асфальтобетон щебеночно-мастичные. Технические условия. М.: 
Госстрой России, ГУП ЦПП, 2003.

3 Сиваченко Л.А., Сиваченко Т.Л. Технологическое машиностроение – инновационный резерв мировой экономики: 
монография. Могилев: Белорус.-Рос. ун-т, 2017. 254 с.: ил.

покрытий1, возрастает практически в 1,5–2 
раза [5] по сравнению с асфальтобетонами, 
изготовленными по устаревшим стандартам2. 
В свою очередь, температура асфальтобетона 
значительно влияет на энергетические пока-
затели процесса фрезерования. Так, нагрузки, 
действующие на режущие элементы при вы-
сокой температуре асфальтобетона, значи-
тельно ниже. Следовательно, энергоемкость 
процесса фрезерования в целом уменьшается 
при возрастании температуры асфальтобето-
на [6]. Вместе с тем при увеличении глубины 
фрезерования нагрузки, действующие на ре-
жущий элемент, будут возрастать нелинейно 
[7]. Задача уменьшения энергопотребления 
процесса фрезерования приобретает критиче-
ское значение, так как это напрямую влияет: 
на стоимость проведения работ по ремонту и 
реконструкции дорожной инфраструктуры; на 
выбор и обоснование мощности энергетиче-
ской установки, служащей для привода рабо-
чего органа; а также на экологическую обста-
новку в целом3.

Определение фактических затрат энергии 
является достаточно сложным процессом. 
Существующие подходы для оценки затрачи-
ваемой энергии варьируются от прямых изме-
рений мощности и крутящего момента [8] ра-
бочего органа дорожно-фрезерной машины до 
математического моделирования и методов 
машинного обучения [9]. Такие методы обла-
дают уникальными преимуществами и ограни-
чениями, обусловленные точностью, сложно-
стью реализации и адаптивностью к условиям 
работы.

Таким образом, целью данной работы яв-
ляется поиск и предварительная оценка ме-
тода косвенного определения эффективности 
работы фрезерных рабочих органов на основе 
энергетического подхода. Актуальность рабо-
ты заключается в отсутствии необходимой ин-
формации о влиянии расположения режущих 
элементов по поверхности фрезерного бара-
бана на затраты энергии в процессе фрезеро-
вания асфальтобетонных покрытий. 

Холодное фрезерование, по сути, пред-
ставляет собой процесс механического из-
мельчения материала с образованием новых 
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поверхностей. Это позволяет изучать этот про-
цесс, используя общую методическую базу, 
используемую при дроблении горных пород, 
руды или других каменных материалов. Энер-
гетические подходы, которые вошли в основу 
этих методов, могут позволить решить данную 
задачу. Например, классические теории разру-
шения Риттингера4, Кирпичёва–Кика5 и Бонда6 
действительно связывают энергию, необхо-
димую для разрушения материала, с образо-
ванием новой удельной поверхности. Теория 
Риттингера заключается в том, что энергия, 
затрачиваемая на разрушение материала, 
пропорциональна приросту новой поверхно-
сти. То есть работа разрушения зависит от 
площади вновь образованных поверхностей. 
Теория Кирпичёва – Кика основана на зави-
симости энергии разрушения от объёмной 
деформации материала и пропорциональна 
уменьшению его линейных размеров (объё-
ма). Согласно этой теории, энергия тратится на 
деформацию материала до его разрушения, а 
не только на создание новой поверхности. В 
свою очередь, основная идея теории Бонда 
заключается в объединении теории Риттин-
гера и Кирпичёва – Кика, предложив полуэм-
пирическую модель. Таким образом, энергия 
разрушения является промежуточной между 
теориями Риттингера и Кирпичёва – Кика и 
зависит от квадратного корня из отношения 
начального и конечного размеров частиц. Эти 
теории используются в расчётах энергозатрат 
при дроблении и измельчении в горном деле, 
металлургии, производстве строительных 
материалов и химической промышленности. 
Однако более современные исследования ча-
стично подтверждают и в то же время опро-
вергают данные гипотезы.

Так, работа [10] посвящена исследованию 
центробежно-ударного способа дробления 
доломитового щебня, уделяя внимание энер-
гоэффективности процесса дробления. Авто-
ры приводят зависимости и эксперименталь-
ные данные, которые позволяют рассмотреть 
влияние различных параметров на процесс 
дробления. Также авторы работы указывают 
на то, что определение энергоемкости про-
цесса дробления затруднено из-за отсутствия 
аналитических методов, позволяющих опре-

4 Peter von Rittinger. Lehrbuch der Aufbereitungskunde: in ihrer neuesten Entwicklung und Ausbildung systematisch 
dargestellt. Berlin, Ernst & Korn, 1867. 595p.

5 Kick F. Das Gesetz der proportionalen Widerstände und seine Anwendungen: Nebst Versuchen über das Verhalten 
verschiedener Materialien bei gleichen Formänderungen sowohl unter der Presse als dem Schlagwerk. Felix, 1885.

6 Bond F. C. Crushing and grinding calculations. Allis-Chalmers: Allis-Chalmers press. 1961, p. 16.

делить количество и размер фракций, на ко-
торые разделяется исходный кусок материала 
под действием сил. Вместе с тем авторы ра-
боты считают, что расчет энергозатрат про-
цесса разрушения затруднен значительным 
влиянием дефектов структуры материала и 
хаотическим распределением материала меж-
ду собой.

Работа Р.П. Заднепровского [11] посвя-
щена анализу энергоемкости процессов из-
мельчения материалов различной структуры 
(твердых, жидких, вязкопластичных). В рабо-
те рассматриваются механические способы 
измельчения, и отмечается, что из-за раз-
нообразия возможных структур (зернистые, 
слоистые, волокнистые) материалов универ-
сального способа дробления не существует. 
Вместе с тем автором предложена энергети-
ческая модель измельчения материала, кото-
рая представлена в виде выражения 

Холодное фрезерование, по сути, представляет собой процесс механического измельчения 
материала с образованием новых поверхностей. Это позволяет изучать этот процесс, используя 
общую методическую базу, используемую при дроблении горных пород, руды или других каменных 
материалов. Энергетические подходы, которые вошли в основу этих методов, могут позволить 
решить данную задачу. Например, классические теории разрушения Риттингера4, Кирпичёва–Кика5 и 
Бонда6 действительно связывают энергию, необходимую для разрушения материала, с 
образованием новой удельной поверхности. Теория Риттингера заключается в том, что энергия, 
затрачиваемая на разрушение материала, пропорциональна приросту новой поверхности. То есть 
работа разрушения зависит от площади вновь образованных поверхностей. Теория Кирпичёва – 
Кика основана на зависимости энергии разрушения от объёмной деформации материала и 
пропорциональна уменьшению его линейных размеров (объёма). Согласно этой теории, энергия 
тратится на деформацию материала до его разрушения, а не только на создание новой поверхности. 
В свою очередь, основная идея теории Бонда заключается в объединении теории Риттингера и 
Кирпичёва – Кика, предложив полуэмпирическую модель. Таким образом, энергия разрушения 
является промежуточной между теориями Риттингера и Кирпичёва – Кика и зависит от квадратного 
корня из отношения начального и конечного размеров частиц. Эти теории используются в расчётах 
энергозатрат при дроблении и измельчении в горном деле, металлургии, производстве 
строительных материалов и химической промышленности. Однако более современные 
исследования частично подтверждают и в то же время опровергают данные гипотезы. 

Так, работа [10] посвящена исследованию центробежно-ударного способа дробления 
доломитового щебня, уделяя внимание энергоэффективности процесса дробления. Авторы 
приводят зависимости и экспериментальные данные, которые позволяют рассмотреть  влияние 
различных параметров на процесс дробления. Также авторы работы указывают на то, что 
определение энергоемкости процесса дробления затруднено из-за отсутствия аналитических 
методов, позволяющих определить количество и размер фракций, на которые разделяется 
исходный кусок материала под действием сил. Вместе с тем авторы работы считают, что расчет 
энергозатрат процесса разрушения  затруднен значительным влиянием дефектов структуры 
материала и хаотическим распределением материала между собой. 

Работа Р.П. Заднепровского [11] посвящена анализу энергоемкости процессов измельчения 
материалов различной структуры (твердых, жидких, вязкопластичных). В работе рассматриваются 
механические способы измельчения, и отмечается, что из-за разнообразия возможных структур 
(зернистые, слоистые, волокнистые) материалов универсального способа дробления не существует. 
Вместе с тем автором предложена энергетическая модель измельчения материала, которая 
представлена в виде выражения  

 
𝑁𝑁𝑁𝑁 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝑁𝑁𝑁𝑁𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑇𝑇𝑇𝑇 + 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑋𝑋𝑋𝑋 + 𝑁𝑁𝑁𝑁𝐵𝐵𝐵𝐵 ,     (1) 

 
где 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑃𝑃𝑃𝑃, 𝑁𝑁𝑁𝑁𝐶𝐶𝐶𝐶, 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑇𝑇𝑇𝑇, 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑋𝑋𝑋𝑋, 𝑁𝑁𝑁𝑁𝐵𝐵𝐵𝐵 – соответственно, затраты энергии (удельные мощности) на разрушение 
междучастичных связей до конечной стадии измельчения, сообщение кинетической энергии 
продуктам измельчения, трение, динамические потери в рабочем органе, процессы реагрегации. 

 Под реагрегацией понимается самопроизвольный процесс укрепления ультрамелких частиц, 
появляющихся при измельчении. Таким образом, автором предполагается, что  непременно 
присутствуют мельчайшие фракции и их агрегаты с внутренним сцеплением (когезией), более 
значительным, чем межчастичные связи. Автор представляет характеристику прочности 𝜎𝜎𝜎𝜎 как 
энергию межчастичных связей в виде произведения удельной работы, затраченной на образование 
единицы поверхности (Нм/м2) и площади удельной поверхности. Однако определение реальных 
значений удельной работы достаточно затруднено. Поэтому предложена более практическая 
зависимость для определения удельных затрат энергии на измельчение материалов, склонных к 
хрупкому разрушению в следующем виде: 

 

 
4 Peter von Rittinger. Lehrbuch der Aufbereitungskunde: in ihrer neuesten Entwicklung und 

Ausbildung systematisch dargestellt. Berlin, Ernst & Korn, 1867. 595p. 
5 Kick F. Das Gesetz der proportionalen Widerstände und seine Anwendungen: Nebst Versuchen 

über das Verhalten verschiedener Materialien bei gleichen Formänderungen sowohl unter der Presse als 
dem Schlagwerk.  Felix, 1885. 

6 Bond F. C. Crushing and grinding calculations. Allis-Chalmers: Allis-Chalmers press. 1961, p. 16. 

(1)

где 𝑁𝑃, 𝑁𝐶, 𝑁𝑇, 𝑁𝑋, 𝑁𝐵 – соответственно, затраты 
энергии (удельные мощности) на разрушение 
междучастичных связей до конечной стадии 
измельчения, сообщение кинетической энер-
гии продуктам измельчения, трение, динами-
ческие потери в рабочем органе, процессы 
реагрегации.

Под реагрегацией понимается самопроиз-
вольный процесс укрепления ультрамелких 
частиц, появляющихся при измельчении. Та-
ким образом, автором предполагается, что 
непременно присутствуют мельчайшие фрак-
ции и их агрегаты с внутренним сцеплением 
(когезией), более значительным, чем межча-
стичные связи. Автор представляет характе-
ристику прочности как энергию межчастичных 
связей в виде произведения удельной работы, 
затраченной на образование единицы поверх-
ности (Нм/м2) и площади удельной поверхно-
сти. Однако определение реальных значений 
удельной работы достаточно затруднено. Поэ-
тому предложена более практическая зависи-
мость для определения удельных затрат энер-
гии на измельчение материалов, склонных к 
хрупкому разрушению в следующем виде:
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1 2/N Пk d d Eσ γ=  ,     (2) 

 
где П – измельчение единицы массы исходного сырья, кг/с; k – коэффициент, учитывающий 
соотношение пластичных и упругих разрушающих деформаций, 𝜎𝜎𝜎𝜎 – характеристика прочности, дж/кг; 
d1, d2, – среднеинтегральные максимальный и минимальный размер частиц;  𝛾𝛾𝛾𝛾 – плотность породы, 
кг/м3; E – модуль упругости.  

К сожалению, автор работы не приводят подробных экспериментальных результатов, которые 
подтверждают теоретические расчеты. Например, в работе не хватает конкретных измерений 
энергозатрат для разных типов материалов и методов измельчения. Однако работа все равно 
представляет значительный научный интерес, а результаты исследования применимы для реальных 
производственных процессов.  

 Исследование, описанное в работе [12], посвящено изучению взаимосвязи между удельной 
энергией удара и гранулометрическим составом продуктов дробления горной породы. По мнению 
автора, из-за сложности процесса разрушения горной породы возникают определенные трудности 
определения оптимальных значений энергетических затрат при требуемом качестве дробления. Из-
за чего приходится каждый раз для конкретной горной породы и условий разрушения устанавливать 
зависимость гранулометрического состава кусков от расхода энергии. Также автором были 
проведены лабораторные исследования дробимости горных пород единичным ударом на 
вертикальном копре, исходя из полученных результатов, определялась удельная энергия удара. Для 
построения зависимостей были определены средние размеры фракций и степени дробления для 
обоснования качества измельчения материала. Это позволило установить нелинейную зависимость 
максимального размера каменного материала от удельной энергии удара, так как рост степени 
дробления замедляется с увеличением энергии удара. Автор отмечает, что результаты 
противоречат линейному закону П. Риттингера, который считал, что энергия дробления от 
начального размера до конечного пропорциональна вновь образованной поверхности. Это связано с 
диссипацией энергии (тепловые потери, разлет фрагментов, образование микродефектов) с ростом 
скорости нагружения. Однако исследование ограничено одним типом породы (доломит), поэтому 
отдельный интерес представляет проверка метода на других материалах.  

Автор работы [13] провел исследование эксергии асфальтобетонной смеси для анализа 
ресурсосберегающего потенциала её производства. Автор рассматривает три составляющие 
эксергии: термомеханическую, реакционную и концентрационную. Наибольшее внимание автор 
уделяет концентрационной составляющей, которая, в свою очередь, зависит от адгезивного 
взаимодействия битума с минеральными материалами и их удельной поверхностью. Приведены 
экспериментальные данные по работе адгезии для различных битумов и минералов, а также методы 
расчета удельной поверхности фракций с применением эксергетического метода 
термодинамического анализа7. Тем не менее работа требует актуализации данных и 
дополнительных эксперементальных исследований для повышения точности. Результаты 
исследования с точки зрения методики несут особую ценность для термодинамического анализа 
производства асфальтобетонной смеси.  

Работа Л.С. Читалова и В.В. Львова [14] посвящена сравнительной оценке методов определения 
рабочего индекса шарового измельчения Ф. Бонда (BWi),  одного из ключевых параметров для 
прогнозирования энергозатрат в процессе подготовки руды. Стандартный метод Ф. Бонда позволяет 
напрямую оценить удельное энергопотребление. Процесс определения индекса представляет собой 
периодичное измельчение в стандартизированных параметрах шаровой мельницы (фиксированная 
скорость вращения барабана, шаровой загрузке и крупности фракции). Для определения индекса 
BWi (кВтч/т) используется выражение 
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где А – размер ячейки контрольного сита, мкм; Gbp – параметр измельчаемости в последних трех 
циклах теста, г/об; F80 – теоретический размер ячейки сита, через которое проходит 80% массы 

 
7 Бродянский В.М., Фратшер В., Михалек К. Эксергетический метод и его приложения.  М: 

Энергоатомиздат, 1998.  288 с. 

, (2)

где П – измельчение единицы массы исходно-
го сырья, кг/с; k – коэффициент, учитывающий 
соотношение пластичных и упругих разруша-
ющих деформаций, 𝜎 – характеристика проч-
ности, дж/кг; d1, d2, – среднеинтегральные мак-
симальный и минимальный размер частиц;  
𝛾 – плотность породы, кг/м3; E – модуль упру-
гости. 

К сожалению, автор работы не приводят 
подробных экспериментальных результатов, 
которые подтверждают теоретические расче-
ты. Например, в работе не хватает конкретных 
измерений энергозатрат для разных типов 
материалов и методов измельчения. Однако 
работа все равно представляет значительный 
научный интерес, а результаты исследования 
применимы для реальных производственных 
процессов. 

 Исследование, описанное в работе [12], 
посвящено изучению взаимосвязи между 
удельной энергией удара и гранулометриче-
ским составом продуктов дробления горной 
породы. По мнению автора, из-за сложности 
процесса разрушения горной породы возни-
кают определенные трудности определения 
оптимальных значений энергетических затрат 
при требуемом качестве дробления. Из-за чего 
приходится каждый раз для конкретной горной 
породы и условий разрушения устанавливать 
зависимость гранулометрического состава ку-
сков от расхода энергии. Также автором были 
проведены лабораторные исследования дро-
бимости горных пород единичным ударом на 
вертикальном копре, исходя из полученных 
результатов, определялась удельная энергия 
удара. Для построения зависимостей были 
определены средние размеры фракций и сте-
пени дробления для обоснования качества из-
мельчения материала. Это позволило устано-
вить нелинейную зависимость максимального 
размера каменного материала от удельной 
энергии удара, так как рост степени дробле-
ния замедляется с увеличением энергии уда-
ра. Автор отмечает, что результаты противоре-
чат линейному закону П. Риттингера, который 
считал, что энергия дробления от начального 
размера до конечного пропорциональна вновь 
образованной поверхности. Это связано с дис-
сипацией энергии (тепловые потери, разлет 
фрагментов, образование микродефектов) с 
ростом скорости нагружения. Однако исследо-

7 Бродянский В.М., Фратшер В., Михалек К. Эксергетический метод и его приложения. М: Энергоатомиздат, 1998. 288 с.

вание ограничено одним типом породы (доло-
мит), поэтому отдельный интерес представля-
ет проверка метода на других материалах. 

Автор работы [13] провел исследование 
эксергии асфальтобетонной смеси для ана-
лиза ресурсосберегающего потенциала её 
производства. Автор рассматривает три со-
ставляющие эксергии: термомеханическую, 
реакционную и концентрационную. Наиболь-
шее внимание автор уделяет концентраци-
онной составляющей, которая, в свою оче-
редь, зависит от адгезивного взаимодействия 
битума с минеральными материалами и их 
удельной поверхностью. Приведены экспери-
ментальные данные по работе адгезии для 
различных битумов и минералов, а также 
методы расчета удельной поверхности фрак-
ций с применением эксергетического метода 
термодинамического анализа7. Тем не менее 
работа требует актуализации данных и допол-
нительных эксперементальных исследований 
для повышения точности. Результаты иссле-
дования с точки зрения методики несут осо-
бую ценность для термодинамического анали-
за производства асфальтобетонной смеси. 

Работа Л.С. Читалова и В.В. Львова [14] 
посвящена сравнительной оценке методов 
определения рабочего индекса шарового из-
мельчения Ф. Бонда (BWi), одного из ключевых 
параметров для прогнозирования энергоза-
трат в процессе подготовки руды. Стандарт-
ный метод Ф. Бонда позволяет напрямую оце-
нить удельное энергопотребление. Процесс 
определения индекса представляет собой 
периодичное измельчение в стандартизиро-
ванных параметрах шаровой мельницы (фик-
сированная скорость вращения барабана, 
шаровой загрузке и крупности фракции). Для 
определения индекса BWi (кВтч/т) использует-
ся выражение

  2
1 2/N Пk d d Eσ γ=  ,     (2) 

 
где П – измельчение единицы массы исходного сырья, кг/с; k – коэффициент, учитывающий 
соотношение пластичных и упругих разрушающих деформаций, 𝜎𝜎𝜎𝜎 – характеристика прочности, дж/кг; 
d1, d2, – среднеинтегральные максимальный и минимальный размер частиц;  𝛾𝛾𝛾𝛾 – плотность породы, 
кг/м3; E – модуль упругости.  

К сожалению, автор работы не приводят подробных экспериментальных результатов, которые 
подтверждают теоретические расчеты. Например, в работе не хватает конкретных измерений 
энергозатрат для разных типов материалов и методов измельчения. Однако работа все равно 
представляет значительный научный интерес, а результаты исследования применимы для реальных 
производственных процессов.  

 Исследование, описанное в работе [12], посвящено изучению взаимосвязи между удельной 
энергией удара и гранулометрическим составом продуктов дробления горной породы. По мнению 
автора, из-за сложности процесса разрушения горной породы возникают определенные трудности 
определения оптимальных значений энергетических затрат при требуемом качестве дробления. Из-
за чего приходится каждый раз для конкретной горной породы и условий разрушения устанавливать 
зависимость гранулометрического состава кусков от расхода энергии. Также автором были 
проведены лабораторные исследования дробимости горных пород единичным ударом на 
вертикальном копре, исходя из полученных результатов, определялась удельная энергия удара. Для 
построения зависимостей были определены средние размеры фракций и степени дробления для 
обоснования качества измельчения материала. Это позволило установить нелинейную зависимость 
максимального размера каменного материала от удельной энергии удара, так как рост степени 
дробления замедляется с увеличением энергии удара. Автор отмечает, что результаты 
противоречат линейному закону П. Риттингера, который считал, что энергия дробления от 
начального размера до конечного пропорциональна вновь образованной поверхности. Это связано с 
диссипацией энергии (тепловые потери, разлет фрагментов, образование микродефектов) с ростом 
скорости нагружения. Однако исследование ограничено одним типом породы (доломит), поэтому 
отдельный интерес представляет проверка метода на других материалах.  

Автор работы [13] провел исследование эксергии асфальтобетонной смеси для анализа 
ресурсосберегающего потенциала её производства. Автор рассматривает три составляющие 
эксергии: термомеханическую, реакционную и концентрационную. Наибольшее внимание автор 
уделяет концентрационной составляющей, которая, в свою очередь, зависит от адгезивного 
взаимодействия битума с минеральными материалами и их удельной поверхностью. Приведены 
экспериментальные данные по работе адгезии для различных битумов и минералов, а также методы 
расчета удельной поверхности фракций с применением эксергетического метода 
термодинамического анализа7. Тем не менее работа требует актуализации данных и 
дополнительных эксперементальных исследований для повышения точности. Результаты 
исследования с точки зрения методики несут особую ценность для термодинамического анализа 
производства асфальтобетонной смеси.  

Работа Л.С. Читалова и В.В. Львова [14] посвящена сравнительной оценке методов определения 
рабочего индекса шарового измельчения Ф. Бонда (BWi),  одного из ключевых параметров для 
прогнозирования энергозатрат в процессе подготовки руды. Стандартный метод Ф. Бонда позволяет 
напрямую оценить удельное энергопотребление. Процесс определения индекса представляет собой 
периодичное измельчение в стандартизированных параметрах шаровой мельницы (фиксированная 
скорость вращения барабана, шаровой загрузке и крупности фракции). Для определения индекса 
BWi (кВтч/т) используется выражение 
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где А – размер ячейки контрольного сита, мкм; Gbp – параметр измельчаемости в последних трех 
циклах теста, г/об; F80 – теоретический размер ячейки сита, через которое проходит 80% массы 

 
7 Бродянский В.М., Фратшер В., Михалек К. Эксергетический метод и его приложения.  М: 

Энергоатомиздат, 1998.  288 с. 

, (3)

где А – размер ячейки контрольного сита, мкм; 
Gbp – параметр измельчаемости в последних 
трех циклах теста, г/об; F80 – теоретический 
размер ячейки сита, через которое проходит 
80% массы исходной пробы, мкм; P80 – теоре-
тический размер ячейки сита, через которое 
проходит 80% массы конечного продукта, мкм.
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Тем не менее основным недостатком опре-
деления индекса является то, что требуется 
до 12 ч тестирования и 10 кг материала, из-за 
чего данный метод практически невозможно 
использовать в исследованиях с большим ко-
личеством повторяющихся опытов. Исследо-
ватели провели комплексный анализ методов 
определения BWi с точки зрения точности, ре-
сурсозатрат и применимости. В целом работа 
предлагает различные подходы для определе-
ния BWi, выбор которых зависит от исходных 
данных и количества повторяющихся опытов. 

 Авторы работы [15] демонстрируют при-
кладную модель измельчения твердых частиц 
при ударе о жесткую поверхность. Работа 
направлена на преодоление ограничений в 
классических теориях измельчения путем уче-
та динамических параметров процесса, таких 
как скорость удара, время контакта и физи-
ко-механические свойств материала. Таким 
образом, авторами предложена уточненная 
механико-математическая модель, основан-
ная на теории распространения упругих волн. 
Вместе с тем авторы отмечают, что традици-
онные теории оценки энергии измельчения со-
держат коэффициенты пропорциональности, 
определение которых затруднено. Исходя из 
анализа работы, сложно сказать, учитывает 
ли полученная модель влияние формы части-
цы, так как в работе рассматривается только 
стержень. Уточненная модель, учитывающая 
волновые процессы и динамические параме-
тры, позволяет более точно оценивать энер-
гию разрушения и прогнозировать результаты 
измельчения. Но для широкого внедрения не-
обходима экспериментальная валидация на 
разнообразных материалах.

Работа [16] описывает проблему низкой 
энергоэффективности процессов измельчения 
минералов. Автор определяет теоретический 
предел энергоэффективности измельчения 
при сжатии и сравнивает его с фактической 
эффективностью, рассчитанной через индекс 
Бонда. Для определения теоретического при-
дела эффективности используется модель 
хрупкого разрушения частицы с центральной 
трещиной при сжатии. На основе уравнений 
механики разрушения и упругих свойств мате-
риала (модуль Юнга, коэффициент Пуассона) 
рассчитывается максимальная доля энергии, 
преобразуемой в создание новой поверхности 
трещин. Далее рассчитывается фактическая 
эффективность через соотношение энергии, 
затраченной на создание новой поверхности 
и работы, определённой по индексу Бонда. 
Относительная эффективность введена как 

практический показатель, отражающий бли-
зость процесса к теоретическому пределу, и 
позволяет оценить потенциал конкретных раз-
работок. Исследование демонстрирует, что 
современные процессы измельчения сильно 
отличаются от теоретического предела эф-
фективности. 

Исследование свойств горных пород при 
измельчении в механических мельницах 
представлено в работе [17]. Авторы работы 
рассматривают процесс дробления и измель-
чения с точки зрения снижения энергоемко-
сти при сохранении эффективности. В статье 
представлены эксперементальные данные 
величин удельной энергии образования но-
вых поверхностей (Дж/м2), требуемой для 
разрушения различных горных пород. Более 
плотные и прочные породы (базальт, гранит) 
требуют больших энергозатрат, что согласу-
ется с теорией разрушения хрупких материа-
лов. Исходя из данных, полученных авторами, 
крупность частиц обратно пропорциональна 
энергоэффективности, а также минимизация 
энергопотребления достигается за счет коэф-
фициента трения и гранулометрии материала. 

Несмотря на широкое применение тех-
нологии холодного фрезерования, оценка 
энергозатрат этого процесса остается слож-
ной задачей. В настоящее время существует 
множество подходов для определения энер-
гетических затрат при дроблении каменных 
материалов. Однако эти подходы имеют ряд 
ограничений: большинство существующих ме-
тодов фокусируются на оценке энергозатрат, 
связанных с разрушением каменной фракции, 
тогда как процесс разрушения битумных свя-
зей остается малоизученным. В то же время 
точная оценка энергозатрат требует учета 
площади вновь образованных поверхностей, 
однако существующие методы гранулометри-
ческого анализа не всегда позволяют получить 
достоверные данные из-за сложности формы 
частиц и их неоднородности. В рамках настоя-
щего исследования используется энергетиче-
ский подход, связывающий затраты энергии с 
образованием новых поверхностей. Этот ме-
тод требует экспериментального подтвержде-
ния и адаптации к условиям фрезерования ас-
фальтобетона, что делает его актуальным для 
дальнейшего изучения.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Для определения энергетических параме-

тров рабочего процесса фрезерования асфаль-
тобетонов, при котором происходит разрушение 
не только битумных связей между частицами 
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заполнителя, но и самого заполнителя, требу-
ется проанализировать фракционный состав 
асфальтобетонного гранулята. Одним из ос-
новных показателей, определяющих затраты 
энергии при разрушении асфальтобетонного 
покрытия, является образование новых поверх-
ностей в процессе фрезерования. Исходя из 
этого, увеличение суммарной площади вновь 
образованных частиц асфальтобетонного гра-
нулята будет сигнализировать об увеличении 
затраченной энергии на их формирование. Од-
нако определение гранулометрического соста-
ва8 позволяет оценить только распределение 
частиц по фракциям и не дает представления 
об энергетических затратах. Чтобы выявить за-
висимость между возникающими энергозатра-
тами при фрезеровании асфальтобетона и гео-
метрией частиц асфальтобетонного гранулята, 
необходимо определить площадь поверхности 
фракций разрушенного материала. Для опре-
деления геометрических параметров частиц 
материала применяется технология трехмер-
ного сканирования, которая обеспечивает де-

8 ГОСТ 33029–2014. Дороги автомобильные общего пользования. Щебень и гравий из горных пород. Определение 
гранулометрического состава. М.: Стандартинформ, 2016. 12 с.

9 ГОСТ 9128–2013. Смеси асфальтобетонные, полимерасфальтобетонные, асфальтобетон, полимерасфальтобетон 
для автомобильных дорог и аэродромов. Технические условия. М.: Стандартинформ, 2014. 55 с.

10 ОАО «КЗТС». Оригинальная конструкция дорожных резцов. [Электронный ресурс]. Режим доступа: http://www.kzts.
ru/core/user_files/Road.pdf ( дата обращения: 25.03.2023).

тализированную модель гранул, образованных 
в процессе фрезерования. 

В процессе ремонта одной из придорож-
ной территории г. Ярославля с применением 
технологии холодного фрезерования было 
получено два набора асфальтобетонного гра-
нулята из асфальтобетона марки Б9 типа 2. 
Первый и второй наборы асфальтобетонного 
гранулята получены с применением двух фре-
зерных барабанов, отличающихся только схе-
мой расстановки режущих элементов (рисунок 
1). Размеры фрезеруемой выемки, скорость 
подачи фрезерного оборудования и темпе-
ратура асфальтобетона не изменялись. Ком-
плекты режущих элементов на двух барабанах 
использовались одинаковой модели А6/2010. 
Расстановка режущих элементов основана на 
гипотезе о том, что нелинейная характеристи-
ка резания асфальтобетонного материала по-
зволяет использовать новый тип расстановки 
режущих элементов с максимальной площа-
дью сечения срезаемой стружки, снизив об-
щие затраты энергии. 

Рисунок 1 – Сменные фрезерные барабаны: а – фрезерный барабан № 1; б – фрезерный барабан № 2 
Источник: составлено авторами. 

Figure 1 – Replaceable milling drums. a – milling drum №1, b – milling drum №. 2
Source: compiled by the authors.

а б
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Полученный асфальтобетонный гранулят 
рассеивался в ситах с круглыми отверстиями11 
диаметром 20, 15, 10, 5, 3, 1,25, 0,63, 0,315, 
0,16 мм на вибрационной установке (рисунок 
2, а). Рассеянные фракции гранулята, а также 
отдельные конгломераты асфальтогранулята 
(рисунок 2, в) были подвергнуты термической 
обработке в муфельной печи (рисунок 2, б) 
при температуре 500 °С с целью выжигания 
органического вяжущего12. После этого повто-
рялась процедура рассева для полученного 
каменного материала в том же наборе сит с 

11 ГОСТ 51568–99. Сита лабораторные из металлической проволочной сетки. Технические условия. М.: Госстандарт 
России, 1999. 8 с.

12 ГОСТ 58401.15–2019. Смеси асфальтобетонные и асфальтобетон. Определение содержания битумного вяжущего 
методом выжигания. М.: Стандартинформ, 2019. 8 с. 

13 ГОСТ 24104–2001. Весы лабораторные. Общие технические требования. М.: Стандартинформ, 2007. 8 с.

дальнейшим взвешиванием каждой фракции 
на лабораторных весах13 (рисунок 2, г). Далее 
из фракций, оставшихся над ситами с отвер-
стиями 15, 10 и 5 мм, были отобраны по три об-
разца, которые в дальнейшем сканировались 
(рисунок 2, д). В рамках данной работы выбор 
трех фракций для трехмерного сканирования 
ограничен возможностями оборудования. По 
полученным полигональным моделям опреде-
ляется площадь поверхности и объем каждого 
образца (рисунок 2, е). 

Рисунок 2 – Определение геометрических параметров щебня:  
а – просеивание асфальтового гранулята в ситах стандартного сечения;  

б – выжигание органического вяжущего в печи;  
в – рассеянные фракции асфальтобетонного гранулята и отдельных конгломератов асфальтобетона;  

г – определение массовой доли каждой фракции; д – процесс сканирования;  
е – образец полученной 3D-модели частицы щебня

 Источник: составлено авторами.
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c – dispersed fractions of asphalt granulate and separate asphalt concrete conglomerates;  
d – determination of the share mass of each fraction; e – scanning process;  

e – sample of the obtained 3D model of the crushed stone particle
Source: compiled by the authors.
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Рисунок 3 – Примеры полигональных моделей для:  
а – асфальтобетонного гранулята, оставшегося над ситами 5, 10, 15 мм соответственно;  

б – каменной фракции, оставшейся над ситами 5, 10, 15 мм соответственно и полученной 
 в ходе выжигания органического вяжущего из асфальтобетонного гранулята;  

в – каменной фракции, оставшейся над ситами 5, 10, 15 мм соответственно, полученной в ходе выжигания 
органического вяжущего из отдельных конгломератов асфальтогранулята

Источник: составлено авторами.

Figure 3 – Examples of polygonal models for:  
a – asphalt–concrete granulate remaining above 5, 10, 15 mm sieves, respectively;  

b – stone fraction remaining above 5, 10, 15 mm sieves, respectively, and obtained during  
the burning out of organic binder from asphalt-concrete granulate;  

c - stone fraction remaining above 5, 10, 15 mm sieves, respectively,  
obtained during the burning out of organic binder from separate asphalt granulate conglomerates

Source: compiled by the authors.
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где k2 – удельная энергия разрушения щебня 
(из работы [17], k2 =140 Дж/м2).

Для определения площадей поверхности 
асфальтобетонного гранулята, а также ка-
менной фракции с выжженной органической 

частью до и после процесса фрезервоания 
используется технология трехмерного ска-
нирования. Так, отбираются по 3 образца из 
фракций, оставшихся над ситами с диаметром 
отверстий 5, 10 ,15 мм и сканируются с раз-
решением 0,05 мм/м. Примеры полученных 
в ходе сканирования полигональных моде-
лей асфальтобетонного гранулята и камен-
ных фракций из асфальтобетонного грануля-
та (после фрезерования), а также отдельных 
конгломератов асфальтогранулята (до фрезе-
рования) приведены на рисунке 3. Значения 
полученных площадей образцов представ-
лены в таблице 1, а их объемов в таблице 2. 
График зависимости площади поверхности и 
объема измеряемого материала представлен 
на рисунке 4. 

Таблица 1
 Результаты измерения площадей полигональных моделей

 Источник: составлено авторами.

Table 1
Results of measuring the areas of polygonal models

 Source: compiled by the authors.

Диаметр отверстия 
сита, мм

Усредненная 
площадь поверхности 
асфальтобетонного 

гранулята, мм2

Усредненная площадь 
каменной фракции после 

фрезерования, мм2

Усредненная площадь каменной 
фракции до фрезерования, мм2

5 407.176 269.839 282.5536

10 893.42 615.0587 640.0195

15 1873,953 977,3034 991,18

Уравнение регрессии Ai=43,578∙d1.362 Ai=40,949∙d1.1733 Ai=44,927∙d1.1464

Значение 
достоверности 

аппроксимации, R2
0,9824 0,987 0,995

Таблица 2
 Результаты измерения объема полигональных моделей

 Источник: составлено авторами.

Table 2
Results of measuring the volume of polygonal models 

Source: compiled by the authors.

Диаметр отверстия 
сита, мм

Усредненный объем 
асфальтобетонного 

гранулята, мм3

Усредненный объем 
каменной фракции после 

фрезерования, мм3

Усредненный объем 
каменной фракции до 

фрезерования, мм3

5 376.63 302.7273 316.9877

10 1442.07 1126.583 1172.303

15 4913.49 1887.726 1914.53

Уравнение регрессии Vi=8.7687∙d2.2947 Vi=20.696∙d1.6908 Vi=22.707∙d1.6639

Значение 
достоверности 

аппроксимации, R2
0.9847 0.9907 0.9887
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Рисунок 4 – Графики зависимости площади поверхности и объема асфальтобетонного гранулята  
и каменной фракции до и после фрезерования от размеров отверстия сита

 Источник: составлено авторами.
 

Figure 4 – Graphs of the dependence of the surface area and volume of asphalt concrete granulate  
and stone fraction before and after milling on the sieve opening size

Source: compiled by the authors.
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В свою очередь, суммарная удельная площадь поверхности всех фракций может быть 
определена исходя из зависимости 
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где Аi – средняя площадь поверхности, м2; 
δi – массовая доля каждой фракции, %; 
Vi – средний объем частицы, м3; 
ρ – плотность частицы, кг/м3.   
 

РЕЗУЛЬТАТЫ 
 
По представленной методике производилась косвенная оценка количества расходуемой энергии 

на удаление асфальтобетонных покрытий в процессе холодного фрезерования. Исходя из 
зависимости (7) и уравнений регрессии, представленных в таблицах 1 и 2, возможно определить 
суммарные площади для фракций асфальтобетонного гранулята (таблица 3) и минерального 
заполнителя до (таблица 4) и после фрезерования (таблица 5). Плотность асфальтобетонного 
гранулята определялась путем взвешивания тары фиксированного объема, наполненного 
материалом, затем полученное значение массы материала делится на объем тары. Таким образом, 
средняя плотность асфальтобетонного гранулята, полученного из асфальтобетона марки Б типа 2, 
составляет 1880 кг/м3. Плотность каменного материала примем 2650 кг/м3 [12]. 

 
Таблица 3 

Удельная площадь фракций асфальтобетонного гранулята 
 Источник: составлено авторами. 

 
Table 3 

Specific area of asphalt concrete granulate fractions 
Source: compiled by the authors. 

 

Диаметр 
отверстия 
сита, мм 

Массовая 
доля (фрез. 

барабан      
№ 1), % 

Массовая 
доля (фрез. 

барабан     
№ 2), % 

Усредненная 
площадь 

поверхности, 
м2 

Усредненный 
объем, м3 

Удельная 
площадь 
фракции 
(фрез. 

барабан     
№ 1), м2/кг 

Удельная 
площадь 
фракции 
(фрез. 

барабан     
№ 2), м2/кг 

15 16.1 18.8 1873.953∙10-6 4913.49∙10-9 0.03266 0.03814 
10 14.1 22.2 893.42∙10-6 1442.07∙10-9 0.04645 0.07315 
5 29.6 26.0 407.176∙10-6 376.63∙10-9 0.17022 0.1495 
3 13.1 11.5 194.5837∙10-6 109.09∙10-9 0.12429 0.1091 

1.25 11.0 9.6 59.055∙10-6 14.63∙10-9 0.23614 0.2061 
0.63 7.9 6.3 23.226∙10-6 3.037∙10-9 0.32133 0.25625 
0.315 5.6 3.8 9.036∙10-6 0.62∙10-9 0.43479 0.295 
0.16 1.7 1.1 3.6∙10-6 0.13∙10-9 0.24828 0.16065 

Поддон 0.9 0.7 - - 0.01466 0.009 
Суммарная удельная площадь: 1.62885 1.297 

 
Таблица 4 

(7)

где Аi – средняя площадь поверхности, м2;
δi – массовая доля каждой фракции, %;
Vi – средний объем частицы, м3;
ρ – плотность частицы, кг/м3. 

РЕЗУЛЬТАТЫ
По представленной методике производи-

лась косвенная оценка количества расходуе-
мой энергии на удаление асфальтобетонных 

покрытий в процессе холодного фрезерова-
ния. Исходя из зависимости (7) и уравнений 
регрессии, представленных в таблицах 1 и 2, 
возможно определить суммарные площади 
для фракций асфальтобетонного гранулята 
(таблица 3) и минерального заполнителя до 
(таблица 4) и после фрезерования (таблица 
5). Плотность асфальтобетонного гранулята 
определялась путем взвешивания тары фикси-
рованного объема, наполненного материалом, 
затем полученное значение массы материала 
делится на объем тары. Таким образом, сред-
няя плотность асфальтобетонного гранулята, 
полученного из асфальтобетона марки Б типа 
2, составляет 1880 кг/м3. Плотность каменного 
материала примем 2650 кг/м3 [12].
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Таблица 3
Удельная площадь фракций асфальтобетонного гранулята

Источник: составлено авторами.

Table 3
Specific area of asphalt concrete granulate fractions

Source: compiled by the authors.

Диаметр 
отверстия 
сита, мм

Массовая 
доля (фрез. 
барабан № 

1), %

Массовая 
доля (фрез. 
барабан № 

2), %

Усредненная 
площадь 

поверхности, 
м2

Усредненный 
объем, м3

Удельная 
площадь 
фракции 
(фрез. 

барабан № 1), 
м2/кг

Удельная 
площадь 
фракции 
(фрез. 

барабан № 
2), м2/кг

15 16.1 18.8 1873.953∙10-6 4913.49∙10-9 0.03266 0.03814

10 14.1 22.2 893.42∙10-6 1442.07∙10-9 0.04645 0.07315

5 29.6 26.0 407.176∙10-6 376.63∙10-9 0.17022 0.1495

3 13.1 11.5 194.5837∙10-6 109.09∙10-9 0.12429 0.1091

1.25 11.0 9.6 59.055∙10-6 14.63∙10-9 0.23614 0.2061

0.63 7.9 6.3 23.226∙10-6 3.037∙10-9 0.32133 0.25625

0.315 5.6 3.8 9.036∙10-6 0.62∙10-9 0.43479 0.295

0.16 1.7 1.1 3.6∙10-6 0.13∙10-9 0.24828 0.16065

Поддон 0.9 0.7 - - 0.01466 0.009

Суммарная удельная площадь: 1.62885 1.297

Таблица 4
 Удельная площадь фракций минерального заполнителя до процесса фрезерования

 Источник: составлено авторами.

Table 4
 Specific area of mineral aggregate fractions before the milling process

Source: compiled by the authors.

Диаметр 
отверстия 
сита, мм

Массовая 
доля  
(обр.  

№ 1), %

Массовая 
доля  
(обр.  

№ 2), %

Усредненная 
площадь 

поверхности, 
м2

Усредненный 
объем, м3

Удельная площадь 
фракции  

(обр. № 1), м2/кг

Удельная 
площадь фракции  
(обр. № 2), м2/кг

15 11.6 8.1 991.18∙10-6 1914.53∙10-9 0.02266 0.01582

10 9.5 11.8 640.0195∙10-6 1172.303∙10-9 0.019572 0.02431

5 16.3 16.5 282.5536∙10-6 316.9877∙10-9 0.054827 0.0555

3 7.5 7.9 158.3∙10-6 141.2674∙10-9 0.031714 0.0334

1.25 9.8 10.3 58.024∙10-6 32.9161∙10-9 0.065189 0.0685

0.63 11.1 11.1 26.45∙10-6 10.526∙10-9 0.10526 0.1053

0.315 14.2 14.1 11.95∙10-6 3.322∙10-9 0.19276 0.1914

0.16 9.3 8.6 5.496∙10-6 1.076∙10-9 0.17924 0.16575

Поддон 10.7 11.6 - - 0.08043 0.0866

Суммарная удельная площадь: 0.751659 0.7466
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Таблица 5
 Удельная площадь фракций минерального заполнителя после процесса фрезерования

Источник: составлено авторами.

Table 5
 Specific area of mineral aggregate fractions after the milling process

Source: compiled by the authors.

Диаметр 
сита, мм

Массовая 
доля (фрез. 

барабан  
№ 1), %

Массовая 
доля (фрез. 

барабан  
№ 2), %

Усредненная 
площадь 

поверхности, 
м2

Усредненный 
объем, м3

Удельная 
площадь фракции 

(фрез. барабан  
№ 1), м2/кг

Удельная 
площадь фракции 

(фрез. барабан  
№ 2), м2/кг

15 7.1 9.8 977.3∙10-6 1887.726∙10-9 0.01387 0.01915

10 10.1 12.2 615.06∙10-6 1126.583∙10-9 0.0208 0.02513

5 18.8 17.9 269.84∙10-6 302.73∙10-9 0.0632 0.060201

3 8.4 8.4 148.61∙10-6 132.62∙10-9 0.03552 0.03552

1.25 9.1 9.1 53.2∙10-6 30.182∙10-9 0.0605 0.06053

0.63 11.1 13.7 23.8∙10-6 9.475∙10-9 0.10526 0.12992

0.315 15.8 18.1 10.56∙10-6 2.935∙10-9 0.2145 0.24571

0.16 10 7.9 4.77∙10-6 0.934∙10-9 0.1927 0.15227

Поддон 9.6 2.9 - - 0.075 0.02175

Суммарная удельная площадь: 0.7814 0.75019

Исходя из результатов, представленных в 
таблицах 3,4,5, возможно определить удель-
ную энергию, затрачиваемую на разрушение 
битумных связей и минерального заполнителя 
по формулам (5) и (6) соответственно. Таким 
образом, удельная работа, затрачиваемая на 
разрушения битумных связей фрезерным ба-
рабаном № 1, равна 2045.157 Дж/кг, когда у 
фрезерного барабана № 2 1654.288 Дж/кг. В 
свою очередь, удельная работа, расходуемая 
на разрушение каменной фракции фрезерным 
барабаном № 1 составляет 4.175 Дж/кг, в то же 
время энергия, расходуемая на разрушение 
минеральной составляющей асфальтобетона 
в процессе работы фрезерного барабана № 2 
всего 0.506 Дж/кг.

Полученный результат в первую очередь 
указывает на то, что в процессе фрезерования 
практически вся энергия уходит на разрушение 
битумных связей, что подтверждает результа-
ты работы [18]. Суммарная удельная работа 
измельчения, затраченная в процессе фрезе-
рования, исходя из формулы (4) для фрезер-
ного барабана № 1 будет равна 2049.332 Дж/кг 
и для фрезерного барабана № 2 1654.764 Дж/
кг. Таким образом, расстановка режущих эле-

ментов по поверхности фрезерного барабана 
№ 2 является эффективнее с точки зрения за-
трачиваемой энергии более чем на 19.25%. 

Вероятно, фракционный состав асфальто-
бетонного гранулята зависит от расположения 
режущих элементов, что может позволить ре-
гулировать его с заданной точностью. Так, об-
ратив внимание на рисунок 5, легко заметить, 
что в процессе работы фрезерного барабана 
№ 2 крупной фракции образуется больше и в 
то же время меньше мелкой фракции в срав-
нение с фрезерным барабаном № 1. 

Для определения полных затрат энергии на 
разрушение битумных связей при фрезерова-
нии воспользуемся зависимостью затрачивае-
мой удельной энергии на разрушение каждой 
фракции асфальтобетонного гранулята, полу-
ченного при фрезеровании разными фрезер-
ными барабанами (рисунок 6). Если затраты 
энергии пропорциональны площади поверх-
ности частиц, то для оценки затрат энергии 
достаточно определить площади под графика-
ми. В упрощенном виде уравнение (8) можно 
представить как сумму произведений удель-
ных поверхностей всех фракций на удельную 
энергию разрушения битумных связей. 
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Рисунок 5 – График зависимости массовой доли асфальтобетонного гранулята от его размеров
 Источник: составлено авторами.

Figure 5 – Graph of the dependence of the asphalt concrete granulate mass share on its size
Source: compiled by the authors.

Рисунок 6 – График зависимости удельных энергий каждой фракции от размеров асфальтобетонного гранулята 
Источник: составлено авторами.

Figure 6 – Graph of the dependence of the specific energies of each fraction on the size of the asphalt concrete granulate. 
Source: compiled by the authors.
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Рисунок 6 – График зависимости удельных энергий каждой фракции от размеров 
асфальтобетонного гранулята  
Источник: составлено авторами. 

 
Figure 6 – Graph of the dependence of the specific energies of each fraction on the size of the asphalt 

concrete granulate.  
Source: compiled by the authors. 
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где А1 – энергия, затрачиваемая на разрушение битумных связей, Дж/кг; 

а – эмпирический коэффициент; 
n – показатель степени, зависящий от свойств материала; 
Sуд, i – удельная площадь поверхности каждой фракции, м2/кг;  
k1 – удельная энергия разрушения битумных связей (из работы [18], k1 =1279 Дж/м2). 
 
Энергия, затрачиваемая на разрушения битумных связей при работе фрезерного барабана № 1, 

составляет 2083.3 Дж/кг, для фрезерного барабана № 2 всего 1658,9 Дж/кг. Сравнение ранее 
полученных значений с данными  из зависимости (8) демонстрируют расхождение результатов с 
погрешностью не более 2%. Это позволяет определять затраты энергии на разрушение битумных 
связей, не прибегая к определению площади поверхностей каменной фракции до и после 
фрезерования.    
 
      Исходя из полученных результатов, сделаны следующие выводы:  

1. До фрезерования и после фрезерования закономерности развития удельных поверхностей 
каменной фракции (см. рисунок 4) асфальтобетона практически не отличаются и можно 
использовать следующие обобщенные уравнения регрессии для определения площади (9) и объема 
(10). 

(8)

где А1 – энергия, затрачиваемая на разруше-
ние битумных связей, Дж/кг;

а – эмпирический коэффициент;
n – показатель степени, зависящий от 

свойств материала;
Sуд, i – удельная площадь поверхности ка-

ждой фракции, м2/кг; 
k1 – удельная энергия разрушения битум-

ных связей (из работы [18], k1 =1279 Дж/м2).
Энергия, затрачиваемая на разрушения 

битумных связей при работе фрезерного ба-
рабана № 1, составляет 2083.3 Дж/кг, для 
фрезерного барабана № 2 всего 1658,9 Дж/
кг. Сравнение ранее полученных значений с 
данными из зависимости (8) демонстрируют 
расхождение результатов с погрешностью не 
более 2%. Это позволяет определять затраты 
энергии на разрушение битумных связей, не 
прибегая к определению площади поверхно-
стей каменной фракции до и после фрезеро-
вания. 

Исходя из полученных результатов, сдела-
ны следующие выводы: 

1. До фрезерования и после фрезерования 
закономерности развития удельных поверх-
ностей каменной фракции (см. рисунок 4) ас-
фальтобетона практически не отличаются и 
можно использовать следующие обобщенные 
уравнения регрессии для определения пло-
щади (9) и объема (10).

1.159642.918iA d= ⋅ ;      (9) 
1.677121.692iV d= ⋅  .     (10) 

2. Для определения битумоемкости при ресайклинге или вторичном использовании 
асфальтобетонного гранулята  получены зависимости для определения площади поверхности (11) и 
объема (12). Они позволяют более точно определять удельно площадь поверхности гранул 
асфальтобетона, а значит и наиболее качественно производить подбор необходимого количества 
битума и минеральных добавок.  

1.36243.578iA d= ⋅ ;      (11) 
2.29478.7687iV d= ⋅  .     (12) 

3. Как видно из рисунка 5, фрезерный барабан № 2 образовывает крупной фракции больше и 
существенно меньше мелкой фракции в сравнении с барабаном № 1. Это демонстрирует, что 
фрезерный барабан №  1 тратит больше энергии на образование новых поверхностей.  

4. Основная часть энергии при фрезеровании асфальтобетонных покрытий расходуется на 
разрушение битумных связей, тогда как на дробление каменной фракции затрачивается 
значительно меньше энергии. Это указывает важность дальнейшего изучения процессов, связанных 
с разрушением битумных связей, для снижения энергопотребления. 

5. Полученные результаты наглядно демонстрируют влияние расположения режущих элементов 
на фрезерном барабане. Это указывает на возможность оптимизации конструкции фрезерного 
барабана с точки зрения потребляемой энергии в процессе фрезерования.   

6. Методика, предложенная в работе, может быть рекомендована не только для оценки 
энергозатрат при фрезеровании асфальтобетона, но и для других процессов измельчения твердых 
материалов и дисперснонаполненных композитов.  

7. Энергозатраты зависят от таких факторов, как толщина срезаемой стружки, температура 
асфальтобетона и конструктивные параметры оборудования. Например, увеличение толщины 
стружки и снижение температуры материала приводят к росту энергопотребления. Эти факторы 
нужно учитывать при проектировании и эксплуатации фрезерного оборудования.  
 
ОБСУЖДЕНИЕ И ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 
Таким образом, исследование вносит важный вклад в совершенствование методов оценки 

энергопотребления при фрезеровании и предлагает эффективный подход для снижения 
энергетических затрат в дорожной отрасли. Разработанная методика позволяет точнее определять 
расход энергии и может быть использована для повышения экономической и экологической 
эффективности ремонтных работ. 
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3. Как видно из рисунка 5, фрезерный бара-
бан № 2 образовывает крупной фракции боль-
ше и существенно меньше мелкой фракции в 
сравнении с барабаном № 1. Это демонстри-
рует, что фрезерный барабан № 1 тратит боль-
ше энергии на образование новых поверхно-
стей. 

4. Основная часть энергии при фрезерова-
нии асфальтобетонных покрытий расходуется 
на разрушение битумных связей, тогда как на 
дробление каменной фракции затрачивается 
значительно меньше энергии. Это указывает 
важность дальнейшего изучения процессов, 
связанных с разрушением битумных связей, 
для снижения энергопотребления.

5. Полученные результаты наглядно де-
монстрируют влияние расположения режу-
щих элементов на фрезерном барабане. Это 
указывает на возможность оптимизации кон-
струкции фрезерного барабана с точки зрения 
потребляемой энергии в процессе фрезерова-
ния. 

6. Методика, предложенная в работе, мо-
жет быть рекомендована не только для оценки 
энергозатрат при фрезеровании асфальтобе-
тона, но и для других процессов измельчения 
твердых материалов и дисперснонаполнен-
ных композитов. 

7. Энергозатраты зависят от таких факто-
ров, как толщина срезаемой стружки, темпера-
тура асфальтобетона и конструктивные пара-
метры оборудования. Например, увеличение 
толщины стружки и снижение температуры 
материала приводят к росту энергопотребле-
ния. Эти факторы нужно учитывать при проек-
тировании и эксплуатации фрезерного обору-
дования. 

ОБСУЖДЕНИЕ И ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом, исследование вносит важ-

ный вклад в совершенствование методов 
оценки энергопотребления при фрезеровании 
и предлагает эффективный подход для сниже-
ния энергетических затрат в дорожной отрас-
ли. Разработанная методика позволяет точнее 
определять расход энергии и может быть ис-
пользована для повышения экономической и 
экологической эффективности ремонтных ра-
бот.
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АННОТАЦИЯ
Введение. Грунтовые вибрационные катки являются наиболее распространенным типом спецтехни-
ки для уплотнения грунтов благодаря своей универсальности и высокой производительности. На эф-
фективность уплотнения грунтов вибрационными катками оказывают влияние большое количество 
параметров, которые оценивают статические (общая масса и распределение массы между тяговым и 
уплотняющим модулем), динамические (частота и вынуждающая сила колебаний) и общие (мощность 
двигателя, транспортная и рабочая скорости движения, диаметр и ширина вальца) характеристики. 
Статистическая обработка технических характеристик является эффективным инструментом для 
изучения взаимосвязи между параметрами и выявления тенденций развития, в том числе для грунтовых 
вибрационных катков различных поколений.
Материалы и методы. В исследовании анализировались технические характеристики грунтовых ви-
брационных катков различных поколений. Статистическая обработка проводилась в программе Microsoft 
Excel. Общее количество рассмотренных грунтовых вибрационных катков составило 432 модели, из них 
252 машины 3-го и 4-го поколений и 180 машин 5-го поколения.
Результаты. Показаны графические представления взаимосвязей различных технических характери-
стик грунтовых вибрационных катков разных поколений в зависимости от массы вибровальцового моду-
ля. Также получены уравнения регрессии и соответствующие значения коэффициентов детерминации. 
Предложен параметр «линейная относительная вынуждающая сила», характеризующий совместное 
влияние относительной вынуждающей силы и ширины вальца грунтового катка.
Обсуждение и заключение. В результате исследования определены диапазоны изменения основных 
технических характеристик вибрационных катков различных поколений, выпускавшихся в течение по-
следних 20…30 лет, и выявлены некоторые тенденции изменения этих параметров при переходе к раз-
личным поколениям грунтовых катков. Сравнительно большой разброс значений технических характе-
ристик, отвечающих за динамические возможности грунтовых вибрационных катков, свидетельствует 
об отсутствии у производителей и исследователей единого мнения по обоснованию численных значений 
данных параметров. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: грунт, уплотнение, каток вибрационный, технические характеристики, масса, 
вынуждающая сила, частота колебаний, анализ статистический
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STATISTICAL ANALYSIS OF TECHNICAL CHARACTERISTICS  
OF SOIL VIBRATORY ROLLERS OF DIFFERENT GENERATIONS
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ABSTRACT
Introduction. Soil vibratory rollers are the most prevalent type of specialized machinery for soil compaction, owing 
to their versatility and high productivity. The effectiveness of soil compaction using vibratory rollers is influenced by 
a multitude of parameters, categorized into static characteristics (total mass and mass distribution between the trac-
tion and compaction modules), dynamic characteristics (vibration frequency and excitation force), and general char-
acteristics (engine power, transport and operating travel speeds, drum diameter and width). Statistical analysis of 
technical specifications serves as an effective tool for investigating the interrelationships among these parameters 
and identifying developmental trends, including those observed in soil vibratory rollers across different generations.
Materials and methods. The study analyzes the technical characteristics of soil vibratory rollers of different gen-
erations. Statistical processing was carried out using Microsoft Excel software. 432 models of vibratory rollers, 
including 252 vibratory rollers of 3rd and 4th generation and 180 vibratory rollers of 5th generation, were scrutinized. 
Results. Graphs of various technical characteristics of soil vibratory rollers of different generations vs mass of the 
vibratory drum modules were plotted. Regression equations and corresponding determination coefficients were 
derived. The parameter “linear relative excitation force” has been proposed to characterize the combined influence 
of the relative excitation force and the drum width of a soil vibratory roller.
Discussion and conclusion. The study presents the changes of the main technical characteristics of vibratory 
rollers of different generations produced over the past 20-30 years as well as certain trends in these changes during 
the transition between generations of soil rollers. The relatively large variation in the technical characteristics re-
sponsible for dynamic capabilities of soil vibratory rollers indicates a lack of consensus among manufacturers and 
researchers regarding the numerical values of these parameters.

KEYWORDS: soil, compaction, vibratory roller, technical characteristics, mass, compaction force, frequency of 
oscillations, statistical analysis
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ВВЕДЕНИЕ
Уплотнение грунтов осуществляется для 

увеличения их несущей способности и устой-
чивости к воздействию погодно-климатических 
факторов. Грунтовые вибрационные катки 
используются для уплотнения различных до-
рожно-строительных материалов при строи-
тельстве дорог, взлетно-посадочных полос, в 
промышленном, гражданском, гидротехниче-
ском строительстве и др. Грунтовые катки мо-
гут уплотнять грунты статической и вибраци-
онной составляющей воздействия1,2,3,4.

Катки статического действия уплотняют 
грунт только за счёт своей собственной массы. 
Гладковальцовые статические катки в настоя-
щее время для уплотнения грунтов практиче-
ски не применяются. В то же время статические 
пневмоколесные катки (преимущественно, 
прицепные) продолжают использоваться.

Вибрационные грунтовые катки получили 
наибольшее распространение за счёт более 
высокой уплотняющей способности, особенно 
при работе на несвязных грунтах4,5,6 [1].

Основные технические характеристики грун-
товых вибрационных катков, определяющие их 
технологические возможности, можно разде-
лить на статические, динамические и общие.

К характеристикам, определяющим стати-
ческое воздействие, можно отнести общую 
массу машины, а также распределение массы 
между вибрационным и тяговым модулем.

На динамическое воздействие влияет ча-
стота колебаний и вынуждающая сила вибро-
возбудителя.

1 Хархута Н.Я., Васильев Ю.М. Прочность, устойчивость и уплотнение грунтов земляного полотна автомобильных 
дорог. М: Транспорт, 1975. 285 с.

2 Костельов М.П. Возможность и эффективность уплотнения виброкатками грунтов различного типа и состояния // 
Дорожная техника. Каталог-справочник. 2004. С. 72–82.

3 Костельов М.П. «Умные виброкатки» для дорожников (обзор с оценкой новинок последнего времени) // Каталог-
справочник «Дорожная техника». 2006. С. 30–32.

4 Костельов М.П. Опять о качестве и эффективности уплотнения различных грунтов современными виброкатками // 
Дорожная техника. Каталог-справочник. 2008. С. 40–47.

5 Хархута Н.Я. Машины для уплотнения грунтов. Л.: Машиностроение, 1973. 176 с.
6 Уплотняющие машины. Пособие по выбору оборудования для уплотнения грунтов и асфальтобетонных смесей (на 

примере машин, выпускаемых ЗАО «РАСКАТ», г. Рыбинск / В.П. Ложечко, А.А. Шестопалов, В.И. Окунев, Р.Д. Окулов, 
Рыбинск: Рыбинский дом печати, 2004. 79 c.

7 Хархута Н.Я., Васильев Ю.М. Прочность, устойчивость и уплотнение грунтов земляного полотна автомобильных 
дорог. М: Транспорт, 1975. 285 с.

8 Хархута Н.Я. Машины для уплотнения грунтов. Л.: Машиностроение, 1973. 176 с.
9 Тюремнов И.С. Обоснование подходов для разработки методики прогнозирования технологических возможностей 

мобильных грунтоуплотняющих машин виброударного действия // Интерстроймех–2021 [Электронный ресурс] : сборник 
докладов XXV Международной научно-технической конференции (г. Москва, 5–7 октября 2021 г.). М.: Издательство 
МИСИ – МГСУ, 2021. C. 94–102. Режим доступа: https://mgsu.ru/resources/izdatelskaya-deyatelnost/izdaniya/izdaniya-otkr-
dostupa/46043/ (дата обращения: 16.04.2024)

Диаметр вальца влияет7,8 на размеры пло-
щадки контакта вальца с грунтом и глубину 
уплотнения значения амплитудных контакт-
ных напряжений при статическом и динамиче-
ском режиме воздействия, а также на проходи-
мость машины.

На преодоление продольных уклонов, 
устойчивость к опрокидыванию и производи-
тельность катка влияют: мощность двигателя, 
транспортная и рабочая скорости движения, 
размеры вальца (ширина и диаметр).

Таким образом, на функциональные воз-
можности, такие как проходимость, управля-
емость и производительность вибрационных 
грунтовых катков оказывает влияние большое 
количество различных факторов со сложным 
характером взаимосвязей9.

Эффективное уплотнение грунтов достига-
ется за счёт правильного подбора массы кат-
ка, вынуждающей силы, частоты колебаний и 
рабочей скорости катка на каждом проходе с 
учетом вида уплотняемого грунта, толщины 
слоя, требуемого коэффициента уплотнения и 
влажности уплотняемого грунта [2, 3, 4].

В настоящее время на рынке представлен 
широкий спектр моделей катков различных 
производителей и поколений. Вопрос отнесе-
ния катков к тому или иному поколению не до 
конца проработан. Информация о существо-
вании различных поколений вибрационных 
катков получена из материалов производите-
лей. Однако не удалось обнаружить критерии 
отнесения катков к тому или иному поколе-
нию, за исключением годов выпуска, при том 
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что у некоторых производителей, например, 
DYNAPAC, для катков различных поколений 
применяют различную цветовую схему окра-
ски10, 11.

Предполагается, что грунтовые катки 3-го 
поколения в основном характеризовались 
наличием 1…2 режимов колебаний, которые 
реализовывались преимущественно за счет 
регулирования частоты вращения вибровоз-
будителя и угла разведения (статического 
момента) дебалансов при изменении направ-
ления вращения вала. Отличительной чертой 
катков 4-го поколения является возможность 
реализации от 2 до 5 режимов колебаний. 
Постепенно внедрялись бортовые системы 
автоматизированного управления подсисте-
мами катка, регистрации параметров, кон-
троля качества уплотнения12,13,14 [5,6]. Особое 
внимание в 4-м поколении катков уделяется 
эргономике рабочего места оператора и обе-
спечению экологических норм15, 16,17. Поскольку 
дискуссия о критериях отнесения катков к 3-му 
или 4-му поколению не завершена, в статье 
катки данных поколений рассматриваются со-
вместно. Принадлежность катков к 5-му поко-
лению указывается самими производителями, 
поэтому они рассматриваются отдельно.

Ведущие производители грунтовых вибра-
ционных катков, начиная с 2020 г., перешли к 
выпуску машин 5-го поколения. Данные катки 
продолжают тенденцию прошлых поколений 
по улучшению эргономических и экологиче-

10 Уплотнение и укладка. Теория и практика (издание Dynapac Compaction Equipment AB), «Рекламное агентство 
А.М.Г.», 2008, 90 с. [Электронный ресурс]. URL: https://goo.su/H3R9I (дата обращения: 20.04.2024).

11 Грунтовые катки Dynapac [Электронный ресурс]. URL: https://dynapac.com/ru/products/compaction?tab=products (дата 
обращения: 20.04.2024).

12 Mooney M. et al. Intelligent Soil Compaction Systems. NCHRP Report 676. Washington, D.C.: Transportati on Research 
Board, 2010. 178.

13 Mooney M., Adam D. Vibratory Roller Integrated Measurement of Earthwork Compaction: An Overview // FMGM 2007 
Seventh Int. Symp. F. Meas. Geomech. Boston, Massachusetts, Sept. 24-27. 2007. 1–12.

14 Тюремнов И.С. Современное состояние и конструктивные особенности вибрационных катков // Мир дорог. 2009. № 
42.С. 64–69.

15 Грунтовые катки «РАСКАТ» [Электронный ресурс]. URL: https://oao-raskat.ru/wp-content/uploads/Gruntovue-RV.pdf 
(дата обращения: 20.04.2024).

16 Amman тяжёлая уплотнительная техника. Линейка грунтовых катков. [Электронный ресурс]. URL: http://sdmmachinery.
ru/assets/images/pdf (дата обращения: 20.04.2024).

17 Машины для дорожного строительства CAT. Руководство по уплотнению грунта. QRBQ 1705 Caterpillar., 2013. 132 
c. [Электронный ресурс]. URL: https://s7d2.scene7.com/is/content/Caterpillar/CM20200908-95d72-75196 (дата обращения: 
20.04.2024).

18 Михеев В.В. Об энергоэффективных конструкциях дорожных катков и технологиях уплотнения грунтовых сред в 
дорожном строительстве // Архитектурно-строительный и дорожно-транспортный комплексы: проблемы, перспективы, 
инновации: сборник материалов V Международной научно-практической конференции, посвященной 90-летию ФГБОУ 
ВО «СибАДИ», Омск, 3–4 декабря 2020 года. Омск: Сибирский государственный автомобильно-дорожный университет 
(СибАДИ), 2021. С. 30–37.

ских показателей, внедрению систем автома-
тизации, мониторинга параметров катков и 
результатов уплотнения. Стоит отметить, что 
производители уделяют много внимания не 
только эргономике рабочего места и комфорту 
оператора, но и внешнему виду спецтехники. 
Все вышеперечисленные усовершенство-
вания привели к значительному повышению 
эффективности уплотнения и производитель-
ности современных вибрационных катков. 
Ведущие производители грунтовых вибраци-
онных катков продолжают все также активно 
инвестировать в исследования взаимодей-
ствия катка с уплотняемым материалом и про-
чие разработки, ориентируясь на следующие 
направления:

−	 расширение функциональных возмож-
ностей14;

−	 оптимизация характеристик вибраци-
онных катков (сочетания массы и её распреде-
ления по осям с частотой и вынуждающей си-
лой колебаний, размеров вальца и мощности 
двигателя) для повышения их уплотняющей 
способности;

−	 совершенствование конструкций ви-
бровозбудителей, расширение возможностей 
по регулированию характера, частоты и вы-
нуждающей силы колебаний18 [7, 8];

−	 дальнейшее повышение эффективно-
сти уплотнения, в т.ч. за счёт автоматизации 
управления режимами уплотнения, внедрения 
систем непрерывного контроля уплотнения 
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([9, 10] и др.), машинного обучения ([11, 12] и 
др.);

−	 повышение комфорта оператора, сни-
жение уровня шума, энергопотребления и вы-
бросов;

−	 разработка «интеллектуальных» кат-
ков, способных в автоматическом режиме ре-
гулировать режимы вибрации и скорость дви-
жения с учетом изменяющихся свойств грунта 
для обеспечения максимальной эффективно-
сти и качества уплотнения 12 [13, 14, 15];

−	 повышение надежности катков, сниже-
ние трудоемкости обслуживания19.

Трудности, связанные с исследованием фи-
зико-механических свойств различных грунтов 
и процессов, происходящих при уплотнении 
грунта вибрационными катками, привели к 
тому, что научные сообщества и производите-
ли данной спецтехники не имеют общеприня-
того представления о технических параметрах 
машин [16, 17].

Поэтому, несмотря на большой опыт иссле-
дований и применения вибрационных грунто-
вых катков, большое количество влияющих 
факторов, многообразие и недостаточная из-
ученность свойств уплотняемых грунтов не 
позволяют определить рациональные соотно-
шения между различными характеристиками 
вибрационных грунтовых катков. Вследствие 
чего производители продолжают опытным 
путем определять параметры машин, эффек-
тивные для различных условий производства 
работ, что выражается в изменении техниче-
ских характеристик выпускаемых вибрацион-
ных катков по мере появления нового опыта 
исследований и применения катков.

Цель данного исследования заключается в 
выявлении закономерностей развития и тен-
денций изменения основных параметров грун-
товых вибрационных катков 3…5-го поколений 
путем анализа и сравнительной оценки их тех-
нических характеристик.

Данное исследование представляет на-
учную новизну с точки зрения обобщения 
информации о технических характеристиках 
грунтовых вибрационных катков, выпускав-
шихся с конца 1990-х годов и по настоящее 
время, и выделения некоторых тенденций раз-
вития данной спецтехники в течение послед-
них 20…25 лет.

19 Берман А.Ю., Воскресенский Г.Г. Современные тенденции развития вибрационных катков // Фундаментальная и 
прикладная наука: состояние и тенденция развития: сборник статей III Международной научно-практической конференции, 
Петрозаводск, 5 марта 2020 года. Петрозаводск: Международный центр научного партнерства «Новая Наука»  
(ИП Ивановская Ирина Игоревна), 2020. С. 75–81.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Для анализа технических характеристик 

грунтовых вибрационных катков использова-
лись модели различных отечественных и за-
рубежных производителей: АМКОДОР, ЗАВОД 
ДОРОЖНЫХ МАШИН, РАСКАТ, AMMANN, 
ATLAS WEYCOR, BOMAG, CATERPILLAR, 
DYNAPAC, HAMM, HYUNDAI, JCB, VOLVO, 
MITSUBER, GUANGXI LIUGONG MACHINERY, 
SHANDONG CHANGLIN, SAKAI, SHANDONG 
CHANGLIN, XCMG, YTO INTERNATIONAL, 
XIAMEN XGMA, ZOOMLION, SEM, SDLG, 
SHANTUI, LINGONG, CASE. Общее количе-
ство моделей грунтовых вибрационных катков 
составило 432, в том числе 252 модели катков 
3-го и 4-го поколений и 180 моделей катков 
5-го поколения. Обработка результатов выпол-
нялась в программе Microsoft Excel: строились 
графические распределения характеристик 
вибрационных грунтовых катков различных 
поколений, по которым получались уравнения 
регрессии и коэффициенты детерминации с 
использованием инструмента «Линия трен-
да».

В качестве основных технических характе-
ристик вибрационных катков, определяющих 
их уплотняющую способность и производи-
тельность, рассматривались: М – эксплуатаци-
онная масса вибрационного катка, кг; Мв – мас-
са, приходящаяся на вибровальцовый модуль, 
кг; N – мощность двигателя, кВт; f – частота 
колебаний (f1 – для режима «максимальная 
вибрация», т.е. максимальной вынуждающей 
силы, f2 – для режима «минимальная вибра-
ция», т.е. минимальной вынуждающей силы), 
Гц; Р – вынуждающая сила (Р1 – для режима 
«максимальная вибрация», Р2 – для режима 
«минимальная вибрация»), кН; qлсн – линейная 
статическая нагрузка, кг/см; В – ширина валь-
ца, мм; D – диаметр вальца, мм. 

Кроме абсолютного значения вынужда-
ющей силы (центробежной силы вибровоз-
будителя) Р, необходимо рассматривать от-
носительную вынуждающую силу, которая 
определяется отношением вынуждающей 
силы вибровозбудителя Р к весу машины Р/Q 
или к весу, приходящемуся на вибрационный 
модуль катка Р/Qв (для режимов максималь-
ной вибрации и минимальной вибрации, соот-
ветственно, Р1/Qв и Р2/Qв). 
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РЕЗУЛЬТАТЫ
Полученные результаты статистической 

обработки технических характеристик грунто-
вых вибрационных катков различных поколе-
ний сведены в общую таблицу (таблица 1).

Анализ полученных данных (см. таблицу 1) 

показывает наличие достаточно тесной взаи-
мосвязи между массой вибровальцового мо-
дуля Mв и эксплуатационной массой катка М 
(рисунок 1), а также между массой виброваль-
цового модуля Mв и мощностью двигателя N 
(рисунок 2).

Таблица 1 
Результаты статистической обработки технических характеристик грунтовых  

вибрационных катков различных поколений 
Источник: составлено авторами.

Table 1
Results of the statistical analysis of technical characteristics of soil vibratory rollers of various generations

Source: compiled by the authors.

Функция Поколение Уравнение регрессии Коэффициент 
детерминации R2

М =f(Mв)
3-е и 4-е Мв = 0,132 M 1,154 0,912

5-е Мв = 0,183 M 1,121 0,912
Сводный Мв

 = 0,164 M 1,132 0,911

N =f(Mв)
3-е и 4-е N = 0,485Мв 

0,601 0,786
5-е N = 0,431 Мв 

0,615 0,808
Сводный N = 0,453 Мв 

0,610 0,801

D =f(Mв)
3-е и 4-е D = 329,38ln(Мв)-1462,5 0,767

5-е D = 266,83ln(Мв)-889,11 0,641
Сводный D = 308,4ln(Мв)-1270,4 0,723

В =f(Mв)
3-е и 4-е В = 454,34ln(Мв)-2012,5 0,714

5-е В = 315,45ln(Мв)-779,31 0,623
Сводный В = 399,36ln(Мв)-1528,6 0,674

f1=f(Mв)
3-е и 4-е f1 = 72,635Мв

-0,101 0,251
5-е f1 = 72,515 Мв

-0,101 0,362
Сводный f1 = 72,494Мв

-0,101 0,290

f2=f(Mв)
3-е и 4-е f2 = 72,635Мв

-0,101 0,251
5-е f2 = 76,588Мв

-0,094 0,319
Сводный f2 = 78,268Мв

-0,094 0,238

Р1=f(Mв)
3-е и 4-е Р1 = 156,98ln(Мв)-1134 0,751

5-е Р1 = 155,51ln(Мв)-1110,1 0,808
Сводный Р1 = 156,47ln(Мв)-1125,4 0,776

Р2=f(Mв)
3-е и 4-е Р2 = 0,296Мв

0,714 0,607
5-е Р2 = 0,128Мв

0,805 0,556
Сводный Р2 = 0,217Мв

0,748 0,588

P1/Qв =f(Mв)
3-е и 4-е P1/Qв = - 0,656ln(Мв )+9,287 0,194

5-е P1/Qв = - 1,01ln(Мв)+12,574 0,454
Сводный P1/Qв = - 0,784ln(Мв)+10,476 0,282

P2/Qв =f(Mв)
3-е и 4-е P2/Qв = - 0,658ln(Мв)+8,309 0,238

5-е P2/Qв = - 0,424ln(Мв)+6,174 0,102
Сводный P2/Qв = - 0,568ln(Мв)+7,49 0,182

qлсн =f(Mв)
3-е и 4-е qлсн = 0,0042Мв+4,064 0,961

5-е qлсн = 0,0043Мв+4,962 0,927
Сводный qлсн = 0,0044Мв+4,173 0,925

(Р1/Qв)/В=f(Mв)
3-е и 4-е (Р1/Qв)/В = 98,114(Мв)

-0,458 0,648
5-е (Р1/Qв)/В = 125,44(Мв)

-0,481 0,818
Сводный (Р1/Qв)/В = 103,45(Мв)

-0,462 0,706

(Р2/Qв)/В=f(Mв)
3-е и 4-е (Р2/Qв)/В = 120,68(Мв)

-0,521 0,626
5-е (Р2/Qв)/В = 31,53(Мв)

-0,374 0,411
Сводный (Р2/Qв)/В = 72,482(Мв)

-0,464 0,552
Синий цвет – грунтовые катки 3-го и 4-го поколения; красный цвет – грунтовые катки 5-го поколения;  

зелёный цвет – сводная зависимость по всем поколениям
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5-е qлсн = 0,0043Мв+4,962 0,927 

Сводный qлсн = 0,0044Мв+4,173 0,925 

(Р1/Qв)/В=f(Mв) 
3-е и 4-е (Р1/Qв)/В = 98,114(Мв)-0,458 0,648 

5-е (Р1/Qв)/В = 125,44(Мв)-0,481 0,818 

Сводный (Р1/Qв)/В = 103,45(Мв)-0,462 0,706 

(Р2/Qв)/В=f(Mв) 
3-е и 4-е (Р2/Qв)/В = 120,68(Мв)-0,521 0,626 

5-е (Р2/Qв)/В = 31,53(Мв)-0,374 0,411 

Сводный (Р2/Qв)/В = 72,482(Мв)-0,464 0,552 
Синий цвет – грунтовые катки 3-го и 4-го поколения; красный цвет – грунтовые катки    5-го 
поколения; зелёный цвет – сводная зависимость по всем поколениям 
 

Анализ полученных данных (см. таблицу 1) показывает наличие достаточно тесной 
взаимосвязи между массой вибровальцового модуля Mв и эксплуатационной массой катка М 
(рисунок 1), а также между массой вибровальцового модуля Mв и мощностью двигателя N 
(рисунок 2). 

 

 
Рисунок 1 – Графическое представление взаимосвязи массы вибровальцового модуля Mв  

и эксплуатационной массы катка М  
Источник: составлено авторами. 

 
Figure 1 – Graphical representation of the relationship between the mass of the vibratory drum module  

Mв and the operational mass of the roller M  
Source: compiled by the authors. 

 
При сравнении различных поколений грунтовых вибрационных катков наблюдается 

тенденция увеличения массы (смещение диапазона массы вправо) для машин 5-го поколения 
(см. рисунок 1). 

Для грунтовых вибрационных катков ключевым фактором является обеспечение тяговых 
свойств в процессе уплотнения. Чаще всего рабочим органом катка является гладкий валец, 
имеющий низкий коэффициент сцепления с уплотняемым грунтом20,21. При движении катка в 
подъём сцепная сила тяги Тсц, формируемая вальцом, будет определяться произведением 
нормальной к поверхности уплотняемого материала реакции N на коэффициент сцепления ϕсц 
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Figure 1 – Graphical representation of the relationship between the mass of the vibratory drum module 
Mв and the operational mass of the roller M 

Source: compiled by the authors.

При сравнении различных поколений грун-
товых вибрационных катков наблюдается тен-
денция увеличения массы (смещение диапа-
зона массы вправо) для машин 5-го поколения 
(см. рисунок 1).

Для грунтовых вибрационных катков клю-
чевым фактором является обеспечение тя-
говых свойств в процессе уплотнения. Чаще 
всего рабочим органом катка является глад-
кий валец, имеющий низкий коэффициент 
сцепления с уплотняемым грунтом20,21. При 
движении катка в подъём сцепная сила тяги 
Тсц, формируемая вальцом, будет определять-
ся произведением нормальной к поверхности 
уплотняемого материала реакции N на коэф-
фициент сцепления ϕсц (Тсц = ϕсц⋅N). Посколь-
ку при движении в подъем нормальная реак-
ция N рассчитывается как вес, приходящийся 
на вибрационный модуль Qв, умноженный на 
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Как следствие, снижается тяговое усилие 
на вальце. К тому же в процессе уплотнения 
грунта с вибрацией, когда вынуждающая сила 
превышает вес вибровальцового модуля, мо-
жет происходить периодический отрыв ви-
бровальца от поверхности грунта22,23 [18, 19, 
20]. В результате разгона вращения вальца 
гидромотором привода хода в процессе от-
рыва вальца от грунта, при восстановление 
контакта вальца с грунтом вибровалец может 
начать проскальзывать. Поэтому для обеспе-
чения движения машины в гору, в том числе с 
преодолением дополнительного продольного 
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уклона, возникающего в процессе уплотнения 
грунта и образования «волны» перед вальцом, 
необходимо правильно распределять вес ма-
шины по осям между тяговым (тракторным) 
и вибровальцовым (уплотняющим) модулем. 
Исходя из полученных данных (см. рисунок 1) 
для легких и средних катков (общей массой М 
менее 9000…15000 кг) на заднюю ось (тяго-
вый модуль) приходится приблизительно 45% 
массы, тогда как на переднюю ось (виброваль-
цовый модуль) – около 55% массы. Для тяже-
лых катков (общей массой М = 15000…21000 
кг) на заднюю ось (тяговый модуль) приходит-
ся около 40% массы, а на переднюю ось (ви-
бровальцовый модуль) – около 60%. Масса 
тягового модуля сверхтяжелых катков (общей 
массой М > 21000 кг) составляет около 35%, а 
масса вибровальцового модуля – около 65% 
общей массы вибрационного катка. Предпо-
ложительно это связано с тем, что главная 
функция катка – уплотнение грунта. Именно 
для повышения эффективности уплотнения 
служит увеличение массы машины и её уплот-
няющего (вибровальцового) модуля. С другой 
стороны, использование в составе катка уни-
фицированных узлов и агрегатов (гидрообо-
рудования, кабины, мостов, двигателя и т.д.) 
приводит к тому, что с увеличением общей 
массы машины масса, например, кабины или 
двигателя возрастет незначительно, что по-
зволяет в большей степени увеличить массу 

вибровальцового модуля при условии обеспе-
чения проходимости машины, определяемой 
массой тягового модуля. Современные двига-
тели устроены таким образом, что на одном и 
том же двигателе можно увеличить мощность 
за счет некоторых конструктивных изменений 
и изменения алгоритмов управления рабочи-
ми процессами силового агрегата.

Хорошая взаимосвязь между массой ви-
бровальцового модуля Mв и эксплуатационной 
массой катка М (см. рисунок 1) может объяс-
няться ещё и тем, что практически все про-
изводители в процессе многолетнего опыта 
производства грунтовых вибрационных катков 
подобрали рациональные соотношение масс, 
приходящихся на вибровальцовый и тяговый 
модуль катка. Вероятно, производители исхо-
дили из принципа максимального увеличения 
массы вибровальцового модуля при сохране-
нии тягово-сцепных свойств машины (в том 
числе при работе на крутых уклонах).

Линии регрессии Mв(М) для вибрационных 
катков различных поколений практически со-
впадают, что свидетельствует о существова-
нии единого для всех производителей мнения 
по данному вопросу. Причем у катков 5-го по-
коления наблюдается некоторое уменьшение 
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мой массы М, что также свидетельствует о 
том, что по данному вопросу у производите-
лей разногласия практически отсутствуют.
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Figure 3 – Graphical representation of the relationship between the diameter  
of the roller D and the mass of the vibration module Мв  

Source: compiled by the authors. 
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of the roller D and the mass of the vibration module Мв 

Source: compiled by the authors.
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PART I

При увеличении массы катка М (массы ви-
бровальцового модуля Mв) мощность двигате-
ля N растёт медленнее. Данная особенность 
может быть связана с тем, что с увеличением 
массы машины затраты мощности на работу 
подсистем катка (кондиционирование возду-
ха, освещение, работу электрооборудования 
и т.д.) остаются практически постоянными. 
Поэтому мощность двигателя используется 
более эффективно, что выражается в выпола-
живании кривой мощности двигателя от массы 
катка М или его вибровальцового модуля Мв 
(см. рисунок 2). При этом наблюдается незна-
чительное снижение мощности двигателя для 
вибрационных катков 5-го поколения, по срав-
нению с мощностью двигателя катков 3…4-го 
поколений сопоставимой массы.

Независимо от поколения катков практи-
чески не изменяются взаимосвязи между раз-
мерами вальца (шириной B и диаметром D) и 
массой вибровальцового модуля Мв (рисунки 
3 и 4).

Обращает внимание то, что на графиках 
(см. рисунки 3 и 4) характер изменения не мо-
нотонный, а ступенчатый. Для диапазона масс 
вибрационного модуля Мв = 0…3000 кг диаметр 
вальца составляет D = 900…1000 мм, а шири-
на B = 1200…1400 мм. Для Мв = 3000…5000 кг,  
диаметр вальца D = 1200…1400 мм, а ширина 
B = 1650…1750 мм. При Мв > 5000 кг, диаметр 
вальца находится в диапазоне D = 1500… 
1800 мм, а ширина B = 2000…2260 мм. Это 
согласуется с существующим распределени-
ем вибрационных катков по массе24: легкие 
(М < 9000 кг или Мв = 0…5000 кг), средние  
(М = 9000…15000 кг или Мв = 5000…10000 кг),  
тяжелые (М = 15000…21000 кг или  
Мв = 10000…14000 кг) и сверхтяжёлые  
(М > 21000 кг или Мв > 15000 кг). Причем в 
группе легких вибрационных катков следует 
выделять подгруппу малогабаритных катков, 
имеющих общую массу до 5000 кг (массу ви-
бровальцового модуля Мв < 3000 кг). С учетом 
наблюдаемого ступенчатого характера зави-
симостей В(Мв) и D(Мв) (см. рисунки 3 и 4) к 
полученным уравнениям регрессии диаметра 
и ширины вальца от массы вибровальцового 

24 ГОСТ 31548–2012 Катки дорожные самоходные. Общие технические условия. М.: Стандартинфром, 2013. 16 с.
25 ГОСТ Р ИСО 5006–2010 Машины землеройные. Поле обзора оператора. Метод испытания и критерии 

функционирования. М.: Стандартинфром, 2011. 20 с.
26 Шорохов Д.А. Анализ параметров оценки динамического воздействия вибрационных катков // Фундаментальные и 

прикладные исследования молодых учёных: сборник материалов VIII Международной научно-практической конференции 
студентов, аспирантов и молодых учёных, приуроченной к празднованию 300-летия Российской академии наук, Омск, 25–
26 апреля 2024 года. Омск: Сибирский государственный автомобильно-дорожный университет (СибАДИ), 2024. С. 44–49.

модуля следует относиться критически, так 
как они не отражают реальную взаимосвязь 
между данными параметрами, хотя при этом 
характеризуются сравнительно высоким зна-
чением коэффициента детерминации.

Представляется, что с течением времени 
производители сформировали рациональные 
соотношения между диаметром, а также ши-
риной вальца в зависимости от массы вибро-
вальцового модуля Мв (или массы машины 
М), с учетом проходимости на слабых грунтах, 
поперечной устойчивости, обеспечения види-
мости и управляемости, технологических воз-
можностей, требований унификации произ-
водства, а также транспортного габарита для 
перевозки данного вида спецтехники. Так, на-
пример, максимальный допустимый диаметр 
вальца ограничивается обзорностью опера-
тора вибрационного грунтового катка (в РФ –  
в соответствии с п.10.2 ГОСТ Р ИСО 5006–
201025) и массой вибровальцового модуля Мв. 

Наличие установившихся рациональных 
соотношений между шириной вальца, массой 
машины М и массой вибровальцового модуля 
Мв отражаются в высоких значениях коэффи-
циента детерминации для линейной статиче-
ской нагрузки (qлсн) вибрационных грунтовых 
катков различных поколений (рисунок 5, см. 
таблицу 1, а также26).

Большинство грунтовых катков являются 
вибрационными. Это позволяет повысить эф-
фективность уплотнения наиболее распро-
страненных в строительстве несвязных и ма-
лосвязанных грунтов [1, 2].

Уплотняющие возможности вибрационных 
катков во многом определяются их динамиче-
скими характеристиками, к которым относятся 
вынуждающая сила и частота колебаний.

Традиционно у большинства моделей ви-
брационных катков предусмотрено два ре-
жима колебаний. Режиму максимальной ви-
брации соответствует высокая вынуждающая 
сила P1 при пониженной частоте колебаний f1, 
а режиму минимальной вибрации – понижен-
ная вынуждающая сила P2 при более высокой 
частоте колебаний f2. 
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Наличие установившихся рациональных соотношений между шириной вальца, массой 
машины М и массой вибровальцового модуля Мв отражаются в высоких значениях 
коэффициента детерминации для линейной статической нагрузки (qлсн) вибрационных 
грунтовых катков различных поколений (рисунок 5, см. таблицу, а также26). 

 
Рисунок 5 – Графическое представление взаимосвязи массы вибрационного модуля  

Мв и линейной статической нагрузки qлсн  
Источник: составлено авторами. 

 
Figure 5 – Graphical representation of the relationship between  

the mass of the vibratory module Мв and the linear static load qлсн  
Source: compiled by the authors. 
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26 Шорохов Д.А. Анализ параметров оценки динамического воздействия вибрационных катков  // Фундаментальные и 

прикладные исследования молодых учёных: сборник материалов VIII Международной научно-практической 
конференции студентов, аспирантов и молодых учёных, приуроченной к празднованию 300-летия Российской академии 
наук, Омск, 25–26 апреля 2024 года. Омск: Сибирский государственный автомобильно-дорожный университет (СибАДИ), 
2024. С. 44–49. 

27 Equipment for Soil Compactors. Dynapac Compaction Optimizer. 3492 0024 01 // Dynapac Compaction Equipment AB. 4 
p. 

28  VARIOCONTROL. Cost reduction through innovation 11/08 PRE 104 006 [Электронный ресурс]. Режим доступа: 
http://www.bomag.com/mobile/variocontrol/pdf/PRE104006_0811.pdf (дата обращения: 04.10.2024). 

29 White D.J., Vennapusa P.K. A review of roller-integrated compaction monitoring technologies for earthworks: Final Report 
ER10-04 // Final Report ER10-04. Earthworks Engineering Research Center (EERC), Department of Civil Construction and 
Environmental Engineering, Iowa State University, 2010. 36. 

y = 0,0042x + 4,0615
R² = 0,9613

y = 0,0043x + 4,9624
R² = 0,9275

y = 0,0044x + 4,1736
R² = 0,9253

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 20000

qл
сн

, к
г/

см

Mв, кг

3-е и 4-е поколение
5-е поколение
Линейная (3-е и 4-е поколение)
Линейная (5-е поколение)
Линейная (Все поколения)

Рисунок 5 – Графическое представление взаимосвязи массы вибрационного модуля 
Мв и линейной статической нагрузки qлсн 

Источник: составлено авторами.

Figure 5 – Graphical representation of the relationship between 
the mass of the vibratory module Мв and the linear static load qлсн 

Source: compiled by the authors.

 

 
Рисунок 6 – Графическое представление взаимосвязи массы вибрационного модуля  

Мв и частоты колебаний f1 для режима максимальной вибрации 
Источник: составлено авторами. 

 
Figure 6 – Graphical representation of the relationship between the mass of the vibratory module  

Мв and the oscillation frequency f1 in the «maximum vibration» mode 
Source: compiled by the authors. 

 
Поэтому для анализа было принято решение рассматривать значения вынуждающей силы и 

частоты колебаний для двух режимов: максимальной вибрации (рисунки 6 и 8) и минимальной 
вибрации (рисунки 7 и 9). 
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Figure 6 – Graphical representation of the relationship between the mass of the vibratory module 
Мв and the oscillation frequency f1 in the «maximum vibration» mode

Source: compiled by the authors.
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На некоторых моделях вибрационных кат-
ков DYNAPAC и BOMAG имеется возможность 
реализации нескольких значений вынужда-
ющей силы (как правило до 6) при фиксиро-
ванной частоте колебаний27,28. В «интеллекту-
альных» катках AMMANN от прохода к проходу 
изменяются значения частоты колебаний и 
вынуждающей силы вибровозбудителя29,30.

Поэтому для анализа было принято реше-
ние рассматривать значения вынуждающей 
силы и частоты колебаний для двух режимов: 
максимальной вибрации (рисунки 6 и 8) и ми-
нимальной вибрации (рисунки 7 и 9).

Для режима «максимальная вибра-
ция» при массе вибровальцового модуля от  
Мв = 5000…15000 кг частота колебаний на-
ходится преимущественно в диапазоне  
f1 = 20…35 Гц (см. рисунок 6). При этом для 
5-го поколения грунтовых катков нижняя грани-

27 Equipment for Soil Compactors. Dynapac Compaction Optimizer. 3492 0024 01 // Dynapac Compaction Equipment AB. 4 p.
28 VARIOCONTROL. Cost reduction through innovation 11/08 PRE 104 006 [Электронный ресурс]. Режим доступа: http://

www.bomag.com/mobile/variocontrol/pdf/PRE104006_0811.pdf (дата обращения: 04.10.2024).
29 White D.J., Vennapusa P.K. A review of roller-integrated compaction monitoring technologies for earthworks: Final Report 

ER10-04 // Final Report ER10-04. Earthworks Engineering Research Center (EERC), Department of Civil Construction and 
Environmental Engineering, Iowa State University, 2010. 36.

30 Anderegg R., Von Felten D.A., Kaufmann K. Compaction monitoring using intelligent soil compactors // GeoCongress 2006 
Geotech. Eng. Inf. Technol. Age. Atlanta, 2006. Vol. 2006, № Jönsson. 41.

ца частоты колебаний в режиме «максималь-
ная вибрация» увеличилась с 20 до 23…26 
Гц и уменьшился разброс значений частоты 
колебаний по сравнению с вибрационными 
катками 3-го и 4-го поколений (см. рисунок 
6). Отмечается большое количество моделей 
катков всех поколений с частотами колебаний  
28 и 30 Гц.

Для режима «минимальная вибрация»  
(см. рисунок 7) большинство значений частоты 
колебаний находится в диапазоне f2 = 28…39 
Гц. При этом отмечается большое количество 
моделей с частотами колебаний 33; 34; 35 и 
36 Гц для катков всех поколений. Для катков 
3-го и 4-го поколений частота колебаний f2 на-
ходится в диапазоне значений 28…43 Гц (см. 
рисунок 7), а для катков 5-го поколения этот 
диапазон незначительно сужается и смещает-
ся вниз до 26…41 Гц (см. рисунок 7).

Figure 7 – Graphical representation of the relationship between the mass of the vibratory module  
Мв and the oscillation frequency f2 in the «minimum vibration» mode 

Source: compiled by the authors. 
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Вынуждающая сила Р1 для режима макси-
мальной вибрации машин 3-го и 4-го поколе-
ния находится в диапазоне 50…460 кН, а для 
машин 5-го поколения 80…500 кН. При этом 
наблюдается несколько диапазонов изменения 
значения вынуждающей силы (см. рисунок 8):

−	 для диапазонов масс малогабаритных 
машин (Мв < 3000 кг) вынуждающая сила рав-
на 50…100 кН;

−	 для лёгких катков (Мв = 3000…5000 кг) 
вынуждающая сила составляет 100…150 кН;

−	 для самой многочисленной группы 
катков средней массы (Мв = 5000 …10000 кг) 
вынуждающая сила находится в диапазоне 
160…360 кН;

−	 для тяжелых (Мв = 10000 …14000 кг) и 
сверхтяжелых (Мв > 15000 кг) катков вынужда-
ющая сила составляет 330…520 кН.

Здесь прослеживается аналогия со ступен-
чатым характером изменения значений шири-
ны и диаметра вальца при соответствующих 
диапазонах масс машин (см. рисунки 3 и 4).

Также стоит отметить (см. рисунки 8 и 9), 
что значения, выбивающиеся из общего ряда 
точек (при значениях Мв = 10000 и 12000 кг), 
принадлежат некоторым устаревшим моде-
лям отечественных и китайских машин.

Для режима «минимальная вибрация» гра-
фическая зависимость Р2(Мв) имеет более мо-
нотонный характер без наличия «ступеней» 
(см. рисунок 9). Диапазоны изменения значе-
ний вынуждающей силы Р2 для вибрационных 
катков 3–4-го и 5-го поколений практически со-
впадают при соответствующих массах машин. 
При этом разброс значений вынуждающей 
силы для режима «максимальная вибрация» 
составляет примерно 2,7 раза, что меньше, 
чем разброс значений для режима «мини-
мальная вибрация» (примерно в 4,5 раза).

Относительная вынуждающая сила позво-
ляет оценить влияние на характер колебаний 
вибрационного вальца свойств грунта вынуж-
дающей силы колебаний и массы вибрацион-
ного модуля катка. В зависимости от сочетания 
параметров вибрационных машин, колебания 
(вибрационного вальца) могут носить харак-

31 Дорожные машины: Теория, конструкция и расчет: учебник для вузов / Н.Я Хархута, М.И. Капустин, В.П. Семенов, 
И.М. Эвентов ; под общ. ред. Н.Я. Хархуты. 2-е изд., перераб. и доп. Ленинград : Машиностроение. Ленингр. отд-ние, 
1976. 471 с.

32 Там же.
33 Adam D., Pistrol J. Dynamic roller compaction for earthworks and roller-integrated continuous compaction control : State of 

the art overview and recent developments // Conf. di Geotec. di Torino, XXIV Ciclio. 2016. C 1–41.
34 Уплотнение асфальтобетона и грунта. HAMM AG 03.2011 212 4832 / изд. 2-е. 2011. 142 c.

тер с отрывом или без отрыва от грунта [18, 
19]. Исследованиями Н.Я. Хархуты31 установ-
лены критические значения относительной 
вынуждающей силы для различных частот 
колебаний вибровозбудителей грунтоуплот-
няющих машин, при которых начинает наблю-
даться периодический отрыв рабочего органа 
от поверхности грунта. Грунтоуплотняющие 
машины, имеющие значения P/Q (P/Qв) менее 
критического относятся к «вибрационным», а 
при значениях P/Q (P/Qв) больше критическо-
го – к «вибротрамбующим» (виброударным)32.

В настоящее время исследователями и 
производителями вибрационных катков вы-
деляются следующие режимы колебаний ви-
бровальца: безотрывные колебания (режим 
«постоянный контакт» или continuous contact), 
колебания с периодическим отрывом от грунта 
(«частичный отрыв» или partial uplift), режим 
«двойного прыжка» (double jump), режимы 
«раскачивания» (rocking motion) и «хаотиче-
ских колебаний» (chaotic motion) [19]. Наибо-
лее эффективно уплотнение грунтов в режиме 
«частичный отрыв»33. Этот режим является ос-
новным в современных вибрационных катках. 
Режимы двойного прыжка, раскачивания и ха-
отических колебаний являются нежелатель-
ными и даже опасными, поэтому в процессе 
уплотнения их необходимо избегать34 [19].

На рисунках 10 и 11 представлена взаимос-
вязь значений относительной вынуждающей 
силы (P1/Qв и P2/Qв) с массой вибровальцового 
модуля Мв для различных поколений вибраци-
онных катков.

Анализ зависимости относительной вынуж-
дающей силы для режимов «максимальная 
вибрация» (Р1/Qв) и «минимальная вибрация» 
(Р2/Qв) от массы вибровальцового модуля Мв 
показывает, что:

1)	 для всех моделей вибрационных кат-
ков 3-го, 4-го и 5-го поколений значения Р1/Qв 
и Р2/Qв превышают критические, следователь-
но все вибрационные катки реализуют удар-
но-вибрационные режимы колебаний с пери-
одическим отрывом рабочего органа (вальца) 
от грунта;
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Исследованиями Н.Я. Хархуты 31  установлены критические значения относительной 
вынуждающей силы для различных частот колебаний вибровозбудителей грунтоуплотняющих 
машин, при которых начинает наблюдаться периодический отрыв рабочего органа от 
поверхности грунта. Грунтоуплотняющие машины, имеющие значения P/Q (P/Qв) менее 
критического относятся к «вибрационным», а при значениях P/Q (P/Qв) больше критического – к 
«вибротрамбующим» (виброударным)32. 

В настоящее время исследователями и производителями вибрационных катков выделяются 
следующие режимы колебаний вибровальца: безотрывные колебания (режим «постоянный 
контакт» или continuous contact), колебания с периодическим отрывом от грунта («частичный 
отрыв» или partial uplift), режим двойного прыжка (double jump), режимы раскачивания (rocking 
motion) и хаотических колебаний (chaotic motion) [19]. Наиболее эффективно уплотнение 
грунтов в режиме «частичный отрыв» 33 . Этот режим является основным в современных 
вибрационных катках. Режимы двойного прыжка, раскачивания и хаотических колебаний 
являются нежелательными и даже опасными, поэтому в процессе уплотнения их необходимо 
избегать34 [19]. 

На рисунках 10 и 11 представлена взаимосвязь значений относительной вынуждающей 
силы (P1/Qв и P2/Qв) с массой вибровальцового модуля Мв для различных поколений 
вибрационных катков. 

 

Рисунок 10 – Графическое представление взаимосвязи относительной вынуждающей силы 
Р1/Qв и массы вибровальцового модуля Мв  

Источник: составлено авторами. 
 

Figure 10 – Graphical representation of the relationship between the relative forcing force  
P1/ Qв and the mass of the vibrating roller module Мв  

Source: compiled by the authors. 

 
31 Дорожные машины: Теория, конструкция и расчет: учебник для вузов / Н.Я Хархута, М.И. Капустин, В.П. 
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отд-ние, 1976. 471 с. 

32 Там же. 
33 Adam D., Pistrol J. Dynamic roller compaction for earthworks and roller-integrated continuous compaction control : State 

of the art overview and recent developments // Conf. di Geotec. di Torino, XXIV Ciclio. 2016. C 1–41. 
34 Уплотнение асфальтобетона и грунта. HAMM AG 03.2011 212 4832 / изд. 2-е. 2011. 142 c. 
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Рисунок 11 – Графическое представление взаимосвязи относительной вынуждающей силы 
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Источник: составлено авторами. 
 

Figure 11 – Graphical representation of the relationship between the relative exciting force  
P2/Qв and the mass of the vibratory drum module Мв  

Source: compiled by the authors. 
 

Анализ зависимости относительной вынуждающей силы для режимов «максимальная 
вибрация» (Р1/Qв) и «минимальная вибрация» (Р2/Qв) от массы вибровальцового модуля Мв 
показывает, что: 

1) для всех моделей вибрационных катков 3-го, 4-го и 5-го поколений значения Р1/Qв и Р2/Qв 
превышают критические, следовательно все вибрационные катки реализуют ударно-
вибрационные режимы колебаний с периодическим отрывом рабочего органа (вальца) от 
грунта; 

2) для режима «максимальная вибрация» характер изменения значений Р1/Qв имеет 
разрывный (не монотонный) характер: выделяется два диапазона масс (Мв < 5000 кг и       
Мв > 5000 кг), в каждом их которых наблюдается гиперболическая зависимость Р1/Qв(Мв) 
с сопоставимыми диапазонами изменения значений Р1/Qв; 

3) для всех моделей вибрационных катков 3-го, 4-го и 5-го поколений с увеличением массы 
вибровальцового модуля Мв уменьшается значения относительной вынуждающей силы 
Р1/Qв и Р2/Qв; 

4) для разных поколений катков при сопоставимой массе вибровальцового модуля Мв 
разброс значений Р1/Qв для машин 3-го и 4-го поколения достигает 3 раз. Для машин 5-го 
поколения разброс значений Р1/Qв существенно меньше – до 1,5 раз; 

5) разброс значений Р2/Qв для катков 3-го и 4-го поколения сопоставимой массы 
вибровальцового модуля Мв может достигать 4 и более раз, а для катков 5-го поколения 
несколько меньше – до 3 раз;  

6) разброс значений Р2/Qв для катков различных поколений примерно в 1,3…2 раза 
превышает разброс значений Р1/Qв.  

На основании анализа взаимосвязи вынуждающей силы от массы вибровальцового модуля 
Мв, для режимов максимальной вибрации (Р1/Qв) и минимальной вибрации (Р2/Qв) можно 
сделать вывод, что вопрос обоснования численных значений вынуждающей силы изучен 
недостаточно, следствием чего является существенный разброс значений Р1 и Р2 для катков с 
сопоставимыми значениями Мв (в т.ч. различных поколений). 

В режиме «максимальная вибрация» с увеличением вынуждающей силы катка возрастает 
энергия, передаваемая в грунт для его деформирования. Но с увеличением вынуждающей силы 
Р1 (и, соответственно Р1/Qв) возрастает и сила реакции грунта. Предположительно, 
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Figure 11 – Graphical representation of the relationship between the relative exciting force P2/Qв  
and the mass of the vibratory drum module Мв 

Source: compiled by the authors.
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PART I

2)	 для режима «максимальная вибра-
ция» характер изменения значений Р1/Qв 
имеет разрывный (не монотонный) характер: 
выделяется два диапазона масс (Мв < 5000 кг 
и Мв > 5000 кг), в каждом их которых наблюда-
ется гиперболическая зависимость Р1/Qв(Мв) с 
сопоставимыми диапазонами изменения зна-
чений Р1/Qв;

3)	 для всех моделей вибрационных кат-
ков 3-го, 4-го и 5-го поколений с увеличением 
массы вибровальцового модуля Мв уменьша-
ется значения относительной вынуждающей 
силы Р1/Qв и Р2/Qв;

4)	 для разных поколений катков при со-
поставимой массе вибровальцового модуля 
Мв разброс значений Р1/Qв для машин 3-го и 
4-го поколения достигает 3 раз. Для машин 
5-го поколения разброс значений Р1/Qв суще-
ственно меньше – до 1,5 раз;

5)	 разброс значений Р2/Qв для катков 3-го 
и 4-го поколения сопоставимой массы вибро-
вальцового модуля Мв может достигать 4 и бо-
лее раз, а для катков 5-го поколения несколь-
ко меньше – до 3 раз; 

6)	 разброс значений Р2/Qв для катков 
различных поколений примерно в 1,3…2 раза 
превышает разброс значений Р1/Qв. 

На основании анализа взаимосвязи относи-
тельной вынуждающей силы от массы вибро-
вальцового модуля Мв, для режимов максималь-
ной вибрации (Р1/Qв) и минимальной вибрации 
(Р2/Qв) можно сделать вывод, что вопрос обо-
снования численных значений вынуждающей 
силы изучен недостаточно, следствием чего 
является существенный разброс значений Р1 и 
Р2 для катков с сопоставимыми значениями Мв  
(в т.ч. различных поколений).

В режиме «максимальная вибрация» с уве-
личением вынуждающей силы катка возрас-
тает энергия, передаваемая в грунт для его 
деформирования. Но с увеличением вынужда-
ющей силы Р1 (и, соответственно Р1/Qв) возрас-
тает и сила реакции грунта. Предположитель-

35 Шорохов Д.А. Анализ параметров оценки динамического воздействия вибрационных катков // Фундаментальные и 
прикладные исследования молодых учёных: сборник материалов VIII Международной научно-практической конференции 
студентов, аспирантов и молодых учёных, приуроченной к празднованию 300-летия Российской академии наук, Омск, 
25–26 апреля 2024 года. Омск: Сибирский государственный автомобильно-дорожный университет (СибАДИ), 2024.  
С. 44–49. https://elibrary.ru/download/elibrary_67951441_35651376.pdf 

но, максимальные значения Р1/Qв в режиме 
«максимальная вибрация» ограничены пере-
ходом колебаний вибрационного вальца в не-
желательные режимы (двойной прыжок и др.).

В режиме «минимальная вибрация» пред-
положительно максимальные значения вы-
нуждающей силы Р2 (и, соответственно,  
Р2/Qв) определяются задачами уплотнения ма-
териалов малой прочности (гравий, известня-
ковый щебень и т.д.), а также снижением воз-
действия вибрации на близлежащие здания и 
сооружения. 

Обращает на себя внимание, что ступен-
чатый (не монотонный) характер изменения 
характеристик катков наблюдается и в зави-
симостях ширины и диаметра вальца в функ-
ции массы вибрационного модуля (см. рисун-
ки 3 и 4), причем диапазоны Мв некоторых 
участков ступенчатой зависимости Р1/Qв(Мв) и 
B(Мв), D(Мв) при этом совпадают (Мв < 5000 кг  
и Мв > 5000 кг). 

Для устранения разрыва на зависимости 
Р1/Qв(Мв) было предложено рассматривать 
значения Р1/Qв, приведенные к ширине валь-
ца, т.е. ввести новый параметр, который можно 
назвать «линейная относительная вынуждаю-
щая сила» (Р1/Qв)/В, являющийся некоторым 
аналогом параметра «статическая линейная 
нагрузка», но учитывающем динамическое 
воздействие вибрационного вальца35 (рисунки 
12 и 13).

Это позволило не только устранить раз-
рывный характер изменения зависимостей  
Р1/Qв(Мв) и Р2/Qв(Мв) (см. рисунки 10 и 11), но 
и уменьшить разброс значений относительно 
средних при соответствующих массах Мв. Для 
значений Р1/Qв разброс относительно сред-
него составило 4 раза, а для (Р1/Qв)/В всего 
лишь около 2 раз. Зависимости линейной от-
носительной вынуждающей силы (см. рисунки 
2 и 13) также характеризуются более высоки-
ми значениями коэффициента детерминации 
уравнений регрессии для (Р1/Qв)/В и (Р2/Qв)/В.
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Рисунок 13 – Взаимосвязь значений линейного относительного вынуждающего усилия (Р2/Qв)/В и массы 
вибровальцового модуля Мв (режим максимальной вибрации) 

Источник: составлено авторами. 
 

Figure 13 – Graphical representation of the relationship between linear relative forcing force  
(P2/Qв)/В and the mass of the vibrating roller module Мв (maximum vibration mode)) 

Source: compiled by the authors. 
 

ОБСУЖДЕНИЕ 
 

Разбиение вибрационных катков на группы по массе обусловлено не только их 
технологическим назначением, но и общностью основных технических характеристик (ширины и 
диаметра вальца, вынуждающей силой колебаний). 

С уменьшением массы вибровальцового модуля увеличивается частота и относительная 
вынуждающая сила колебаний, что характерно не только для вибрационных катков, но и для 
всех ударно-вибрационных грунтоуплотняющих машин [21]. Это обусловлено тем, что при 
уменьшении статической составляющей передаваемых в грунт напряжений необходима их 
компенсация за счет возрастания динамической составляющей, что приводит к необходимости 
увеличения относительной вынуждающей силы колебаний. Но для предотвращения перехода 
колебаний в нежелательные режимы, увеличение относительной вынуждающей силы 
необходимо сопровождать увеличением частоты колебаний [22], что подтверждается 
результатами, представленными в данной статье, а также согласуется с принципами 
регулирования частоты и вынуждающей силы колебаний вибрационных катков некоторых 
ведущих мировых производителей (например, AMMANN/CASE [18]), оснащенных системами 
интеллектуального уплотнения. При этом большое значение имеют и другие характеристики 
катка, такие как количество и характеристики амортизаторов, соотношение масс вальца и рамы 
и др. Следовательно, для анализа функционирования вибрационного катка и повышения 
эффективности его использовании при уплотнении грунта необходимо совместно 
анализировать влияние относительной вынуждающей силы, частоты колебаний, соотношение 
массы вальца и его рамы [23, 24], характеристик амортизаторов и свойств грунта, что 
недостаточно исследовалось в известных работах (например, [25, 26, 27, 28, 29] и др.). 

Продолжающиеся теоретические и экспериментальные исследования уплотнения 
вибрационными катками каменных материалов показывают целесообразность применения для 
уплотнения данных крупнозернистых материалов пониженных частот колебаний 15…18 Гц [30, 
31]. Ожидаемое при этом снижение потребляемой мощности и расхода топлива, увеличение 
ресурса вибровозбудителя, а также повышение эффективности уплотнения данных материалов 
может привести к расширению диапазона частот колебаний вибрационных катков, а именно 
понижению нижней границы частотного диапазона до 15…18 Гц для более эффективного 
уплотнения каменных материалов. Однако при этом может снижаться устойчивость колебаний 
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Figure 13 – Graphical representation of the relationship between linear relative forcing force (P2/Qв)/В  
and the mass of the vibrating roller module Мв (maximum vibration mode))

Source: compiled by the authors.

максимальные значения Р1/Qв в режиме «максимальная вибрация» ограничены переходом 
колебаний вибрационного вальца в нежелательные режимы (двойной прыжок и др.). 

В режиме «минимальная вибрация» предположительно максимальные значения 
вынуждающей силы Р2 (и, соответственно, Р2/Qв) определяются задачами уплотнения 
материалов малой прочности (гравий, известняковый щебень и т.д.), а также снижением 
воздействия вибрации на близлежащие здания и сооружения.  

Обращает на себя внимание, что ступенчатый (не монотонный) характер изменения 
характеристик катков наблюдается и в зависимостях ширины и диаметра вальца в функции массы 
вибрационного модуля (см. рисунки 3 и 4), причем диапазоны Мв некоторых участков ступенчатой 
зависимости Р1/Qв(Мв) и B(Мв), D(Мв) при этом совпадают (Мв < 5000 кг и Мв > 5000 кг).  

Для устранения разрыва на зависимости Р1/Qв(Мв) было предложено рассматривать 
значения Р1/Qв, приведенные к ширине вальца, т.е. ввести новый параметр, который можно 
назвать «линейная относительная вынуждающая сила» (Р1/Qв)/В, являющийся некоторым 
аналогом параметра «статическая линейная нагрузка», но учитывающем динамическое 
воздействие вибрационного вальца35 (рисунки 12 и 13). 

Это позволило не только устранить разрывный характер изменения зависимостей Р1/Qв(Мв) 
и Р2/Qв(Мв) (см. рисунки 10 и 11), но и уменьшить разброс значений относительно средних при 
соответствующих массах Мв. Для значений Р1/Qв разброс относительно среднего составило 4 
раза, а для (Р1/Qв)/В всего лишь около 2 раз. Зависимости линейной относительной 
вынуждающей силы (см. рисунки 2 и 13) также характеризуются более высокими значениями 
коэффициента детерминации уравнений регрессии для (Р1/Qв)/В и (Р2/Qв)/В. 

 

Рисунок 12 – Графическое представление взаимосвязи линейного относительного вынуждающего 
усилия (Р1/Qв)/В и массы вибровальцового модуля Мв (режим максимальной вибрации) 
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ОБСУЖДЕНИЕ
Разбиение вибрационных катков на группы 

по массе обусловлено не только их техноло-
гическим назначением, но и общностью ос-
новных технических характеристик (ширины и 
диаметра вальца, вынуждающей силы колеба-
ний).

С уменьшением массы вибровальцово-
го модуля увеличивается частота и относи-
тельная вынуждающая сила колебаний, что 
характерно не только для вибрационных 
катков, но и для всех ударно-вибрационных 
грунтоуплотняющих машин [21]. Это обуслов-
лено тем, что при уменьшении статической 
составляющей передаваемых в грунт напря-
жений необходима их компенсация за счет 
возрастания динамической составляющей, 
что приводит к необходимости увеличения от-
носительной вынуждающей силы колебаний. 
Но для предотвращения перехода колебаний 
в нежелательные режимы, увеличение отно-
сительной вынуждающей силы необходимо 
сопровождать увеличением частоты колеба-
ний [22], что подтверждается результатами, 
представленными в данной статье, а также 
согласуется с принципами регулирования ча-
стоты и вынуждающей силы колебаний вибра-
ционных катков некоторых ведущих мировых 
производителей (например, AMMANN/CASE 
[18]), оснащенных системами интеллектуаль-
ного уплотнения. При этом большое значение 
имеют и другие характеристики катка, такие 
как количество и характеристики амортизато-
ров, соотношение масс вальца и рамы и др. 
Следовательно, для анализа функционирова-
ния вибрационного катка и повышения эффек-
тивности его использовании при уплотнении 
грунта необходимо совместно анализировать 
влияние относительной вынуждающей силы, 
частоты колебаний, соотношение массы валь-
ца и его рамы [23, 24], характеристик аморти-
заторов и свойств грунта, что недостаточно ис-
следовалось в известных работах (например, 
[25, 26, 27, 28, 29] и др.).

Продолжающиеся теоретические и экс-
периментальные исследования уплотнения 
вибрационными катками каменных материа-
лов показывают целесообразность примене-
ния для уплотнения данных крупнозернистых 
материалов пониженных частот колебаний 
15…18 Гц [30, 31]. Ожидаемое при этом сни-
жение потребляемой мощности и расхода то-
плива, увеличение ресурса вибровозбудителя, 
а также повышение эффективности уплотне-
ния данных материалов может привести к рас-

ширению диапазона частот колебаний вибра-
ционных катков, а именно понижению нижней 
границы частотного диапазона до 15…18 Гц 
для более эффективного уплотнения камен-
ных материалов. Однако при этом может сни-
жаться устойчивость колебаний (вследствие 
приближения частоты колебаний вальца к 
собственной частоте колебаний уплотняемого 
материала) и повышается опасность перехода 
колебаний в нежелательные режимы [22], [32].

Накопление опыта в области исследова-
ний, производства и применения вибрацион-
ных грунтовых катков приводит к уменьшению 
разброса значений основных характеристик 
вибрационных катков при смене поколений. 
Это относится к таким параметрам, как вынуж-
дающая сила, частота колебаний, относитель-
ная вынуждающая сила. При этом диапазоны 
изменения значений данных параметров не-
сколько смещаются.

По таким параметрам, как мощность двига-
теля, отвечающая за ходовые качества, про-
ходимость и преодолеваемый уклон, диаметр 
и ширина обечайки вальца, соотношение экс-
плуатационной массы катка к массе вибраци-
онного модуля у производителей сложилось 
единое мнение, практически не изменяющееся 
для различных поколений машин, что также от-
ражается в виде довольно высоких значениях 
коэффициента детерминации (см. таблицу 1).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной статье на основании статисти-
ческого анализа технических характеристик 
вибрационных грунтовых катков 3–5-го поко-
лений, выпускавшихся с конца 1990-х годов и 
по настоящее время, выявлены и проанализи-
рованы некоторые закономерности развития 
данного вида техники. 

Определены диапазоны изменения основ-
ных технических характеристик вибрационных 
катков различных поколений в зависимости 
от массы машины (вибрационного модуля) и 
выявлены тенденции изменения этих параме-
тров при переходе к различным поколениям 
грунтовых катков.

Установлена тенденция увеличения массы 
грунтовых вибрационных катков и увеличения 
количества тяжёлых (М = 15000…21000 кг или 
Мв = 10000…14000 кг) и сверхтяжелых (М > 
21000 кг или Мв > 15000 кг) моделей при одно-
временном уменьшении количества моделей 
малогабаритных (М < 5000 кг, Мв < 3000 кг) и 
легких (М = 5000…9000 кг, Мв = 3000…5000 кг) 
катков. Предполагается, что малогабаритные 
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катки (с Мв < 3000 кг) замещаются тяжелы-
ми самоходными виброплитами, имеющими 
более высокую глубину уплотнения за счет 
большей площади контактной поверхности с 
грунтом при существенно меньшей массе и 
стоимости36.

Анализ зависимости Р1/Qв(Мв) (см. рисунок 
10) показывает наличие не одной общей, а 
двух различных гиперболических зависимо-
стей и существенный разброс данных, ччто 
отражается в низком значении коэффициента 
детерминации R2. Для уменьшения разброса 
было предложено рассматривать значения 
Р1/Qв, приведенные к ширине вальца В, т.е. 
ввести новый параметр «линейная относи-
тельная вынуждающая сила» (Р1/Qв)/В, кото-
рый целесообразно использовать совместно 
с параметром «относительная вынуждающая 
сила». Это позволило устранить ступенчатый 
характер зависимости Р1/Qв(Мв) и уменьшить 
разброс значений Р1/Qв и Р2/Qв (см. рисунки 12 
и 13). Однако при анализе не относительных, 
а абсолютных значений вынуждающей силы 
использование вместо Р1 и Р2 значений Р1/В и 
Р2/В показало не улучшение, а ухудшение зна-
чения коэффициента детерминации R2. Дан-
ный вопрос представляет научный интерес и 
требует более глубокого изучения. 

На эффективность уплотнения вибрацион-
ными катками различных материалов, кроме 
параметров, указывающихся в технических ха-
рактеристиках вибрационных катков, большое 
влияние оказывают количество и характери-
стики амортизаторов вальца, а также соотно-
шение масс вальца и его рамы37. К сожале-
нию, производители не указывают данную 
информацию в технических характеристиках 
вибрационных катков.

Данное исследование охватывает широкий 
диапазон моделей вибрационных катков раз-
личных отечественных и зарубежных произво-
дителей, выпускавшихся в течение последних 
20…30 лет, расширяет и дополняет резуль-
таты [17]. Это позволяет производителям ви-
брационных катков, а также исследователям 
уплотнения грунтов вибрационными машина-
ми уточнять диапазоны изменения различных 
характеристик вибрационных катков при мо-
делировании их функционирования, выявлять 
некоторые тенденции развития данного вида 
машин, обосновывать технические характе-

36 Марышев Б.С. Большие возможности при малой цене. Реверсивные виброплиты // Строительная техника и 
технологии. 2002. № 1. С. 46–48.

37 Костельов М.П. Уплотнению асфальтобетона требуется обновленное поколение дорожных катков // Каталог-
справочник «Дорожная техника и технологии». 2003. С. 12–22.

ристики вибрационных катков при проектиро-
вании и модернизации. Результаты анализа 
показывают, что в настоящее время среди 
производителей и исследователей нет едино-
го мнения о методике обоснования основных 
технических характеристик грунтовых вибра-
ционных катков, что выражается в достаточ-
но большом разбросе значений параметров, 
определяющих динамическое воздействия ви-
брационных катков на уплотняемый материал 
(частоты колебаний и относительной вынуж-
дающей силы).
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АННОТАЦИЯ
Введение. Предварительные проведенные исследования показали, что смазочные композиции на 
водно-спиртовой основе обладают высоким индексом вязкости (более 150 ед.), низким коррозионным 
воздействием и низкой температурой застывания (ниже 56 °С), что является преимуществом по срав-
нению с традиционными трансмиссионными маслами. Это особенно важно для закрытых узлов трения 
дорожно-строительных машин, которые требуют надежной и долговременной смазки для предотвра-
щения износа и продления службы оборудования. Также эти композиции состоят их экологически чистых 
компонентов, что делает их пригодными в условиях эксплуатации с высокими требованиями по эколо-
гии.
Материалы и методы. Найдена область оптимальных концентраций в воде предельных одноатом-
ных спиртов. При максимуме антифрикционных и противоизносных свойств с эффектом максимальной 
стабилизации структуры воды. Предложен возможный механизм смазочного действия водно-спиртовых 
растворов с образованием на поверхности трения модифицированных пленок, обладающих противоза-
дирными свойствами. 
Результаты. Экспериментальным путем найден предельный одноатомный спирт, раствор которого 
при определенном соотношении с водой обладает высокими смазочными свойствами. Рассмотрен меха-
низм смазочного действия двойных и тройных систем и определен эффект максимальной стабилизации 
структуры воды, который вызывает изменение объемных и поверхностно-активных свойств компози-
ции. 
Заключение. Исследование является научной работой, посвященной актуальной проблеме замены ми-
неральных масел синтетическими жидкостями путем разработки новых составов смазочных водосодер-
жащих композиций с улучшенными антифрикционными и противоизносными свойствами, в результате 
чего решение этой проблемы имеет важное значение в деле повышения износостойкости узлов трения 
коробок перемены передач, червячных редукторов, входящих в состав трансмиссии строительно-дорож-
ных машин, автотранспорта и других транспортно-технологических комплексов. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: трение, износ, смазочные жидкости, одноатомные спирты, противоизносные 
свойства, антифрикционные свойства, строительные и дорожные машины
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ABSTRACT
Introduction. Preliminary conducted studies have shown that water-alcohol based lubricants have a high viscosity 
index (more than 150 units), low corrosion influence and low pour point (below 56 ° C), which is an advantage over 
traditional transmission oils. This is especially important for enclosed friction units of road construction machines, 
which require reliable and long-term lubrication to prevent wear and prolong the service life of the equipment. These 
compositions also consist of environmentally friendly components, that makes them suitable for use in operating 
conditions with strict environmental requirements.
Materials and methods. The optimal concentration range of saturated monatomic alcohols in water has been 
found. This range provides maximum antifriction and anti-wear properties with the effect of maximum stabilization 
of the water structure. A possible way of lubricating action of water-alcohol solutions with the formation of modified 
layers with extreme pressure properties on the friction surface has been proposed.
Results. The saturated monatomic alcohol has been found experimentally, the solution of which, at a certain ratio 
with water, has high lubricating properties. The algorithm of the lubricating action of double and triple systems has 
been considered, and the effect of maximum stabilization of the water structure has been determined, which causes 
a change in the volumetric and surface-active properties of the composition.
Conclusion. The study refers to the scientific research devoted to the urgent problem of replacing mineral oils 
with synthetic fluids by developing new compositions of water-containing lubricants with improved antifriction and 
anti-wear properties, the problem solution is important as it results in increasing the wear resistance of friction units 
in gearboxes, worm drives, which are part of the transmission of construction and road machines, motor vehicles 
and other transport and technological complexes.

KEYWORDS: friction, wear, lubricants, monatomic alcohols, anti-wear properties, antifriction properties, 
construction and road machines
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ВВЕДЕНИЕ 
Современные строительные-дорожные ма-

шины (СДМ) работают в условиях повышенных 
нагрузок и агрессивных внешних факторов [1], 
что требует от смазочных материалов высоких 
эксплуатационных характеристик. Результа-
ты анализа эксплуатируемых СДМ показыва-
ют, что в качестве основной причины отказов 
является преждевременный износ трущихся 
поверхностей [2]. Общая задача повышения 
долговечности СДМ в большинстве случаев 
сводится к увеличению износостойкости от-
дельных деталей, лимитирующих надежность 
узлов, систем и всего агрегата в целом. 

Известно, что интенсивно используемые 
зубчатые механизмы подвержены негативным 
воздействиям ряда факторов. Это и неустано-
вившийся режим работы, и реверс, и вибра-
ции, и возможность попадания абразивных ча-
стиц в зону контакта трущихся поверхностей, и 
разнообразие внешних условий эксплуатации, 
вызванное как переменными нагрузками, так и 
изменениями в окружающей среде, – все это 
приводит к существенному повышению интен-
сивности изнашивания трущихся поверхно-
стей деталей машин. Наиболее действенным 
и эффективным методом борьбы с износом 
является использование в узлах трения каче-
ственных смазочных материалов [3, 4]. 

В последние годы наблюдается рост инте-
реса к экологически чистым смазочным компо-
зициям на водно-спиртовой основе, которые 
могут предложить ряд преимуществ, таких как 
улучшенные смазывающие свойства, хорошая 
теплопроводность и безопасность для окружа-
ющей среды [5, 6].

На основании особенностей структуры мо-
лекул воды были рассмотрены и предложены 
различные составы смазочных жидкостей, 
содержащих предельный одноатомный спирт 
ряда метанола. Исследования проводились 
при сравнении смазочных и других эксплуа-
тационных свойств широко применяемых в 
промышленности минеральных масел, а так-
же известных композиций на водной основе и 
разработанных жидкостей [7, 8].

Обращается особое внимание на смазоч-
ные жидкости на водной основе в связи с тем, 

что с наличием у них таких важнейших преи-
муществ, как хорошие вязкостные свойства, 
возможность добавлять загустители, весьма 
высокие вязкостно-температурные свойства, 
неизменность коррозионного воздействия 
жидкостей при попадании в них воды извне, 
хорошая стойкость в этих композициях раз-
личных резинотехнических и уплотнительных 
материалов, простота приготовления смазоч-
ных жидкостей, которая заключается в основ-
ном лишь во взаимном растворении их ком-
понентов. Немаловажно, что стоимость таких 
композиционных смесей значительно ниже 
синтетических композиций [9]. 

Анализ составов отечественных и зарубеж-
ных жидкостей на водной основе показал, что 
существующие смазочные композиции этого 
класса состоят из водной основы и загустите-
ля [10]. А улучшение антифрикционных и про-
тивоизносных свойств осуществляется на ос-
нове добавления присадок [11]. В настоящее 
время в нашей стране и за рубежом замена 
минеральных и синтетических масел компо-
зициями на водной основе является весьма 
актуальной проблемой. Это тесно связано с 
вопросами охраны окружающей среды и эко-
номии нефтепродуктов, так как запасы нефтя-
ного сырья ограничены [12]. 

Развитие потребности в синтетических сма-
зочных жидкостях привело к созданию смазоч-
ных материалов различной природы [13, 14]. 
Сюда относятся продукты органического син-
теза, водно-масляные эмульсии (прямые и об-
ратные), а также различные композиционные 
немасляные смеси. 

Наиболее полно требованиям экологии и 
охраны окружающей среды отвечают смазоч-
ные водосодержащие композиции. К таким 
жидкостям относятся водно-масляные эмуль-
сии и смеси, не содержащие нефтяные мас-
ла. Водно-масляные эмульсии негорючи, не-
токсичны, и имеют самую низкую стоимость 
[15]. Однако время жизни таких эмульсий 
невелико даже с применением самых совре-
менных эмульгаторов – вязкостные и вязкост-
но-температурные характеристики данных 
жидкостей очень низкие в большинстве слу-
чаев. Кроме того, водно-масляные эмульсии 
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коррозионно активны и склонны к поражению  
микрофлорой.

Таким образом, наиболее перспективны-
ми на сегодняшний день среди синтетиче-
ских смазочных жидкостей следует признать 
смазочные жидкости, не содержащие масла. 
К ним относятся водно-этиленгликолевые и 
водно-гликолевые, а также водно-глицерино-
вые среды [16, 17]. 

К основным преимуществам данных жид-
костей следует отнести, во-первых, высокие 
вязкостно-температурные свойства (индекс 
вязкости достигает 140–160 и выше), высокую 
стойкость в этих средах различных резинотех-
нических уплотнителей и, наконец, неизмен-
ность коррозионного воздействия при попада-
нии в них небольших количеств воды извне.

К недостаткам указанных жидкостей мож-
но отнести лишь повышенную испаряемость 
воды. Однако многолетний опыт эксплуатации 
показал, что потери воды в год обычно неве-
лики и составляют не более 3–4%.

Такие жидкости обычно состоят из воды, 
растворенного в воде этиленгликоля или гли-
церина, а также растворенного в воде загу-
стителя, придающего жидкости необходимые 
вязкостные свойства. Кроме указанных ком-
понентов, в состав таких жидкостей обычно 
входит большое количество присадок антиф-
рикционного, противоизносного, антипенного, 
буферного и других назначений. Таким обра-
зом, путь по улучшению смазочных свойств 
жидкостей за счет введения еще большего 
количества присадок и компонентов видимо 
нельзя признать достаточно эффективным. 
На наш взгляд, существует другой, более 
эффективный путь улучшения смазочных 
свойств жидкостей за счет изменения струк-
туры их основы, то есть за счет изменения 
структуры воды [18]. Согласно современным 
представлениям о структуре воды, вода пред-
ставляет собой некоторую ажурную структуру. 
Между молекулами воды находятся пустоты и 
кольцевые каналы, которые могут заполнять-
ся некоторыми низкомолекулярными углево-
дородами. Наибольший интерес среди таких 
низкомолекулярных углеводородов представ-
ляет собой предельные одноатомные спирты 
ряда метанола. 

Некоторые из них, в частности, метанол, 
этанол, пропанол, изопропанол, имеют в воде 
неограниченную растворимость.

Целью данной работы является теорети-
ческое обоснование и экспериментальное 
подтверждение возможности использования 
предельных одноатомных и многоатомных 

спиртов в их оптимальном соотношении с во-
дой для повышения смазочных свойств водо-
содержащих композиций. 

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 
Исследования были разбиты на два этапа.
На первом этапе проводилось исследова-

ние смазочных свойств воды, предельных од-
ноатомных спиртов и их водных растворов при 
трении металлических поверхностей. Испыта-
ны водные растворы с концентрациями от 5 до 
95%.

Для оценки антифрикционных и противо-
износных свойств воды и спирта применялась 
схема трения с переменной площадью контак-
та и проводилась на серийно выпускаемой, 
имеющейся в распоряжении в лаборатории 
ЯГТУ, машине трения СМЦ-2. Данная машина 
является модификацией машины трения Ам-
слера, предназначена для испытания матери-
алов на износ и определение их фрикционных 
свойств в условиях трения скольжения и тре-
ния качения при нормальных температурах 
для модельных трибосистем. Допускаемая 
погрешность измерения момента трения (при 
проверке в режиме статического нагружения) 
составляет ± 5% от измеряемой величины.

Неподвижный образец в виде диска прижи-
мается к вращающемуся контрольному телу 
с помощью нагружающего устройства. Схема 
узла трения представлена на рисунке 1. Коэф-
фициент трения регистрируется индуктивным 
датчиком и на потенциометре усовершенство-
ванной конструкции. 

Глубина износа рассчитывалась по форму-
ле [19]:
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Рисунок 1 – Схема узла трения машины СМЦ-2: 

1 – калиброванные гири; 2 – регулятор грузов; 3 – противовес; 4 – вал; 5 – контртело;  
6 – нагрузочный рычаг; 7 – образец; 8 – самоустанавливающаяся державка образца;  

9 – барабан; 10 – редуктор; 11 – двигатель; 12 – капельница постоянного расхода 
Источник: составлено авторами. 
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Figure 1 – Friction unit diagram of the “Machine for testing 
materials for friction and wear” 

1 – calibrated weights; 2 – weight regulator;  
3 – counterweight; 4 – shaft; 5 – counterweight;

6 – loading lever; 7 – sample;  
8 – self-aligning sample holder;

9 – drum; 10 – gearbox; 11 – engine;  
12 – constant flow dripper.

Source: compiled by the authors.
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Figure 2 – Concentration influence of water solutions of saturated monohydric alcohols on the friction 
coefficient, where: 

 F – methanol; E –ethanol; D – propanol; 
 C – isopropanol; B – butanol. 
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Результаты показывают, что коэффици-
ент трения при 5% масс. спирта находится в 
пределах от 0,23 до 0,3, а при 40–45% масс. 
уже от 0,05 до 0,06 и вновь возрастает при 
дальнейшем увеличении его концентрации. 
При малых и больших концентрациях спир-
та – область граничной смазки, при 40–45% 
масс. явно выраженная область жидкостного 
трения. Изменение динамической вязкости 
растворов спиртов от концентрации изменяет-
ся по той же зависимости, что можно объяс-
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нить добавлением не электролита и измене-
нием структуры воды. Максимальная вязкость 
растворов соответствует минимальной ин-
тенсивности изнашивания и коэффициента 
трения. Результаты дают основание считать, 
что в данных условиях испытания увеличение 
концентрации растворов исследуемых спир-
тов повышает их вязкость, увеличивает долю 
гидродинамической смазки при трении, обе-
спечивая снижение износа и коэффициента 
трения от безразмерного параметра λ по диа-
грамме Герси-Штрибека. 

Figure 1 – Friction unit diagram of the "Machine for testing materials for friction and wear"  
1 – calibrated weights; 2 – weight regulator; 3 – counterweight;  

4 – shaft; 5 – counterweight; 
6 – loading lever; 7 – sample; 8 – self-aligning sample holder; 

9 – drum; 10 – gearbox; 11 – engine; 12 – constant flow dripper. 
Source: compiled by the authors. 
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где μ – вязкость, ω – скорость вращения,  
Рср – средняя нагрузка.

Такие углеводороды могут попадать в пу-
стоты или кольцевые каналы пространствен-
ного каркаса воды и упрочнять этот каркас, 
т.е. стабилизировать структуру воды. Макси-
мальное заполнение пустот молекулами спир-
та представляет собой эффект максимальной 
стабилизации структуры воды, при которой 

резко меняются объемные и другие свойства 
раствора. При этом получаются структуры, об-
ладающие уникальными свойствами. 

Объяснить такое поведение спиртовых рас-
творов только изменением вязкости не пред-
ставляется возможным. Спирты относятся к 
группе дипольных соединений, они способны 
адсорбироваться на металле и снижать его 
свободную поверхностную энергию, уменьшая 
тем самым работу деформации твердого тела 
при трении. С увеличением концентрации 
спирта увеличивается степень адсорбционно-
го пластифицирования поверхностей трения. 
Продукты механодеструкции спирта образуют 
на поверхности трения пленки с низким со-
противлением сдвигу. Рентгеноструктурный 
анализ в среде 45% раствора изопропилового 
спирта показал наличие на поверхности ме-
талла (трения) тончайший пленки окиси желе-
за z-Fe2O3, которая по литературным данным 
обладает весьма высокими противозадирны-
ми свойствами. 

Результаты исследований второго этапа 
приведены в таблице.

Таблица
Сравнительные смазочные характеристики водно-спирто-глицериновых композиций  

и масел при нагрузке 200 Н
Источник: составлено авторами.

Table 
 Comparative lubricating characteristics of water-alcohol-glycerin compositions  

and oils under the load of 200 N, where:
 lh –intensiveness of the linear wear;

 fн - friction coefficient at the beginning of the test;
 fк - friction coefficient at the end of the test; 

ΔT, °C – temperature change during the experiment.
Source: compiled by the authors.

Композиция lh fн fк ΔT, °C

Масло АМГ-10 3,76 0,13 0,11 68

Стеол М 6,8 0,14 0,05 38

Водно-глицериновая смесь 9,3 0,17 0,07 40

Предлагаемые композиции:

Композиция № 1 6,2 0,12 0,03 36

Композиция № 2 5,0 0,10 0,02 34

Композиция № 3 6,1 0,12 0,04 39

Композиция № 4 7,2 0,16 0,04 30

Композиция № 5 3,12 0,08 0,01 30

где lh – интенсивность линейного изнашивания; fн – коэффициент трения в начале испытания; fк – 
коэффициент трения в конце испытания; ΔT, °C – изменение температуры в ходе эксперимента.
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Введение в изопропиловую смесь с водой 
глицерина позволило повысить антифрикци-
онные и противоизносные свойства смазоч-
ных жидкостей, что объясняется объемными и 
поверхностными свойствами водно-спиртовой 
жидкости. Введение в оптимальном соотно-
шении воды, спирта и глицерина существенно 
повысили смазочные свойства жидкости. Эта 
система превзошла все сравниваемые виды 
смазок и даже систему этанол–вода–глице-
рин, известную под маркой СТЕНОЛ-М1. По-
лученная композиция не только не уступает 
минеральным гидравлическим маслам, но и 
значительно превосходит их, имея при этом 
гораздо меньшее число компонентов. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Хорошая растворимость в воде делает ука-

занные композиции особенно применимыми 
в закрытых узлах трения на автотранспорте, 
текстильных, пищевых и химических отраслях 
промышленности. 

Полная нетоксичность композиции позво-
ляет использованную жидкость сливать в ка-
нализацию, не вызывая загрязнения окружаю-
щей среды. 

Найдена область эффективных концентра-
ций в воде предельных одноатомных спиртов, 
в которой резко уменьшается интенсивность 
изнашивания и коэффициент трения. 

Установлено, что значение концентраций 
спиртов при максимуме антифрикционных и 
противоизносных свойств совпадают с кон-
центрациями, отвечающими эффекту макси-
мальной стабилизации структуры воды добав-
ками соответствующего спирта. 

Найдено оптимальное соотношение пре-
дельного одноатомного спирта и воды в трой-
ных системах «вода–спирт–многоатомный 
спирт». 

Разработаны новые смазочные композиции 
с добавлением загустителя в виде глицерина. 

Доказано, что полученные водные компо-
зиции не уступают минеральным маслам, а по 
некоторым показателям превосходят их, имея 
при этом менее сложный состав.

Данные смазочные композиции разрабаты-
ваются для замены индустриальных и транс-
миссионных масел, которые используются в 
закрытых редукторах трансмиссии автомо-
бильной техники, строительных и дорожных 
машин и других транспортно-технологических 

1 ГОСТ 5020–75. Жидкость «Стеол-М». Технические условия: дата введения 01.01.77 / Государственный комитет 
стандартов Совета Министров СССР. Изд. официальное. М.: Издательство стандартов, 1984. С. 1–18.

комплексов. К таким редукторам можно отне-
сти механические ступенчатые и планетарные 
коробки перемены передач, червячные редук-
торы типа Ч-100, червячные мотор-редукторы, 
цилиндрические редукторы типа 1Ц2У-100, 
РМ-250. 

Следующим этапом исследования новых 
смазочных композиций будут стендовые и экс-
плуатационные испытания на реальных меха-
низмах трансмиссии транспортно-технологи-
ческих машин.
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АННОТАЦИЯ
Введение. В статье представлены методы теории транспортных макросистем для повышения уров-
ня технической готовности автомобильного транспорта после ДТП. Определены проблемы, приводя-
щие к снижению эффективности транспортных систем при нахождении в ремонте за счет страховых 
компаний. Приведена математическая модель, в наиболее общем случае описывающая транспортную 
систему, состоящую из элементов – автомобилей, занимающих одно из множества состояний в СТОА. 
Описаны свойства элементов, находящихся в рассматриваемом объекте исследования.
Материалы и методы. В работе применяется теория транспортных макросистем, которая выте-
кает из известной научной дисциплины – теории макросистем. Среди ее задач имеются постановки 
о распределении элементов по подмножествам состояний и задачи о равновесии системы в целом. В 
макроскопических системах по определению стохастическое поведение большого числа элементов пре-
образуется в детерминированное поведение системы в целом. Макросистема является динамическим 
преобразователем хаотического поведения элементов в некоторое множество параметров поведения 
(фазовых переменных), образующих пространство небольшой размерности. Поэтому в рамках теории 
макросистем используются базовые понятия максимизации энтропии при равновесных состояниях си-
стемы. При этом функция распределения макросостояний выбирается в зависимости от способа за-
полнения элементами некоторых состояний из соответствующих подмножеств; необходимые значения 
априорных вероятностей и доказательства параметрических свойств моделей макросистем с различ-
ными статистиками (Ферми-, Эйнштейн- и Больцман-распределения). Дается описание объекта иссле-
дования – транспортной системы, состоящей из автомобилей, требующих ремонта на основе выпол-
нения обязательств со стороны страховых компаний.
Результаты. В работе представлены результаты расчетов, показывающих характер зависимостей 
между ёмкостями множества состояний, априорными вероятностями и количеством автомобилей, на-
ходящихся на ремонте в СТОА в рамках теории транспортных макросистем. Установлены распределе-
ния автомобилей, соответствующие равновесным состояниям при выбранных исходных данных.
Обсуждение и заключение. В рамках работы решены следующие задачи: доказана возможность иссле-
дований с применением методов теории транспортных макросистем для решения задач поиска рав-
новесия в системах автомобильного транспорта после ДТП. Определены проблемы взаимодействия 
СТОА и Страховщика в области организации и согласовании стоимости восстановительного ремонта 
поврежденных автомобилей. Предложены подходы к организации взаимодействия СТОА и Страховщика 
в области проведения ремонта поврежденных автомобилей по автострахованию, основанные на воз-
можностях математического моделирования при обосновании методик.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: транспортная макросистема, равновесие в транспортной системе, коэффици-
ент технической готовности, автострахование, станция технического обслуживания
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ABSTRACT
Introduction. The article presents methods of the theory of transport macrosystems for increasing the level of 
technical readiness of motor transport after an accident. The problems leading to a decrease in the efficiency of 
transport systems during repairs at the expense of insurance companies have been identified. A mathematical 
model is given to describe a transport system consisting of elements – vehicles and their numerous states at the 
service station. The properties of the elements under the study have been described.
Methods and materials. The theory of transport macrosystems has been used, which is based on the theory 
of macrosystems, a well-known scientific theory. Among its tasks there are statements about the distribution of 
elements into subsets of states and problems of the equilibrium of the entire system. In macroscopic systems, 
by definition, the stochastic behavior of a large number of elements is transformed into the deterministic behavior 
of the system. A macrosystem is a dynamic converter of the chaotic behavior of elements into a set of behavior 
parameters (phase variables) forming a small-dimensional space. Therefore, within the framework of the theory of 
macrosystems, the basic concepts of maximizing entropy at equilibrium states of the system are used. In this case, 
the macrostate distribution function is selected depending on the method of filling elements of some states from 
the corresponding subsets; the necessary values of a priori probabilities and evidence of parametric properties of 
models of macrosystems with various statistics (Fermi, Einstein and Boltzmann distributions). The description of 
the research object is given, which is a transport system consisting of vehicles that require repair based on the 
fulfillment of obligations by insurance companies.
Results. The paper presents the results of calculations which have demonstrated the nature of the dependencies 
between the capacities of multiple states, a priori probabilities and the number of cars under repair at the service 
station within the framework of the theory of transport macrosystems. The distributions of vehicles corresponding to 
the equilibrium states with the selected initial data are established.
Discussion and conclusion. Within the framework of this investigation, the following tasks have been solved: the 
possibility of research based on the methods of the transport macrosystems theory to solve the problems of finding 
equilibrium in road transport systems after an accident has been proved; some problems have been identified in 
interaction between the service station and the Insurer in approving the cost of repair for damaged vehicles. Some 
approaches to provide interaction between the service station and the Insurer in the field of repair of damaged ve-
hicles for auto insurance based on the possibilities of mathematical modeling in substantiating the methods have 
been proposed.

KEYWORDS: transport macrosystem, equilibrium in the transport system, coefficient of technical readiness, auto 
insurance
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ВВЕДЕНИЕ
В функционировании городских наземных 

транспортных систем большое значение име-
ют бизнес-процессы, связанные с управлени-
ем технической готовностью автомобильного 
транспорта, в том числе при решении этой 
задачи за счет взаимодействия со страхов-
щиками. Основная цель, которая интересует 
в данной работе, заключается в том, чтобы 
исследовать влияние указанных процессов 
на эффективность работы непосредственно 
транспортной системы. Существующая про-
блема заключается в том, что ремонт автомо-
билей за счет страховых выплат сопровожда-
ется временными затратами, которые снижают 
коэффициент технической готовности автомо-
биля и в итоге коэффициент использования 
автомобиля. Для того чтобы цель исследо-
вания была достигнута, разработаны задачи, 
которые необходимо решить для этого. Среди 
задач выделяется краткий обзор публикаций 
по теме исследования, описание системы – 
объекта исследования, выбор теории, на базе 
которой строится математическая модель, вы-
полнение расчетов и разработка предложений 
по совершенствованию работы транспортной 
системы. В данной публикации мы демонстри-
руем работоспособность математической мо-
дели и планируем дальнейшую работу.

Систему взаимодействия можно предста-
вить как треугольник со сторонами: Клиент, 
Страховщик, станция технического обслужи-
вания автомобилей (СТОА). Функциониро-
вание данной системы направлено на орга-
низацию и проведение восстановительного 
ремонта автомобилей.

Функционирование всех из перечисленных 
подсистем даже на предварительном этапе 
анализа представляется крайне сложным про-
цессом. По нашему мнению, эта сложность 
возникает по следующим причинам:

1) изменения в области страхового законо-
дательства;

2) неустойчивость экономической ситуа-
ции;

3) рост автомобильного парка;
4) случайный характер возникновения стра-

ховых случаев;

5) нераскрытая взаимосвязь между харак-
теристиками подсистем, вовлеченных в ука-
занное выше взаимодействие.

Работа [1] имеет существенное значение 
для тематики нашего исследования, так как в 
ней приводится подход к учету работы стра-
ховой компании, по сути, в нестационарных 
условиях. Это очень важно и в отношении 
страховых компаний, работающих в сфе-
ре автострахования, так как в ней заметна 
конкуренция, имеются некоторые риски для 
превышения прогнозного уровня убыточно-
сти, связанные со случайными колебаниями 
количества дорожно-транспортных происше-
ствий (ДТП), непредвиденными природными 
катаклизмами, усложнением общей дорож-
но-транспортной ситуации и др. Таким обра-
зом, при моделировании выбранного объекта 
исследования естественно требуется учиты-
вать динамический характер работы страховых 
компаний, заключающийся в том, что послед-
няя все время может изменять число заклю-
ченных договоров и корректировать тарифную 
ставку. Все это нацелено на то, чтобы полу-
чать требуемый уровень доходности компании 
и не допускать в то же время невыполнение 
обязательств по урегулированию страховых 
случаев для владельцев автомобилей. 

Отдельные работы посвящены модели-
рованию страховой компании как системы 
массового обслуживания [2]. При этом входя-
щие потоки событий – это заявки на выплату 
страховых сумм. Разработанные здесь моде-
ли содержат характеристики потоков событий 
– моментов поступления страховых премий и 
страховых выплат, которые в целом опреде-
ляют динамику финансового состояния стра-
ховой компании. При таком подходе необхо-
димо, конечно же, иметь хотя бы оценочные 
данные об интенсивностях этих потоков собы-
тий. Для наших задач важно, что рассматри-
ваемая в целом система (макроскопическая 
транспортная система, имеющая на выходе 
некоторый поток заявок на обслуживание в 
страховой компании и затем – в сервисные 
организации по ремонту автомобилей) имеет 
вероятностный характер функционирования, 
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но, что еще более важно, она создает поток 
заявок на ремонт с определенными правила-
ми заполнения свободных мест в сервисных 
организациях. Если рассмотреть предельный 
случай – равновесие в такой системе, то поиск 
равновесного состояния представляет собой 
важный с практической и теоретической сто-
роны вопрос. 

Часть работ [3, 4] касается проблем управ-
ления деятельностью станций технического 
обслуживания автомобилей. Нами были вы-
браны и рассмотрены те публикации, которые 
так или иначе связаны с процессами принятии 
решений при ремонте, снабжении запасными 
частями, новыми технологиями, ускоряющи-
ми деятельность таких компаний в целом. Это 
важно с точки зрения того, каким образом сле-
дует разрабатывать методики, сокращающие 
длительность пребывания заявок в ремонте. 
Такие методики должны ориентироваться как 
на стохастичность потоков заявок, так и на 
инновационные технологии, снижающие воз-
никающие от этого риски. Другая часть работ 
[5, 6, 7, 8, 9, 10, 11] посвящена вопросам про-
ектирования и оптимизации СТОА с помощью 
современных информационных технологий, 
что приводит к росту привлекательности кон-
кретных СТОА, например, в работе [5] рассма-
тривается проектирование клиентской зоны, а 
в статье [6] используются BIM-технологии при 
проектировании СТОА. В целом работы авто-
ров [5, 6] направлены на повышение эффек-
тивности использования помещений СТОА и 
общей привлекательности предприятия. Про-
цессы имитационного моделирования являют-
ся важной компонентой при проектировании 
технического обслуживания, на что указывает 
и ряд зарубежных исследований [8, 9, 10, 11].

Другой частью рассматриваемой в насто-
ящей работе системы является страховая 
компания, которая взаимодействует как с кли-
ентом, так и со СТОА. Следует указать, что 
процессы, происходящие в страховом бизне-
се, напрямую влияют на восстановление авто-
мобилей после ДТП. Поэтому было важно рас-
смотреть некоторые особенности динамики 
страховых компаний, особенно действующих 
в области автострахования. В целом резуль-
таты демонстрируют [12], что работа стра-
ховщиков происходит в достаточно сложной 
системе, которая требует учета самых различ-
ных факторов, порой трудно формализуемых 
и имеющих чаще всего экспертное решение. 
Тем не менее основной вывод, который мы 
могли бы сделать уже сейчас, заключается в 
том, что процессы возникновения заявок на 

ремонт и процессы обслуживания заявок – 
основные источники стохастичности, которые 
должны учитываться в достаточной степени, 
чтобы сокращать потери времени в ремонте 
автомобилей для транспортных систем.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
В этом разделе дается описание объекта 

исследования – транспортной системы, состо-
ящей из автомобилей, требующих ремонта на 
основе выполнения обязательств со стороны 
страховых компаний. Учитывая, что в каждом 
регионе имеется большое число участников 
таких систем, взаимодействующих с целыми 
группами страховых компаний (Страховщи-
ков) и станций технического обслуживания, 
транспортная система вместе с указанными 
операторами организации и выполнения вос-
становительного ремонта автомобилей может 
рассматриваться нами как макроскопическая, 
которая должна изучаться соответствующими 
методами теории макросистем [13]. Это дает 
возможность находить равновесия транспорт-
ной макросистемы, в которых учитывается 
взаимосвязанный характер процессов посту-
пления автомобилей в ремонт. Такие процессы 
зависят от ряда количественных параметров, 
определяющих результат достижения равно-
весия макросистемы, например, от «емкости» 
обслуживающих систем, наличия достаточно-
го числа мест для ожидания в очереди, каче-
ства обслуживания и интенсивности выполне-
ния операций. В теории макросистем принято 
использовать энтропийные методы расчета 
равновесий, зависящих, таким образом, от 
емкостей состояний, априорных вероятностей 
заполнения состояний элементами, а также от 
величины удельных расходов ресурсов в ма-
кросистеме. Ниже мы более детально опишем 
эти понятия.

При этом с практической точки зрения не-
обходимо учитывать ряд существующих про-
блем, на устранение которых должны быть на-
правлены теоретические исследования:

- длительные сроки ремонта автомобиля;
- низкое качество проведенных ремонтных 

работ (нередко под давлением Страховщика, 
для экономии средств последнего);

- отказ СТОА выдать отремонтированный 
автомобиль собственнику (законному пред-
ставителю собственника) в связи с отсутстви-
ем оплаты ремонта Страховщиком;

- отказ СТОА в приемке автомобиля в ре-
монт по выданному Страховщиком направ-
лению в ремонт из-за финансовых или ка-
ких-либо иных разногласий со Страховщиком. 
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Не редки случаи отказа в ремонте автомоби-
ля даже после приемки последнего в связи с 
теми же разногласиями со Страховщиком.

Указанные и другие подобные им пробле-
мы приводят в результате к существенно-
му снижению эффективности транспортных 
систем за счет уменьшения коэффициента 
технической готовности. Таким образом, тре-
буется математическая модель транспортной 
системы, которая должна отражать процессы 
поступления автомобилей на СТОА в зависи-
мости от качества ремонтных работ в СТОА и 
интенсивности их выполнения. Для достиже-
ния цели настоящей статьи необходимо выя-
вить закономерности, которые позволяют ко-
личественно оценить последствия внедрения 
мероприятий, направленных на уменьшение 
влияния перечисленных проблем. 

Необходимо дать краткую характеристику 
основных подходов теории макросистем: мно-
жество элементов (автомобилей), множество 
состояний системы, их рабочих мест и ре-
сурсов (те же автомобили, но «привязанные» 
к страховой компании (СК)), для того чтобы 
на этой основе представить математическую 
модель объекта исследования. Динамика си-
стемы заключается в том, что элементы за-
полняют имеющиеся в системе состояния из 
некоторого множества, при этом соблюдаются 
те или иные правила, которые соответствуют 
типу системы. Так, Ю.С. Попков1 выделяет 
четыре основных типа макросистем: E-, B-, 
F- и P-системы. Для Е-системы (Эйнштейн-си-
стема) имеется возможность нахождения не-
ограниченного числа элементов в одном и 
том же состоянии. Примером может служить 
число автомобилей, находящихся в одном и 
том же перегоне дорожной магистрали, или 
число пассажиров, перемещающихся в од-
ном составе метропоезда и т.п. Для B-системы 
считается, что в одном и том же состоянии мо-
жет находиться небольшое число элементов. 
Так, Больцман-системой можно представить 
очередь к колонке автозаправки или число 
пассажиров, находящихся на остановке при 
отсутствии пиковых потоков. В случае Фер-
ми-системы в каждом состоянии может нахо-
диться только один элемент. Таких случаев 
в транспортных системах много там, где для 
каждого элемента четко выделено его возмож-
ное положение: парковочные места, места 
для сидения пассажиров и т.п. Параметриче-
ская система (P-система) отличается от по-

1 Попков Ю.С. Теория макросистем. Равновесные модели. 2-е изд. М.: Издательство УРСС, 2013. 320 с.

следней тем, что существует четкий параметр, 
который задает число элементов, которые мо-
гут находиться в одном состоянии. Например, 
на СТОА может быть несколько мест для ожи-
дания автомобилей в очереди, несколько зон 
диагностики, технического обслуживания и т.п. 
Таким образом, нам необходимо определить, 
какой вариант макросистемы будет приме-
няться в рассматриваемой системе.

Перечислим элементы, которые имеются в 
рассматриваемом объекте исследования:

- Автомобили, ожидающие ремонта. Это те 
поврежденные автомобили, по которым пода-
но заявление Страховщику на организацию 
и проведение восстановительного ремонта, 
но направление на ремонт еще не выдано, в 
связи с проверкой Страховщиком предостав-
ленных документов по страховому событию, 
имеющему признаки страхового случая.

- Автомобили, находящиеся в процессе 
ремонта. Это поврежденные автомобили, по 
которым Страховщик рассмотрел заявление 
о повреждении автомобиля, признал случай 
страховым, а также выдал направление на 
ремонт на СТОА. В этом случае СТОА может 
еще не приступить к ремонтным работам, но 
принять автомобиль по направлению от Стра-
ховщика, начать составлять смету стоимости 
восстановительного ремонта для направления 
её на согласование Страховщику. Автомоби-
ли занимают места для ожидания в очереди, 
для ремонта (по отдельным его операциям). 
Ситуация напоминает работу многофазной 
системы массового обслуживания (СМО), но 
нас в рамках теории макросистем больше ин-
тересует равновесное состояние в целом, а не 
отдельные характеристики СМО.

- Отремонтированные автомобили. Это от-
ремонтированные автомобили, переданные 
собственнику/представителю собственника и 
не оплаченные Страховщиком.

Применительно к СТОА этот подход означа-
ет, что для каждой фазы (приемка, диагности-
ка, разборка, ремонт, окраска, сборка, выдача 
автомобиля и др.) предусмотрено некоторое 
число рабочих мест, каждое из которых мо-
жет занимать только один автомобиль. На 
практике часто бывает, что для каждой фазы 
предусмотрено число рабочих мест Si > 1 и не-
которое число мест для ожидания в очереди. 
Поэтому мы будем пользоваться вариантом 
P-системы. Величина параметра р и будет за-
давать это число для каждой фазы. 
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Постановка задачи теории макросистем (модель). Поскольку мы не имеем возможности полу-
чить или рассчитать данные о каждом элементе системы, то динамика макросистемы – это ди-
намика того, как изменяются числа заполнения подмножеств состояний без идентификации этих 
элементов, считая, что они не отличаются друг от друга. Это основное допущение модели. При-
менительно к транспортной макросистеме в целом, мы должны отметить, что динамика каждого 
отдельного элемента в макросистеме уже не определена. Ее нельзя вычислить или выделить. 
Остается исключительно динамика самой системы, где случайное поведение элементов преоб-
разовано в ее детерминированное поведение. Эта динамика имеет самостоятельное значение, 
поскольку относится к макроскопическим параметрам. В то же время для описания этой макро-
динамики важна природа микроскопического поведения, так как именно на этом уровне форми-
руется результат взаимодействия элементов транспортной системы между собой. Все случайные 
возмущения складываются в соответствующую динамику макроскопического уровня.

На макроуровне динамика представляется изменением чисел заполнения подмножеств со-
стояний; эти числа являются функциями времени. Запишем теперь математическое описание 
приведенных здесь подходов для случая стационарного состояния, как это описано в работе [14] 
для Р-системы. Результатом является формулировка модели макросистемы, позволяющей рас-
считывать равновесие системы, то есть число автомобилей, распределенных по отдельным под-
множествам состояний.

В настоящей статье впервые приведена математическая модель, которая в наиболее общем 
случае описывает транспортную систему, состоящую из элементов – автомобилей, занимающих 
одно из множества состояний в СТОА:

системы, где случайное поведение элементов преобразовано в ее детерминированное 
поведение. Эта динамика имеет самостоятельное значение, поскольку относится к 
макроскопическим параметрам. В то же время для описания этой макродинамики важна 
природа микроскопического поведения, так как именно на этом уровне формируется 
результат взаимодействия элементов транспортной системы между собой. Все случайные 
возмущения складываются в соответствующую динамику макроскопического уровня. 
1 - Попков Ю.С. Теория макросистем. Равновесные модели. 2-е изд.  М.: Издательство УРСС, 2013.  320 с. 

На макроуровне динамика представляется изменением чисел заполнения 
подмножеств состояний; эти числа являются функциями времени. Запишем теперь 
математическое описание приведенных здесь подходов для случая стационарного 
состояния, как это описано в работе [14] для Р-системы. Результатом является 
формулировка модели макросистемы, позволяющей рассчитывать равновесие системы, то 
есть  число автомобилей, распределенных по отдельным подмножествам состояний. 

В настоящей статье впервые приведена математическая модель, которая в наиболее 
общем случае описывает транспортную систему, состоящую из элементов – автомобилей, 
занимающих одно из множества состояний в СТОА: 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ Г� = Г�(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝝆𝝆𝝆𝝆 = 𝝆𝝆𝝆𝝆(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝒒𝒒𝒒𝒒 = 𝒒𝒒𝒒𝒒(𝑡𝑡𝑡𝑡); 

𝜏𝜏𝜏𝜏0 ≤ 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 0 + ∆𝜏𝜏𝜏𝜏;   ∆𝜏𝜏𝜏𝜏 = ∑ ∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘𝐾𝐾𝐾𝐾
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 ;

𝑽𝑽𝑽𝑽(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝑉𝑉𝑉𝑉1, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝑝𝑝𝑝𝑝 ∶  𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼 = ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)|𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣 𝑟𝑟𝑟𝑟𝛼𝛼𝛼𝛼}𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 ;

𝑣𝑣𝑣𝑣 = 1, … , 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝜋𝜋𝜋𝜋1(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝛽𝛽𝛽𝛽(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡)};
𝑮𝑮𝑮𝑮(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 ⊗𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) ≤ 𝑮𝑮𝑮𝑮∗;

𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻∗(∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘)� = −  ∑ 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛
− (𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛) ln(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑛𝑛𝑛𝑛=1 → max,

где k – индекс (номер) интервала времени Δτk ; К – число временных интервалов Δτk ; �Г – 
граф системы, содержащий связи между всеми страховщиками и сервисными 
организациями; ρρ – матрица связей бизнес-процессов; qq – матрица соответствующих связям 
пропускных способностей; t – непрерывное время; VV(t) – множество, каждый из элементов 
которого равен числу автомобилей, находящихся в момент времени t в ремонте α ; v – 
индекс автомобиля (его уникальный идентификатор); vf = Na – наибольший индекс 
автомобиля, соответствующий количеству автомобилей в текущий момент времени; πv – 
уравнение процесса обслуживания для v-го автомобиля, определяющее долю выполненной 
заявки на обслуживание; ПП(t) – множество, состоящее из отдельных уравнений процесса 
обслуживания β – индекс процесса; GG(t) – векторная функция расходования ресурса(-ов); 
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Представленная здесь модель транспортной системы оперирует с множеством 
уравнений процесса обслуживания. Поскольку имеется переменная времени, но на каждом 
относительно малом интервале времени реализуется гипотеза о равновесии системы, то 
модель можно отнести к классу квазидинамических. Будем считать, что формулы   образуют 
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системы, где случайное поведение элементов преобразовано в ее детерминированное 
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𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝜋𝜋𝜋𝜋1(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝛽𝛽𝛽𝛽(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡)};
𝑮𝑮𝑮𝑮(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 ⊗𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) ≤ 𝑮𝑮𝑮𝑮∗;

𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻∗(∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘)� = −  ∑ 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛
− (𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛) ln(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑛𝑛𝑛𝑛=1 → max,

где k – индекс (номер) интервала времени Δτk ; К – число временных интервалов Δτk ; �Г – 
граф системы, содержащий связи между всеми страховщиками и сервисными 
организациями; ρρ – матрица связей бизнес-процессов; qq – матрица соответствующих связям 
пропускных способностей; t – непрерывное время; VV(t) – множество, каждый из элементов 
которого равен числу автомобилей, находящихся в момент времени t в ремонте α ; v – 
индекс автомобиля (его уникальный идентификатор); vf = Na – наибольший индекс 
автомобиля, соответствующий количеству автомобилей в текущий момент времени; πv – 
уравнение процесса обслуживания для v-го автомобиля, определяющее долю выполненной 
заявки на обслуживание; ПП(t) – множество, состоящее из отдельных уравнений процесса 
обслуживания β – индекс процесса; GG(t) – векторная функция расходования ресурса(-ов); 
𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 – вектор удельных расходов ресурса для каждого автомобиля; Н – информационная 
энтропия транспортной системы; GG* – вектор ограничений на расход ресурсов; an – 
априорные вероятности нахождения элемента в состоянии n ; GG n – емкость состояния n ; n – 
порядковый номер состояния элементов; m – общее число различных состояний. 

Представленная здесь модель транспортной системы оперирует с множеством 
уравнений процесса обслуживания. Поскольку имеется переменная времени, но на каждом 
относительно малом интервале времени реализуется гипотеза о равновесии системы, то 
модель можно отнести к классу квазидинамических. Будем считать, что формулы   образуют 

 – число временных интервалов 

системы, где случайное поведение элементов преобразовано в ее детерминированное 
поведение. Эта динамика имеет самостоятельное значение, поскольку относится к 
макроскопическим параметрам. В то же время для описания этой макродинамики важна 
природа микроскопического поведения, так как именно на этом уровне формируется 
результат взаимодействия элементов транспортной системы между собой. Все случайные 
возмущения складываются в соответствующую динамику макроскопического уровня. 
1 - Попков Ю.С. Теория макросистем. Равновесные модели. 2-е изд.  М.: Издательство УРСС, 2013.  320 с. 

На макроуровне динамика представляется изменением чисел заполнения 
подмножеств состояний; эти числа являются функциями времени. Запишем теперь 
математическое описание приведенных здесь подходов для случая стационарного 
состояния, как это описано в работе [14] для Р-системы. Результатом является 
формулировка модели макросистемы, позволяющей рассчитывать равновесие системы, то 
есть  число автомобилей, распределенных по отдельным подмножествам состояний. 

В настоящей статье впервые приведена математическая модель, которая в наиболее 
общем случае описывает транспортную систему, состоящую из элементов – автомобилей, 
занимающих одно из множества состояний в СТОА: 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ Г� = Г�(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝝆𝝆𝝆𝝆 = 𝝆𝝆𝝆𝝆(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝒒𝒒𝒒𝒒 = 𝒒𝒒𝒒𝒒(𝑡𝑡𝑡𝑡); 

𝜏𝜏𝜏𝜏0 ≤ 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 0 + ∆𝜏𝜏𝜏𝜏;   ∆𝜏𝜏𝜏𝜏 = ∑ ∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘𝐾𝐾𝐾𝐾
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 ;

𝑽𝑽𝑽𝑽(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝑉𝑉𝑉𝑉1, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝑝𝑝𝑝𝑝 ∶  𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼 = ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)|𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣 𝑟𝑟𝑟𝑟𝛼𝛼𝛼𝛼}𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 ;

𝑣𝑣𝑣𝑣 = 1, … , 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝜋𝜋𝜋𝜋1(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝛽𝛽𝛽𝛽(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡)};
𝑮𝑮𝑮𝑮(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 ⊗𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) ≤ 𝑮𝑮𝑮𝑮∗;

𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻∗(∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘)� = −  ∑ 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛
− (𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛) ln(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑛𝑛𝑛𝑛=1 → max,

где k – индекс (номер) интервала времени Δτk ; К – число временных интервалов Δτk ; �Г – 
граф системы, содержащий связи между всеми страховщиками и сервисными 
организациями; ρρ – матрица связей бизнес-процессов; qq – матрица соответствующих связям 
пропускных способностей; t – непрерывное время; VV(t) – множество, каждый из элементов 
которого равен числу автомобилей, находящихся в момент времени t в ремонте α ; v – 
индекс автомобиля (его уникальный идентификатор); vf = Na – наибольший индекс 
автомобиля, соответствующий количеству автомобилей в текущий момент времени; πv – 
уравнение процесса обслуживания для v-го автомобиля, определяющее долю выполненной 
заявки на обслуживание; ПП(t) – множество, состоящее из отдельных уравнений процесса 
обслуживания β – индекс процесса; GG(t) – векторная функция расходования ресурса(-ов); 
𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 – вектор удельных расходов ресурса для каждого автомобиля; Н – информационная 
энтропия транспортной системы; GG* – вектор ограничений на расход ресурсов; an – 
априорные вероятности нахождения элемента в состоянии n ; GG n – емкость состояния n ; n – 
порядковый номер состояния элементов; m – общее число различных состояний. 

Представленная здесь модель транспортной системы оперирует с множеством 
уравнений процесса обслуживания. Поскольку имеется переменная времени, но на каждом 
относительно малом интервале времени реализуется гипотеза о равновесии системы, то 
модель можно отнести к классу квазидинамических. Будем считать, что формулы   образуют 

;  

системы, где случайное поведение элементов преобразовано в ее детерминированное 
поведение. Эта динамика имеет самостоятельное значение, поскольку относится к 
макроскопическим параметрам. В то же время для описания этой макродинамики важна 
природа микроскопического поведения, так как именно на этом уровне формируется 
результат взаимодействия элементов транспортной системы между собой. Все случайные 
возмущения складываются в соответствующую динамику макроскопического уровня. 
1 - Попков Ю.С. Теория макросистем. Равновесные модели. 2-е изд.  М.: Издательство УРСС, 2013.  320 с. 

На макроуровне динамика представляется изменением чисел заполнения 
подмножеств состояний; эти числа являются функциями времени. Запишем теперь 
математическое описание приведенных здесь подходов для случая стационарного 
состояния, как это описано в работе [14] для Р-системы. Результатом является 
формулировка модели макросистемы, позволяющей рассчитывать равновесие системы, то 
есть  число автомобилей, распределенных по отдельным подмножествам состояний. 

В настоящей статье впервые приведена математическая модель, которая в наиболее 
общем случае описывает транспортную систему, состоящую из элементов – автомобилей, 
занимающих одно из множества состояний в СТОА: 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ Г� = Г�(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝝆𝝆𝝆𝝆 = 𝝆𝝆𝝆𝝆(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝒒𝒒𝒒𝒒 = 𝒒𝒒𝒒𝒒(𝑡𝑡𝑡𝑡); 

𝜏𝜏𝜏𝜏0 ≤ 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 0 + ∆𝜏𝜏𝜏𝜏;   ∆𝜏𝜏𝜏𝜏 = ∑ ∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘𝐾𝐾𝐾𝐾
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 ;

𝑽𝑽𝑽𝑽(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝑉𝑉𝑉𝑉1, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝑝𝑝𝑝𝑝 ∶  𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼 = ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)|𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣 𝑟𝑟𝑟𝑟𝛼𝛼𝛼𝛼}𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 ;

𝑣𝑣𝑣𝑣 = 1, … , 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝜋𝜋𝜋𝜋1(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝛽𝛽𝛽𝛽(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡)};
𝑮𝑮𝑮𝑮(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 ⊗𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) ≤ 𝑮𝑮𝑮𝑮∗;

𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻∗(∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘)� = −  ∑ 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛
− (𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛) ln(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑛𝑛𝑛𝑛=1 → max,

где k – индекс (номер) интервала времени Δτk ; К – число временных интервалов Δτk ; �Г – 
граф системы, содержащий связи между всеми страховщиками и сервисными 
организациями; ρρ – матрица связей бизнес-процессов; qq – матрица соответствующих связям 
пропускных способностей; t – непрерывное время; VV(t) – множество, каждый из элементов 
которого равен числу автомобилей, находящихся в момент времени t в ремонте α ; v – 
индекс автомобиля (его уникальный идентификатор); vf = Na – наибольший индекс 
автомобиля, соответствующий количеству автомобилей в текущий момент времени; πv – 
уравнение процесса обслуживания для v-го автомобиля, определяющее долю выполненной 
заявки на обслуживание; ПП(t) – множество, состоящее из отдельных уравнений процесса 
обслуживания β – индекс процесса; GG(t) – векторная функция расходования ресурса(-ов); 
𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 – вектор удельных расходов ресурса для каждого автомобиля; Н – информационная 
энтропия транспортной системы; GG* – вектор ограничений на расход ресурсов; an – 
априорные вероятности нахождения элемента в состоянии n ; GG n – емкость состояния n ; n – 
порядковый номер состояния элементов; m – общее число различных состояний. 

Представленная здесь модель транспортной системы оперирует с множеством 
уравнений процесса обслуживания. Поскольку имеется переменная времени, но на каждом 
относительно малом интервале времени реализуется гипотеза о равновесии системы, то 
модель можно отнести к классу квазидинамических. Будем считать, что формулы   образуют 

 – граф системы, содержащий связи между всеми страховщиками и сервисными организаци-
ями; 

системы, где случайное поведение элементов преобразовано в ее детерминированное 
поведение. Эта динамика имеет самостоятельное значение, поскольку относится к 
макроскопическим параметрам. В то же время для описания этой макродинамики важна 
природа микроскопического поведения, так как именно на этом уровне формируется 
результат взаимодействия элементов транспортной системы между собой. Все случайные 
возмущения складываются в соответствующую динамику макроскопического уровня. 
1 - Попков Ю.С. Теория макросистем. Равновесные модели. 2-е изд.  М.: Издательство УРСС, 2013.  320 с. 

На макроуровне динамика представляется изменением чисел заполнения 
подмножеств состояний; эти числа являются функциями времени. Запишем теперь 
математическое описание приведенных здесь подходов для случая стационарного 
состояния, как это описано в работе [14] для Р-системы. Результатом является 
формулировка модели макросистемы, позволяющей рассчитывать равновесие системы, то 
есть  число автомобилей, распределенных по отдельным подмножествам состояний. 

В настоящей статье впервые приведена математическая модель, которая в наиболее 
общем случае описывает транспортную систему, состоящую из элементов – автомобилей, 
занимающих одно из множества состояний в СТОА: 
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⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ Г� = Г�(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝝆𝝆𝝆𝝆 = 𝝆𝝆𝝆𝝆(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝒒𝒒𝒒𝒒 = 𝒒𝒒𝒒𝒒(𝑡𝑡𝑡𝑡); 

𝜏𝜏𝜏𝜏0 ≤ 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 0 + ∆𝜏𝜏𝜏𝜏;   ∆𝜏𝜏𝜏𝜏 = ∑ ∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘𝐾𝐾𝐾𝐾
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 ;

𝑽𝑽𝑽𝑽(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝑉𝑉𝑉𝑉1, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝑝𝑝𝑝𝑝 ∶  𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼 = ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)|𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣 𝑟𝑟𝑟𝑟𝛼𝛼𝛼𝛼}𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 ;

𝑣𝑣𝑣𝑣 = 1, … , 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝜋𝜋𝜋𝜋1(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝛽𝛽𝛽𝛽(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡)};
𝑮𝑮𝑮𝑮(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 ⊗𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) ≤ 𝑮𝑮𝑮𝑮∗;

𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻∗(∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘)� = −  ∑ 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛
− (𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛) ln(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑛𝑛𝑛𝑛=1 → max,

где k – индекс (номер) интервала времени Δτk ; К – число временных интервалов Δτk ; �Г – 
граф системы, содержащий связи между всеми страховщиками и сервисными 
организациями; ρρ – матрица связей бизнес-процессов; qq – матрица соответствующих связям 
пропускных способностей; t – непрерывное время; VV(t) – множество, каждый из элементов 
которого равен числу автомобилей, находящихся в момент времени t в ремонте α ; v – 
индекс автомобиля (его уникальный идентификатор); vf = Na – наибольший индекс 
автомобиля, соответствующий количеству автомобилей в текущий момент времени; πv – 
уравнение процесса обслуживания для v-го автомобиля, определяющее долю выполненной 
заявки на обслуживание; ПП(t) – множество, состоящее из отдельных уравнений процесса 
обслуживания β – индекс процесса; GG(t) – векторная функция расходования ресурса(-ов); 
𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 – вектор удельных расходов ресурса для каждого автомобиля; Н – информационная 
энтропия транспортной системы; GG* – вектор ограничений на расход ресурсов; an – 
априорные вероятности нахождения элемента в состоянии n ; GG n – емкость состояния n ; n – 
порядковый номер состояния элементов; m – общее число различных состояний. 

Представленная здесь модель транспортной системы оперирует с множеством 
уравнений процесса обслуживания. Поскольку имеется переменная времени, но на каждом 
относительно малом интервале времени реализуется гипотеза о равновесии системы, то 
модель можно отнести к классу квазидинамических. Будем считать, что формулы   образуют 

 – матрица связей бизнес-процессов; 

системы, где случайное поведение элементов преобразовано в ее детерминированное 
поведение. Эта динамика имеет самостоятельное значение, поскольку относится к 
макроскопическим параметрам. В то же время для описания этой макродинамики важна 
природа микроскопического поведения, так как именно на этом уровне формируется 
результат взаимодействия элементов транспортной системы между собой. Все случайные 
возмущения складываются в соответствующую динамику макроскопического уровня. 
1 - Попков Ю.С. Теория макросистем. Равновесные модели. 2-е изд.  М.: Издательство УРСС, 2013.  320 с. 
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математическое описание приведенных здесь подходов для случая стационарного 
состояния, как это описано в работе [14] для Р-системы. Результатом является 
формулировка модели макросистемы, позволяющей рассчитывать равновесие системы, то 
есть  число автомобилей, распределенных по отдельным подмножествам состояний. 

В настоящей статье впервые приведена математическая модель, которая в наиболее 
общем случае описывает транспортную систему, состоящую из элементов – автомобилей, 
занимающих одно из множества состояний в СТОА: 
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где k – индекс (номер) интервала времени Δτk ; К – число временных интервалов Δτk ; �Г – 
граф системы, содержащий связи между всеми страховщиками и сервисными 
организациями; ρρ – матрица связей бизнес-процессов; qq – матрица соответствующих связям 
пропускных способностей; t – непрерывное время; VV(t) – множество, каждый из элементов 
которого равен числу автомобилей, находящихся в момент времени t в ремонте α ; v – 
индекс автомобиля (его уникальный идентификатор); vf = Na – наибольший индекс 
автомобиля, соответствующий количеству автомобилей в текущий момент времени; πv – 
уравнение процесса обслуживания для v-го автомобиля, определяющее долю выполненной 
заявки на обслуживание; ПП(t) – множество, состоящее из отдельных уравнений процесса 
обслуживания β – индекс процесса; GG(t) – векторная функция расходования ресурса(-ов); 
𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 – вектор удельных расходов ресурса для каждого автомобиля; Н – информационная 
энтропия транспортной системы; GG* – вектор ограничений на расход ресурсов; an – 
априорные вероятности нахождения элемента в состоянии n ; GG n – емкость состояния n ; n – 
порядковый номер состояния элементов; m – общее число различных состояний. 

Представленная здесь модель транспортной системы оперирует с множеством 
уравнений процесса обслуживания. Поскольку имеется переменная времени, но на каждом 
относительно малом интервале времени реализуется гипотеза о равновесии системы, то 
модель можно отнести к классу квазидинамических. Будем считать, что формулы   образуют 

 – матрица соответствующих связям пропускных 
способностей; 

системы, где случайное поведение элементов преобразовано в ее детерминированное 
поведение. Эта динамика имеет самостоятельное значение, поскольку относится к 
макроскопическим параметрам. В то же время для описания этой макродинамики важна 
природа микроскопического поведения, так как именно на этом уровне формируется 
результат взаимодействия элементов транспортной системы между собой. Все случайные 
возмущения складываются в соответствующую динамику макроскопического уровня. 
1 - Попков Ю.С. Теория макросистем. Равновесные модели. 2-е изд.  М.: Издательство УРСС, 2013.  320 с. 

На макроуровне динамика представляется изменением чисел заполнения 
подмножеств состояний; эти числа являются функциями времени. Запишем теперь 
математическое описание приведенных здесь подходов для случая стационарного 
состояния, как это описано в работе [14] для Р-системы. Результатом является 
формулировка модели макросистемы, позволяющей рассчитывать равновесие системы, то 
есть  число автомобилей, распределенных по отдельным подмножествам состояний. 
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𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛
− (𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛) ln(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑛𝑛𝑛𝑛=1 → max,

где k – индекс (номер) интервала времени Δτk ; К – число временных интервалов Δτk ; �Г – 
граф системы, содержащий связи между всеми страховщиками и сервисными 
организациями; ρρ – матрица связей бизнес-процессов; qq – матрица соответствующих связям 
пропускных способностей; t – непрерывное время; VV(t) – множество, каждый из элементов 
которого равен числу автомобилей, находящихся в момент времени t в ремонте α ; v – 
индекс автомобиля (его уникальный идентификатор); vf = Na – наибольший индекс 
автомобиля, соответствующий количеству автомобилей в текущий момент времени; πv – 
уравнение процесса обслуживания для v-го автомобиля, определяющее долю выполненной 
заявки на обслуживание; ПП(t) – множество, состоящее из отдельных уравнений процесса 
обслуживания β – индекс процесса; GG(t) – векторная функция расходования ресурса(-ов); 
𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 – вектор удельных расходов ресурса для каждого автомобиля; Н – информационная 
энтропия транспортной системы; GG* – вектор ограничений на расход ресурсов; an – 
априорные вероятности нахождения элемента в состоянии n ; GG n – емкость состояния n ; n – 
порядковый номер состояния элементов; m – общее число различных состояний. 

Представленная здесь модель транспортной системы оперирует с множеством 
уравнений процесса обслуживания. Поскольку имеется переменная времени, но на каждом 
относительно малом интервале времени реализуется гипотеза о равновесии системы, то 
модель можно отнести к классу квазидинамических. Будем считать, что формулы   образуют 

 – непрерывное время; 

системы, где случайное поведение элементов преобразовано в ее детерминированное 
поведение. Эта динамика имеет самостоятельное значение, поскольку относится к 
макроскопическим параметрам. В то же время для описания этой макродинамики важна 
природа микроскопического поведения, так как именно на этом уровне формируется 
результат взаимодействия элементов транспортной системы между собой. Все случайные 
возмущения складываются в соответствующую динамику макроскопического уровня. 
1 - Попков Ю.С. Теория макросистем. Равновесные модели. 2-е изд.  М.: Издательство УРСС, 2013.  320 с. 

На макроуровне динамика представляется изменением чисел заполнения 
подмножеств состояний; эти числа являются функциями времени. Запишем теперь 
математическое описание приведенных здесь подходов для случая стационарного 
состояния, как это описано в работе [14] для Р-системы. Результатом является 
формулировка модели макросистемы, позволяющей рассчитывать равновесие системы, то 
есть  число автомобилей, распределенных по отдельным подмножествам состояний. 

В настоящей статье впервые приведена математическая модель, которая в наиболее 
общем случае описывает транспортную систему, состоящую из элементов – автомобилей, 
занимающих одно из множества состояний в СТОА: 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ Г� = Г�(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝝆𝝆𝝆𝝆 = 𝝆𝝆𝝆𝝆(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝒒𝒒𝒒𝒒 = 𝒒𝒒𝒒𝒒(𝑡𝑡𝑡𝑡); 

𝜏𝜏𝜏𝜏0 ≤ 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 0 + ∆𝜏𝜏𝜏𝜏;   ∆𝜏𝜏𝜏𝜏 = ∑ ∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘𝐾𝐾𝐾𝐾
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 ;

𝑽𝑽𝑽𝑽(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝑉𝑉𝑉𝑉1, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝑝𝑝𝑝𝑝 ∶  𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼 = ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)|𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣 𝑟𝑟𝑟𝑟𝛼𝛼𝛼𝛼}𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 ;

𝑣𝑣𝑣𝑣 = 1, … , 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝜋𝜋𝜋𝜋1(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝛽𝛽𝛽𝛽(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡)};
𝑮𝑮𝑮𝑮(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 ⊗𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) ≤ 𝑮𝑮𝑮𝑮∗;

𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻∗(∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘)� = −  ∑ 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛
− (𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛) ln(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑛𝑛𝑛𝑛=1 → max,

где k – индекс (номер) интервала времени Δτk ; К – число временных интервалов Δτk ; �Г – 
граф системы, содержащий связи между всеми страховщиками и сервисными 
организациями; ρρ – матрица связей бизнес-процессов; qq – матрица соответствующих связям 
пропускных способностей; t – непрерывное время; VV(t) – множество, каждый из элементов 
которого равен числу автомобилей, находящихся в момент времени t в ремонте α ; v – 
индекс автомобиля (его уникальный идентификатор); vf = Na – наибольший индекс 
автомобиля, соответствующий количеству автомобилей в текущий момент времени; πv – 
уравнение процесса обслуживания для v-го автомобиля, определяющее долю выполненной 
заявки на обслуживание; ПП(t) – множество, состоящее из отдельных уравнений процесса 
обслуживания β – индекс процесса; GG(t) – векторная функция расходования ресурса(-ов); 
𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 – вектор удельных расходов ресурса для каждого автомобиля; Н – информационная 
энтропия транспортной системы; GG* – вектор ограничений на расход ресурсов; an – 
априорные вероятности нахождения элемента в состоянии n ; GG n – емкость состояния n ; n – 
порядковый номер состояния элементов; m – общее число различных состояний. 

Представленная здесь модель транспортной системы оперирует с множеством 
уравнений процесса обслуживания. Поскольку имеется переменная времени, но на каждом 
относительно малом интервале времени реализуется гипотеза о равновесии системы, то 
модель можно отнести к классу квазидинамических. Будем считать, что формулы   образуют 

 – множество, каждый из элементов которого равен 
числу автомобилей, находящихся в момент времени 

системы, где случайное поведение элементов преобразовано в ее детерминированное 
поведение. Эта динамика имеет самостоятельное значение, поскольку относится к 
макроскопическим параметрам. В то же время для описания этой макродинамики важна 
природа микроскопического поведения, так как именно на этом уровне формируется 
результат взаимодействия элементов транспортной системы между собой. Все случайные 
возмущения складываются в соответствующую динамику макроскопического уровня. 
1 - Попков Ю.С. Теория макросистем. Равновесные модели. 2-е изд.  М.: Издательство УРСС, 2013.  320 с. 

На макроуровне динамика представляется изменением чисел заполнения 
подмножеств состояний; эти числа являются функциями времени. Запишем теперь 
математическое описание приведенных здесь подходов для случая стационарного 
состояния, как это описано в работе [14] для Р-системы. Результатом является 
формулировка модели макросистемы, позволяющей рассчитывать равновесие системы, то 
есть  число автомобилей, распределенных по отдельным подмножествам состояний. 

В настоящей статье впервые приведена математическая модель, которая в наиболее 
общем случае описывает транспортную систему, состоящую из элементов – автомобилей, 
занимающих одно из множества состояний в СТОА: 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ Г� = Г�(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝝆𝝆𝝆𝝆 = 𝝆𝝆𝝆𝝆(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝒒𝒒𝒒𝒒 = 𝒒𝒒𝒒𝒒(𝑡𝑡𝑡𝑡); 

𝜏𝜏𝜏𝜏0 ≤ 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 0 + ∆𝜏𝜏𝜏𝜏;   ∆𝜏𝜏𝜏𝜏 = ∑ ∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘𝐾𝐾𝐾𝐾
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 ;

𝑽𝑽𝑽𝑽(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝑉𝑉𝑉𝑉1, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝑝𝑝𝑝𝑝 ∶  𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼 = ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)|𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣 𝑟𝑟𝑟𝑟𝛼𝛼𝛼𝛼}𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 ;

𝑣𝑣𝑣𝑣 = 1, … , 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝜋𝜋𝜋𝜋1(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝛽𝛽𝛽𝛽(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡)};
𝑮𝑮𝑮𝑮(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 ⊗𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) ≤ 𝑮𝑮𝑮𝑮∗;

𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻∗(∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘)� = −  ∑ 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛
− (𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛) ln(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑛𝑛𝑛𝑛=1 → max,

где k – индекс (номер) интервала времени Δτk ; К – число временных интервалов Δτk ; �Г – 
граф системы, содержащий связи между всеми страховщиками и сервисными 
организациями; ρρ – матрица связей бизнес-процессов; qq – матрица соответствующих связям 
пропускных способностей; t – непрерывное время; VV(t) – множество, каждый из элементов 
которого равен числу автомобилей, находящихся в момент времени t в ремонте α ; v – 
индекс автомобиля (его уникальный идентификатор); vf = Na – наибольший индекс 
автомобиля, соответствующий количеству автомобилей в текущий момент времени; πv – 
уравнение процесса обслуживания для v-го автомобиля, определяющее долю выполненной 
заявки на обслуживание; ПП(t) – множество, состоящее из отдельных уравнений процесса 
обслуживания β – индекс процесса; GG(t) – векторная функция расходования ресурса(-ов); 
𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 – вектор удельных расходов ресурса для каждого автомобиля; Н – информационная 
энтропия транспортной системы; GG* – вектор ограничений на расход ресурсов; an – 
априорные вероятности нахождения элемента в состоянии n ; GG n – емкость состояния n ; n – 
порядковый номер состояния элементов; m – общее число различных состояний. 

Представленная здесь модель транспортной системы оперирует с множеством 
уравнений процесса обслуживания. Поскольку имеется переменная времени, но на каждом 
относительно малом интервале времени реализуется гипотеза о равновесии системы, то 
модель можно отнести к классу квазидинамических. Будем считать, что формулы   образуют 

 в ремонте 

системы, где случайное поведение элементов преобразовано в ее детерминированное 
поведение. Эта динамика имеет самостоятельное значение, поскольку относится к 
макроскопическим параметрам. В то же время для описания этой макродинамики важна 
природа микроскопического поведения, так как именно на этом уровне формируется 
результат взаимодействия элементов транспортной системы между собой. Все случайные 
возмущения складываются в соответствующую динамику макроскопического уровня. 
1 - Попков Ю.С. Теория макросистем. Равновесные модели. 2-е изд.  М.: Издательство УРСС, 2013.  320 с. 

На макроуровне динамика представляется изменением чисел заполнения 
подмножеств состояний; эти числа являются функциями времени. Запишем теперь 
математическое описание приведенных здесь подходов для случая стационарного 
состояния, как это описано в работе [14] для Р-системы. Результатом является 
формулировка модели макросистемы, позволяющей рассчитывать равновесие системы, то 
есть  число автомобилей, распределенных по отдельным подмножествам состояний. 

В настоящей статье впервые приведена математическая модель, которая в наиболее 
общем случае описывает транспортную систему, состоящую из элементов – автомобилей, 
занимающих одно из множества состояний в СТОА: 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ Г� = Г�(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝝆𝝆𝝆𝝆 = 𝝆𝝆𝝆𝝆(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝒒𝒒𝒒𝒒 = 𝒒𝒒𝒒𝒒(𝑡𝑡𝑡𝑡); 

𝜏𝜏𝜏𝜏0 ≤ 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 0 + ∆𝜏𝜏𝜏𝜏;   ∆𝜏𝜏𝜏𝜏 = ∑ ∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘𝐾𝐾𝐾𝐾
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 ;

𝑽𝑽𝑽𝑽(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝑉𝑉𝑉𝑉1, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝑝𝑝𝑝𝑝 ∶  𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼 = ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)|𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣 𝑟𝑟𝑟𝑟𝛼𝛼𝛼𝛼}𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 ;

𝑣𝑣𝑣𝑣 = 1, … , 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝜋𝜋𝜋𝜋1(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝛽𝛽𝛽𝛽(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡)};
𝑮𝑮𝑮𝑮(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 ⊗𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) ≤ 𝑮𝑮𝑮𝑮∗;

𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻∗(∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘)� = −  ∑ 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛
− (𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛) ln(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑛𝑛𝑛𝑛=1 → max,

где k – индекс (номер) интервала времени Δτk ; К – число временных интервалов Δτk ; �Г – 
граф системы, содержащий связи между всеми страховщиками и сервисными 
организациями; ρρ – матрица связей бизнес-процессов; qq – матрица соответствующих связям 
пропускных способностей; t – непрерывное время; VV(t) – множество, каждый из элементов 
которого равен числу автомобилей, находящихся в момент времени t в ремонте α ; v – 
индекс автомобиля (его уникальный идентификатор); vf = Na – наибольший индекс 
автомобиля, соответствующий количеству автомобилей в текущий момент времени; πv – 
уравнение процесса обслуживания для v-го автомобиля, определяющее долю выполненной 
заявки на обслуживание; ПП(t) – множество, состоящее из отдельных уравнений процесса 
обслуживания β – индекс процесса; GG(t) – векторная функция расходования ресурса(-ов); 
𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 – вектор удельных расходов ресурса для каждого автомобиля; Н – информационная 
энтропия транспортной системы; GG* – вектор ограничений на расход ресурсов; an – 
априорные вероятности нахождения элемента в состоянии n ; GG n – емкость состояния n ; n – 
порядковый номер состояния элементов; m – общее число различных состояний. 

Представленная здесь модель транспортной системы оперирует с множеством 
уравнений процесса обслуживания. Поскольку имеется переменная времени, но на каждом 
относительно малом интервале времени реализуется гипотеза о равновесии системы, то 
модель можно отнести к классу квазидинамических. Будем считать, что формулы   образуют 

; 

системы, где случайное поведение элементов преобразовано в ее детерминированное 
поведение. Эта динамика имеет самостоятельное значение, поскольку относится к 
макроскопическим параметрам. В то же время для описания этой макродинамики важна 
природа микроскопического поведения, так как именно на этом уровне формируется 
результат взаимодействия элементов транспортной системы между собой. Все случайные 
возмущения складываются в соответствующую динамику макроскопического уровня. 
1 - Попков Ю.С. Теория макросистем. Равновесные модели. 2-е изд.  М.: Издательство УРСС, 2013.  320 с. 

На макроуровне динамика представляется изменением чисел заполнения 
подмножеств состояний; эти числа являются функциями времени. Запишем теперь 
математическое описание приведенных здесь подходов для случая стационарного 
состояния, как это описано в работе [14] для Р-системы. Результатом является 
формулировка модели макросистемы, позволяющей рассчитывать равновесие системы, то 
есть  число автомобилей, распределенных по отдельным подмножествам состояний. 

В настоящей статье впервые приведена математическая модель, которая в наиболее 
общем случае описывает транспортную систему, состоящую из элементов – автомобилей, 
занимающих одно из множества состояний в СТОА: 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ Г� = Г�(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝝆𝝆𝝆𝝆 = 𝝆𝝆𝝆𝝆(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝒒𝒒𝒒𝒒 = 𝒒𝒒𝒒𝒒(𝑡𝑡𝑡𝑡); 

𝜏𝜏𝜏𝜏0 ≤ 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 0 + ∆𝜏𝜏𝜏𝜏;   ∆𝜏𝜏𝜏𝜏 = ∑ ∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘𝐾𝐾𝐾𝐾
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 ;

𝑽𝑽𝑽𝑽(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝑉𝑉𝑉𝑉1, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝑝𝑝𝑝𝑝 ∶  𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼 = ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)|𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣 𝑟𝑟𝑟𝑟𝛼𝛼𝛼𝛼}𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 ;

𝑣𝑣𝑣𝑣 = 1, … , 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝜋𝜋𝜋𝜋1(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝛽𝛽𝛽𝛽(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡)};
𝑮𝑮𝑮𝑮(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 ⊗𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) ≤ 𝑮𝑮𝑮𝑮∗;

𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻∗(∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘)� = −  ∑ 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛
− (𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛) ln(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑛𝑛𝑛𝑛=1 → max,

где k – индекс (номер) интервала времени Δτk ; К – число временных интервалов Δτk ; �Г – 
граф системы, содержащий связи между всеми страховщиками и сервисными 
организациями; ρρ – матрица связей бизнес-процессов; qq – матрица соответствующих связям 
пропускных способностей; t – непрерывное время; VV(t) – множество, каждый из элементов 
которого равен числу автомобилей, находящихся в момент времени t в ремонте α ; v – 
индекс автомобиля (его уникальный идентификатор); vf = Na – наибольший индекс 
автомобиля, соответствующий количеству автомобилей в текущий момент времени; πv – 
уравнение процесса обслуживания для v-го автомобиля, определяющее долю выполненной 
заявки на обслуживание; ПП(t) – множество, состоящее из отдельных уравнений процесса 
обслуживания β – индекс процесса; GG(t) – векторная функция расходования ресурса(-ов); 
𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 – вектор удельных расходов ресурса для каждого автомобиля; Н – информационная 
энтропия транспортной системы; GG* – вектор ограничений на расход ресурсов; an – 
априорные вероятности нахождения элемента в состоянии n ; GG n – емкость состояния n ; n – 
порядковый номер состояния элементов; m – общее число различных состояний. 

Представленная здесь модель транспортной системы оперирует с множеством 
уравнений процесса обслуживания. Поскольку имеется переменная времени, но на каждом 
относительно малом интервале времени реализуется гипотеза о равновесии системы, то 
модель можно отнести к классу квазидинамических. Будем считать, что формулы   образуют 

 – индекс автомобиля 
(его уникальный идентификатор); 

системы, где случайное поведение элементов преобразовано в ее детерминированное 
поведение. Эта динамика имеет самостоятельное значение, поскольку относится к 
макроскопическим параметрам. В то же время для описания этой макродинамики важна 
природа микроскопического поведения, так как именно на этом уровне формируется 
результат взаимодействия элементов транспортной системы между собой. Все случайные 
возмущения складываются в соответствующую динамику макроскопического уровня. 
1 - Попков Ю.С. Теория макросистем. Равновесные модели. 2-е изд.  М.: Издательство УРСС, 2013.  320 с. 

На макроуровне динамика представляется изменением чисел заполнения 
подмножеств состояний; эти числа являются функциями времени. Запишем теперь 
математическое описание приведенных здесь подходов для случая стационарного 
состояния, как это описано в работе [14] для Р-системы. Результатом является 
формулировка модели макросистемы, позволяющей рассчитывать равновесие системы, то 
есть  число автомобилей, распределенных по отдельным подмножествам состояний. 

В настоящей статье впервые приведена математическая модель, которая в наиболее 
общем случае описывает транспортную систему, состоящую из элементов – автомобилей, 
занимающих одно из множества состояний в СТОА: 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ Г� = Г�(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝝆𝝆𝝆𝝆 = 𝝆𝝆𝝆𝝆(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝒒𝒒𝒒𝒒 = 𝒒𝒒𝒒𝒒(𝑡𝑡𝑡𝑡); 

𝜏𝜏𝜏𝜏0 ≤ 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 0 + ∆𝜏𝜏𝜏𝜏;   ∆𝜏𝜏𝜏𝜏 = ∑ ∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘𝐾𝐾𝐾𝐾
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 ;

𝑽𝑽𝑽𝑽(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝑉𝑉𝑉𝑉1, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝑝𝑝𝑝𝑝 ∶  𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼 = ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)|𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣 𝑟𝑟𝑟𝑟𝛼𝛼𝛼𝛼}𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 ;

𝑣𝑣𝑣𝑣 = 1, … , 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝜋𝜋𝜋𝜋1(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝛽𝛽𝛽𝛽(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡)};
𝑮𝑮𝑮𝑮(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 ⊗𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) ≤ 𝑮𝑮𝑮𝑮∗;

𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻∗(∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘)� = −  ∑ 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛
− (𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛) ln(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑛𝑛𝑛𝑛=1 → max,

где k – индекс (номер) интервала времени Δτk ; К – число временных интервалов Δτk ; �Г – 
граф системы, содержащий связи между всеми страховщиками и сервисными 
организациями; ρρ – матрица связей бизнес-процессов; qq – матрица соответствующих связям 
пропускных способностей; t – непрерывное время; VV(t) – множество, каждый из элементов 
которого равен числу автомобилей, находящихся в момент времени t в ремонте α ; v – 
индекс автомобиля (его уникальный идентификатор); vf = Na – наибольший индекс 
автомобиля, соответствующий количеству автомобилей в текущий момент времени; πv – 
уравнение процесса обслуживания для v-го автомобиля, определяющее долю выполненной 
заявки на обслуживание; ПП(t) – множество, состоящее из отдельных уравнений процесса 
обслуживания β – индекс процесса; GG(t) – векторная функция расходования ресурса(-ов); 
𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 – вектор удельных расходов ресурса для каждого автомобиля; Н – информационная 
энтропия транспортной системы; GG* – вектор ограничений на расход ресурсов; an – 
априорные вероятности нахождения элемента в состоянии n ; GG n – емкость состояния n ; n – 
порядковый номер состояния элементов; m – общее число различных состояний. 

Представленная здесь модель транспортной системы оперирует с множеством 
уравнений процесса обслуживания. Поскольку имеется переменная времени, но на каждом 
относительно малом интервале времени реализуется гипотеза о равновесии системы, то 
модель можно отнести к классу квазидинамических. Будем считать, что формулы   образуют 

 – наибольший индекс автомобиля, соответствую-
щий количеству автомобилей в текущий момент времени; 

системы, где случайное поведение элементов преобразовано в ее детерминированное 
поведение. Эта динамика имеет самостоятельное значение, поскольку относится к 
макроскопическим параметрам. В то же время для описания этой макродинамики важна 
природа микроскопического поведения, так как именно на этом уровне формируется 
результат взаимодействия элементов транспортной системы между собой. Все случайные 
возмущения складываются в соответствующую динамику макроскопического уровня. 
1 - Попков Ю.С. Теория макросистем. Равновесные модели. 2-е изд.  М.: Издательство УРСС, 2013.  320 с. 

На макроуровне динамика представляется изменением чисел заполнения 
подмножеств состояний; эти числа являются функциями времени. Запишем теперь 
математическое описание приведенных здесь подходов для случая стационарного 
состояния, как это описано в работе [14] для Р-системы. Результатом является 
формулировка модели макросистемы, позволяющей рассчитывать равновесие системы, то 
есть  число автомобилей, распределенных по отдельным подмножествам состояний. 

В настоящей статье впервые приведена математическая модель, которая в наиболее 
общем случае описывает транспортную систему, состоящую из элементов – автомобилей, 
занимающих одно из множества состояний в СТОА: 
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⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ Г� = Г�(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝝆𝝆𝝆𝝆 = 𝝆𝝆𝝆𝝆(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝒒𝒒𝒒𝒒 = 𝒒𝒒𝒒𝒒(𝑡𝑡𝑡𝑡); 

𝜏𝜏𝜏𝜏0 ≤ 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 0 + ∆𝜏𝜏𝜏𝜏;   ∆𝜏𝜏𝜏𝜏 = ∑ ∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘𝐾𝐾𝐾𝐾
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 ;

𝑽𝑽𝑽𝑽(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝑉𝑉𝑉𝑉1, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝑝𝑝𝑝𝑝 ∶  𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼 = ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)|𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣 𝑟𝑟𝑟𝑟𝛼𝛼𝛼𝛼}𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 ;

𝑣𝑣𝑣𝑣 = 1, … , 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝜋𝜋𝜋𝜋1(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝛽𝛽𝛽𝛽(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡)};
𝑮𝑮𝑮𝑮(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 ⊗𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) ≤ 𝑮𝑮𝑮𝑮∗;

𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻∗(∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘)� = −  ∑ 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛
− (𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛) ln(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑛𝑛𝑛𝑛=1 → max,

где k – индекс (номер) интервала времени Δτk ; К – число временных интервалов Δτk ; �Г – 
граф системы, содержащий связи между всеми страховщиками и сервисными 
организациями; ρρ – матрица связей бизнес-процессов; qq – матрица соответствующих связям 
пропускных способностей; t – непрерывное время; VV(t) – множество, каждый из элементов 
которого равен числу автомобилей, находящихся в момент времени t в ремонте α ; v – 
индекс автомобиля (его уникальный идентификатор); vf = Na – наибольший индекс 
автомобиля, соответствующий количеству автомобилей в текущий момент времени; πv – 
уравнение процесса обслуживания для v-го автомобиля, определяющее долю выполненной 
заявки на обслуживание; ПП(t) – множество, состоящее из отдельных уравнений процесса 
обслуживания β – индекс процесса; GG(t) – векторная функция расходования ресурса(-ов); 
𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 – вектор удельных расходов ресурса для каждого автомобиля; Н – информационная 
энтропия транспортной системы; GG* – вектор ограничений на расход ресурсов; an – 
априорные вероятности нахождения элемента в состоянии n ; GG n – емкость состояния n ; n – 
порядковый номер состояния элементов; m – общее число различных состояний. 

Представленная здесь модель транспортной системы оперирует с множеством 
уравнений процесса обслуживания. Поскольку имеется переменная времени, но на каждом 
относительно малом интервале времени реализуется гипотеза о равновесии системы, то 
модель можно отнести к классу квазидинамических. Будем считать, что формулы   образуют 

 – уравнение процесса обслужи-
вания для v-го автомобиля, определяющее долю выполненной заявки на обслуживание; 

системы, где случайное поведение элементов преобразовано в ее детерминированное 
поведение. Эта динамика имеет самостоятельное значение, поскольку относится к 
макроскопическим параметрам. В то же время для описания этой макродинамики важна 
природа микроскопического поведения, так как именно на этом уровне формируется 
результат взаимодействия элементов транспортной системы между собой. Все случайные 
возмущения складываются в соответствующую динамику макроскопического уровня. 
1 - Попков Ю.С. Теория макросистем. Равновесные модели. 2-е изд.  М.: Издательство УРСС, 2013.  320 с. 

На макроуровне динамика представляется изменением чисел заполнения 
подмножеств состояний; эти числа являются функциями времени. Запишем теперь 
математическое описание приведенных здесь подходов для случая стационарного 
состояния, как это описано в работе [14] для Р-системы. Результатом является 
формулировка модели макросистемы, позволяющей рассчитывать равновесие системы, то 
есть  число автомобилей, распределенных по отдельным подмножествам состояний. 

В настоящей статье впервые приведена математическая модель, которая в наиболее 
общем случае описывает транспортную систему, состоящую из элементов – автомобилей, 
занимающих одно из множества состояний в СТОА: 
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⎪
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⎧ Г� = Г�(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝝆𝝆𝝆𝝆 = 𝝆𝝆𝝆𝝆(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝒒𝒒𝒒𝒒 = 𝒒𝒒𝒒𝒒(𝑡𝑡𝑡𝑡); 

𝜏𝜏𝜏𝜏0 ≤ 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 0 + ∆𝜏𝜏𝜏𝜏;   ∆𝜏𝜏𝜏𝜏 = ∑ ∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘𝐾𝐾𝐾𝐾
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 ;

𝑽𝑽𝑽𝑽(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝑉𝑉𝑉𝑉1, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝑝𝑝𝑝𝑝 ∶  𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼 = ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)|𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣 𝑟𝑟𝑟𝑟𝛼𝛼𝛼𝛼}𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 ;

𝑣𝑣𝑣𝑣 = 1, … , 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝜋𝜋𝜋𝜋1(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝛽𝛽𝛽𝛽(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡)};
𝑮𝑮𝑮𝑮(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 ⊗𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) ≤ 𝑮𝑮𝑮𝑮∗;

𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻∗(∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘)� = −  ∑ 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛
− (𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛) ln(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑛𝑛𝑛𝑛=1 → max,

где k – индекс (номер) интервала времени Δτk ; К – число временных интервалов Δτk ; �Г – 
граф системы, содержащий связи между всеми страховщиками и сервисными 
организациями; ρρ – матрица связей бизнес-процессов; qq – матрица соответствующих связям 
пропускных способностей; t – непрерывное время; VV(t) – множество, каждый из элементов 
которого равен числу автомобилей, находящихся в момент времени t в ремонте α ; v – 
индекс автомобиля (его уникальный идентификатор); vf = Na – наибольший индекс 
автомобиля, соответствующий количеству автомобилей в текущий момент времени; πv – 
уравнение процесса обслуживания для v-го автомобиля, определяющее долю выполненной 
заявки на обслуживание; ПП(t) – множество, состоящее из отдельных уравнений процесса 
обслуживания β – индекс процесса; GG(t) – векторная функция расходования ресурса(-ов); 
𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 – вектор удельных расходов ресурса для каждого автомобиля; Н – информационная 
энтропия транспортной системы; GG* – вектор ограничений на расход ресурсов; an – 
априорные вероятности нахождения элемента в состоянии n ; GG n – емкость состояния n ; n – 
порядковый номер состояния элементов; m – общее число различных состояний. 

Представленная здесь модель транспортной системы оперирует с множеством 
уравнений процесса обслуживания. Поскольку имеется переменная времени, но на каждом 
относительно малом интервале времени реализуется гипотеза о равновесии системы, то 
модель можно отнести к классу квазидинамических. Будем считать, что формулы   образуют 

 
– множество, состоящее из отдельных уравнений процесса обслуживания 

системы, где случайное поведение элементов преобразовано в ее детерминированное 
поведение. Эта динамика имеет самостоятельное значение, поскольку относится к 
макроскопическим параметрам. В то же время для описания этой макродинамики важна 
природа микроскопического поведения, так как именно на этом уровне формируется 
результат взаимодействия элементов транспортной системы между собой. Все случайные 
возмущения складываются в соответствующую динамику макроскопического уровня. 
1 - Попков Ю.С. Теория макросистем. Равновесные модели. 2-е изд.  М.: Издательство УРСС, 2013.  320 с. 

На макроуровне динамика представляется изменением чисел заполнения 
подмножеств состояний; эти числа являются функциями времени. Запишем теперь 
математическое описание приведенных здесь подходов для случая стационарного 
состояния, как это описано в работе [14] для Р-системы. Результатом является 
формулировка модели макросистемы, позволяющей рассчитывать равновесие системы, то 
есть  число автомобилей, распределенных по отдельным подмножествам состояний. 

В настоящей статье впервые приведена математическая модель, которая в наиболее 
общем случае описывает транспортную систему, состоящую из элементов – автомобилей, 
занимающих одно из множества состояний в СТОА: 
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𝒒𝒒𝒒𝒒 = 𝒒𝒒𝒒𝒒(𝑡𝑡𝑡𝑡); 

𝜏𝜏𝜏𝜏0 ≤ 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 0 + ∆𝜏𝜏𝜏𝜏;   ∆𝜏𝜏𝜏𝜏 = ∑ ∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘𝐾𝐾𝐾𝐾
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𝑽𝑽𝑽𝑽(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝑉𝑉𝑉𝑉1, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝑝𝑝𝑝𝑝 ∶  𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼 = ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)|𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣 𝑟𝑟𝑟𝑟𝛼𝛼𝛼𝛼}𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 ;

𝑣𝑣𝑣𝑣 = 1, … , 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝜋𝜋𝜋𝜋1(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝛽𝛽𝛽𝛽(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡)};
𝑮𝑮𝑮𝑮(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 ⊗𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) ≤ 𝑮𝑮𝑮𝑮∗;

𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻∗(∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘)� = −  ∑ 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛
− (𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛) ln(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑛𝑛𝑛𝑛=1 → max,

где k – индекс (номер) интервала времени Δτk ; К – число временных интервалов Δτk ; �Г – 
граф системы, содержащий связи между всеми страховщиками и сервисными 
организациями; ρρ – матрица связей бизнес-процессов; qq – матрица соответствующих связям 
пропускных способностей; t – непрерывное время; VV(t) – множество, каждый из элементов 
которого равен числу автомобилей, находящихся в момент времени t в ремонте α ; v – 
индекс автомобиля (его уникальный идентификатор); vf = Na – наибольший индекс 
автомобиля, соответствующий количеству автомобилей в текущий момент времени; πv – 
уравнение процесса обслуживания для v-го автомобиля, определяющее долю выполненной 
заявки на обслуживание; ПП(t) – множество, состоящее из отдельных уравнений процесса 
обслуживания β – индекс процесса; GG(t) – векторная функция расходования ресурса(-ов); 
𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 – вектор удельных расходов ресурса для каждого автомобиля; Н – информационная 
энтропия транспортной системы; GG* – вектор ограничений на расход ресурсов; an – 
априорные вероятности нахождения элемента в состоянии n ; GG n – емкость состояния n ; n – 
порядковый номер состояния элементов; m – общее число различных состояний. 

Представленная здесь модель транспортной системы оперирует с множеством 
уравнений процесса обслуживания. Поскольку имеется переменная времени, но на каждом 
относительно малом интервале времени реализуется гипотеза о равновесии системы, то 
модель можно отнести к классу квазидинамических. Будем считать, что формулы   образуют 

 – индекс процесса;  

системы, где случайное поведение элементов преобразовано в ее детерминированное 
поведение. Эта динамика имеет самостоятельное значение, поскольку относится к 
макроскопическим параметрам. В то же время для описания этой макродинамики важна 
природа микроскопического поведения, так как именно на этом уровне формируется 
результат взаимодействия элементов транспортной системы между собой. Все случайные 
возмущения складываются в соответствующую динамику макроскопического уровня. 
1 - Попков Ю.С. Теория макросистем. Равновесные модели. 2-е изд.  М.: Издательство УРСС, 2013.  320 с. 

На макроуровне динамика представляется изменением чисел заполнения 
подмножеств состояний; эти числа являются функциями времени. Запишем теперь 
математическое описание приведенных здесь подходов для случая стационарного 
состояния, как это описано в работе [14] для Р-системы. Результатом является 
формулировка модели макросистемы, позволяющей рассчитывать равновесие системы, то 
есть  число автомобилей, распределенных по отдельным подмножествам состояний. 

В настоящей статье впервые приведена математическая модель, которая в наиболее 
общем случае описывает транспортную систему, состоящую из элементов – автомобилей, 
занимающих одно из множества состояний в СТОА: 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ Г� = Г�(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝝆𝝆𝝆𝝆 = 𝝆𝝆𝝆𝝆(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝒒𝒒𝒒𝒒 = 𝒒𝒒𝒒𝒒(𝑡𝑡𝑡𝑡); 

𝜏𝜏𝜏𝜏0 ≤ 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 0 + ∆𝜏𝜏𝜏𝜏;   ∆𝜏𝜏𝜏𝜏 = ∑ ∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘𝐾𝐾𝐾𝐾
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 ;

𝑽𝑽𝑽𝑽(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝑉𝑉𝑉𝑉1, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝑝𝑝𝑝𝑝 ∶  𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼 = ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)|𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣 𝑟𝑟𝑟𝑟𝛼𝛼𝛼𝛼}𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 ;

𝑣𝑣𝑣𝑣 = 1, … , 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝜋𝜋𝜋𝜋1(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝛽𝛽𝛽𝛽(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡)};
𝑮𝑮𝑮𝑮(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 ⊗𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) ≤ 𝑮𝑮𝑮𝑮∗;

𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻∗(∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘)� = −  ∑ 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛
− (𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛) ln(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑛𝑛𝑛𝑛=1 → max,

где k – индекс (номер) интервала времени Δτk ; К – число временных интервалов Δτk ; �Г – 
граф системы, содержащий связи между всеми страховщиками и сервисными 
организациями; ρρ – матрица связей бизнес-процессов; qq – матрица соответствующих связям 
пропускных способностей; t – непрерывное время; VV(t) – множество, каждый из элементов 
которого равен числу автомобилей, находящихся в момент времени t в ремонте α ; v – 
индекс автомобиля (его уникальный идентификатор); vf = Na – наибольший индекс 
автомобиля, соответствующий количеству автомобилей в текущий момент времени; πv – 
уравнение процесса обслуживания для v-го автомобиля, определяющее долю выполненной 
заявки на обслуживание; ПП(t) – множество, состоящее из отдельных уравнений процесса 
обслуживания β – индекс процесса; GG(t) – векторная функция расходования ресурса(-ов); 
𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 – вектор удельных расходов ресурса для каждого автомобиля; Н – информационная 
энтропия транспортной системы; GG* – вектор ограничений на расход ресурсов; an – 
априорные вероятности нахождения элемента в состоянии n ; GG n – емкость состояния n ; n – 
порядковый номер состояния элементов; m – общее число различных состояний. 

Представленная здесь модель транспортной системы оперирует с множеством 
уравнений процесса обслуживания. Поскольку имеется переменная времени, но на каждом 
относительно малом интервале времени реализуется гипотеза о равновесии системы, то 
модель можно отнести к классу квазидинамических. Будем считать, что формулы   образуют 

 – векторная функция расходования ресурса(-ов); 

системы, где случайное поведение элементов преобразовано в ее детерминированное 
поведение. Эта динамика имеет самостоятельное значение, поскольку относится к 
макроскопическим параметрам. В то же время для описания этой макродинамики важна 
природа микроскопического поведения, так как именно на этом уровне формируется 
результат взаимодействия элементов транспортной системы между собой. Все случайные 
возмущения складываются в соответствующую динамику макроскопического уровня. 
1 - Попков Ю.С. Теория макросистем. Равновесные модели. 2-е изд.  М.: Издательство УРСС, 2013.  320 с. 

На макроуровне динамика представляется изменением чисел заполнения 
подмножеств состояний; эти числа являются функциями времени. Запишем теперь 
математическое описание приведенных здесь подходов для случая стационарного 
состояния, как это описано в работе [14] для Р-системы. Результатом является 
формулировка модели макросистемы, позволяющей рассчитывать равновесие системы, то 
есть  число автомобилей, распределенных по отдельным подмножествам состояний. 

В настоящей статье впервые приведена математическая модель, которая в наиболее 
общем случае описывает транспортную систему, состоящую из элементов – автомобилей, 
занимающих одно из множества состояний в СТОА: 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ Г� = Г�(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝝆𝝆𝝆𝝆 = 𝝆𝝆𝝆𝝆(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝒒𝒒𝒒𝒒 = 𝒒𝒒𝒒𝒒(𝑡𝑡𝑡𝑡); 

𝜏𝜏𝜏𝜏0 ≤ 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 0 + ∆𝜏𝜏𝜏𝜏;   ∆𝜏𝜏𝜏𝜏 = ∑ ∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘𝐾𝐾𝐾𝐾
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 ;

𝑽𝑽𝑽𝑽(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝑉𝑉𝑉𝑉1, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝑝𝑝𝑝𝑝 ∶  𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼 = ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)|𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣 𝑟𝑟𝑟𝑟𝛼𝛼𝛼𝛼}𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 ;

𝑣𝑣𝑣𝑣 = 1, … , 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝜋𝜋𝜋𝜋1(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝛽𝛽𝛽𝛽(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡)};
𝑮𝑮𝑮𝑮(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 ⊗𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) ≤ 𝑮𝑮𝑮𝑮∗;

𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻∗(∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘)� = −  ∑ 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛
− (𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛) ln(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑛𝑛𝑛𝑛=1 → max,

где k – индекс (номер) интервала времени Δτk ; К – число временных интервалов Δτk ; �Г – 
граф системы, содержащий связи между всеми страховщиками и сервисными 
организациями; ρρ – матрица связей бизнес-процессов; qq – матрица соответствующих связям 
пропускных способностей; t – непрерывное время; VV(t) – множество, каждый из элементов 
которого равен числу автомобилей, находящихся в момент времени t в ремонте α ; v – 
индекс автомобиля (его уникальный идентификатор); vf = Na – наибольший индекс 
автомобиля, соответствующий количеству автомобилей в текущий момент времени; πv – 
уравнение процесса обслуживания для v-го автомобиля, определяющее долю выполненной 
заявки на обслуживание; ПП(t) – множество, состоящее из отдельных уравнений процесса 
обслуживания β – индекс процесса; GG(t) – векторная функция расходования ресурса(-ов); 
𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 – вектор удельных расходов ресурса для каждого автомобиля; Н – информационная 
энтропия транспортной системы; GG* – вектор ограничений на расход ресурсов; an – 
априорные вероятности нахождения элемента в состоянии n ; GG n – емкость состояния n ; n – 
порядковый номер состояния элементов; m – общее число различных состояний. 

Представленная здесь модель транспортной системы оперирует с множеством 
уравнений процесса обслуживания. Поскольку имеется переменная времени, но на каждом 
относительно малом интервале времени реализуется гипотеза о равновесии системы, то 
модель можно отнести к классу квазидинамических. Будем считать, что формулы   образуют 

 – вектор удельных расходов ресурса для 
каждого автомобиля; 

системы, где случайное поведение элементов преобразовано в ее детерминированное 
поведение. Эта динамика имеет самостоятельное значение, поскольку относится к 
макроскопическим параметрам. В то же время для описания этой макродинамики важна 
природа микроскопического поведения, так как именно на этом уровне формируется 
результат взаимодействия элементов транспортной системы между собой. Все случайные 
возмущения складываются в соответствующую динамику макроскопического уровня. 
1 - Попков Ю.С. Теория макросистем. Равновесные модели. 2-е изд.  М.: Издательство УРСС, 2013.  320 с. 

На макроуровне динамика представляется изменением чисел заполнения 
подмножеств состояний; эти числа являются функциями времени. Запишем теперь 
математическое описание приведенных здесь подходов для случая стационарного 
состояния, как это описано в работе [14] для Р-системы. Результатом является 
формулировка модели макросистемы, позволяющей рассчитывать равновесие системы, то 
есть  число автомобилей, распределенных по отдельным подмножествам состояний. 

В настоящей статье впервые приведена математическая модель, которая в наиболее 
общем случае описывает транспортную систему, состоящую из элементов – автомобилей, 
занимающих одно из множества состояний в СТОА: 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ Г� = Г�(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝝆𝝆𝝆𝝆 = 𝝆𝝆𝝆𝝆(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝒒𝒒𝒒𝒒 = 𝒒𝒒𝒒𝒒(𝑡𝑡𝑡𝑡); 

𝜏𝜏𝜏𝜏0 ≤ 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 0 + ∆𝜏𝜏𝜏𝜏;   ∆𝜏𝜏𝜏𝜏 = ∑ ∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘𝐾𝐾𝐾𝐾
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 ;

𝑽𝑽𝑽𝑽(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝑉𝑉𝑉𝑉1, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝑝𝑝𝑝𝑝 ∶  𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼 = ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)|𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣 𝑟𝑟𝑟𝑟𝛼𝛼𝛼𝛼}𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 ;

𝑣𝑣𝑣𝑣 = 1, … , 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝜋𝜋𝜋𝜋1(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝛽𝛽𝛽𝛽(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡)};
𝑮𝑮𝑮𝑮(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 ⊗𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) ≤ 𝑮𝑮𝑮𝑮∗;

𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻∗(∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘)� = −  ∑ 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛
− (𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛) ln(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑛𝑛𝑛𝑛=1 → max,

где k – индекс (номер) интервала времени Δτk ; К – число временных интервалов Δτk ; �Г – 
граф системы, содержащий связи между всеми страховщиками и сервисными 
организациями; ρρ – матрица связей бизнес-процессов; qq – матрица соответствующих связям 
пропускных способностей; t – непрерывное время; VV(t) – множество, каждый из элементов 
которого равен числу автомобилей, находящихся в момент времени t в ремонте α ; v – 
индекс автомобиля (его уникальный идентификатор); vf = Na – наибольший индекс 
автомобиля, соответствующий количеству автомобилей в текущий момент времени; πv – 
уравнение процесса обслуживания для v-го автомобиля, определяющее долю выполненной 
заявки на обслуживание; ПП(t) – множество, состоящее из отдельных уравнений процесса 
обслуживания β – индекс процесса; GG(t) – векторная функция расходования ресурса(-ов); 
𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 – вектор удельных расходов ресурса для каждого автомобиля; Н – информационная 
энтропия транспортной системы; GG* – вектор ограничений на расход ресурсов; an – 
априорные вероятности нахождения элемента в состоянии n ; GG n – емкость состояния n ; n – 
порядковый номер состояния элементов; m – общее число различных состояний. 

Представленная здесь модель транспортной системы оперирует с множеством 
уравнений процесса обслуживания. Поскольку имеется переменная времени, но на каждом 
относительно малом интервале времени реализуется гипотеза о равновесии системы, то 
модель можно отнести к классу квазидинамических. Будем считать, что формулы   образуют 

 – информационная энтропия транспортной системы; 

системы, где случайное поведение элементов преобразовано в ее детерминированное 
поведение. Эта динамика имеет самостоятельное значение, поскольку относится к 
макроскопическим параметрам. В то же время для описания этой макродинамики важна 
природа микроскопического поведения, так как именно на этом уровне формируется 
результат взаимодействия элементов транспортной системы между собой. Все случайные 
возмущения складываются в соответствующую динамику макроскопического уровня. 
1 - Попков Ю.С. Теория макросистем. Равновесные модели. 2-е изд.  М.: Издательство УРСС, 2013.  320 с. 

На макроуровне динамика представляется изменением чисел заполнения 
подмножеств состояний; эти числа являются функциями времени. Запишем теперь 
математическое описание приведенных здесь подходов для случая стационарного 
состояния, как это описано в работе [14] для Р-системы. Результатом является 
формулировка модели макросистемы, позволяющей рассчитывать равновесие системы, то 
есть  число автомобилей, распределенных по отдельным подмножествам состояний. 

В настоящей статье впервые приведена математическая модель, которая в наиболее 
общем случае описывает транспортную систему, состоящую из элементов – автомобилей, 
занимающих одно из множества состояний в СТОА: 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ Г� = Г�(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝝆𝝆𝝆𝝆 = 𝝆𝝆𝝆𝝆(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝒒𝒒𝒒𝒒 = 𝒒𝒒𝒒𝒒(𝑡𝑡𝑡𝑡); 

𝜏𝜏𝜏𝜏0 ≤ 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 0 + ∆𝜏𝜏𝜏𝜏;   ∆𝜏𝜏𝜏𝜏 = ∑ ∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘𝐾𝐾𝐾𝐾
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 ;

𝑽𝑽𝑽𝑽(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝑉𝑉𝑉𝑉1, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝑝𝑝𝑝𝑝 ∶  𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼 = ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)|𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣 𝑟𝑟𝑟𝑟𝛼𝛼𝛼𝛼}𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 ;

𝑣𝑣𝑣𝑣 = 1, … , 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝜋𝜋𝜋𝜋1(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝛽𝛽𝛽𝛽(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡)};
𝑮𝑮𝑮𝑮(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 ⊗𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) ≤ 𝑮𝑮𝑮𝑮∗;

𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻∗(∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘)� = −  ∑ 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛
− (𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛) ln(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑛𝑛𝑛𝑛=1 → max,

где k – индекс (номер) интервала времени Δτk ; К – число временных интервалов Δτk ; �Г – 
граф системы, содержащий связи между всеми страховщиками и сервисными 
организациями; ρρ – матрица связей бизнес-процессов; qq – матрица соответствующих связям 
пропускных способностей; t – непрерывное время; VV(t) – множество, каждый из элементов 
которого равен числу автомобилей, находящихся в момент времени t в ремонте α ; v – 
индекс автомобиля (его уникальный идентификатор); vf = Na – наибольший индекс 
автомобиля, соответствующий количеству автомобилей в текущий момент времени; πv – 
уравнение процесса обслуживания для v-го автомобиля, определяющее долю выполненной 
заявки на обслуживание; ПП(t) – множество, состоящее из отдельных уравнений процесса 
обслуживания β – индекс процесса; GG(t) – векторная функция расходования ресурса(-ов); 
𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 – вектор удельных расходов ресурса для каждого автомобиля; Н – информационная 
энтропия транспортной системы; GG* – вектор ограничений на расход ресурсов; an – 
априорные вероятности нахождения элемента в состоянии n ; GG n – емкость состояния n ; n – 
порядковый номер состояния элементов; m – общее число различных состояний. 

Представленная здесь модель транспортной системы оперирует с множеством 
уравнений процесса обслуживания. Поскольку имеется переменная времени, но на каждом 
относительно малом интервале времени реализуется гипотеза о равновесии системы, то 
модель можно отнести к классу квазидинамических. Будем считать, что формулы   образуют 

 – вектор огра-
ничений на расход ресурсов; 

системы, где случайное поведение элементов преобразовано в ее детерминированное 
поведение. Эта динамика имеет самостоятельное значение, поскольку относится к 
макроскопическим параметрам. В то же время для описания этой макродинамики важна 
природа микроскопического поведения, так как именно на этом уровне формируется 
результат взаимодействия элементов транспортной системы между собой. Все случайные 
возмущения складываются в соответствующую динамику макроскопического уровня. 
1 - Попков Ю.С. Теория макросистем. Равновесные модели. 2-е изд.  М.: Издательство УРСС, 2013.  320 с. 

На макроуровне динамика представляется изменением чисел заполнения 
подмножеств состояний; эти числа являются функциями времени. Запишем теперь 
математическое описание приведенных здесь подходов для случая стационарного 
состояния, как это описано в работе [14] для Р-системы. Результатом является 
формулировка модели макросистемы, позволяющей рассчитывать равновесие системы, то 
есть  число автомобилей, распределенных по отдельным подмножествам состояний. 

В настоящей статье впервые приведена математическая модель, которая в наиболее 
общем случае описывает транспортную систему, состоящую из элементов – автомобилей, 
занимающих одно из множества состояний в СТОА: 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ Г� = Г�(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝝆𝝆𝝆𝝆 = 𝝆𝝆𝝆𝝆(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝒒𝒒𝒒𝒒 = 𝒒𝒒𝒒𝒒(𝑡𝑡𝑡𝑡); 

𝜏𝜏𝜏𝜏0 ≤ 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 0 + ∆𝜏𝜏𝜏𝜏;   ∆𝜏𝜏𝜏𝜏 = ∑ ∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘𝐾𝐾𝐾𝐾
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 ;

𝑽𝑽𝑽𝑽(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝑉𝑉𝑉𝑉1, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝑝𝑝𝑝𝑝 ∶  𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼 = ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)|𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣 𝑟𝑟𝑟𝑟𝛼𝛼𝛼𝛼}𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 ;

𝑣𝑣𝑣𝑣 = 1, … , 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝜋𝜋𝜋𝜋1(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝛽𝛽𝛽𝛽(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡)};
𝑮𝑮𝑮𝑮(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 ⊗𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) ≤ 𝑮𝑮𝑮𝑮∗;

𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻∗(∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘)� = −  ∑ 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛
− (𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛) ln(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑛𝑛𝑛𝑛=1 → max,

где k – индекс (номер) интервала времени Δτk ; К – число временных интервалов Δτk ; �Г – 
граф системы, содержащий связи между всеми страховщиками и сервисными 
организациями; ρρ – матрица связей бизнес-процессов; qq – матрица соответствующих связям 
пропускных способностей; t – непрерывное время; VV(t) – множество, каждый из элементов 
которого равен числу автомобилей, находящихся в момент времени t в ремонте α ; v – 
индекс автомобиля (его уникальный идентификатор); vf = Na – наибольший индекс 
автомобиля, соответствующий количеству автомобилей в текущий момент времени; πv – 
уравнение процесса обслуживания для v-го автомобиля, определяющее долю выполненной 
заявки на обслуживание; ПП(t) – множество, состоящее из отдельных уравнений процесса 
обслуживания β – индекс процесса; GG(t) – векторная функция расходования ресурса(-ов); 
𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 – вектор удельных расходов ресурса для каждого автомобиля; Н – информационная 
энтропия транспортной системы; GG* – вектор ограничений на расход ресурсов; an – 
априорные вероятности нахождения элемента в состоянии n ; GG n – емкость состояния n ; n – 
порядковый номер состояния элементов; m – общее число различных состояний. 

Представленная здесь модель транспортной системы оперирует с множеством 
уравнений процесса обслуживания. Поскольку имеется переменная времени, но на каждом 
относительно малом интервале времени реализуется гипотеза о равновесии системы, то 
модель можно отнести к классу квазидинамических. Будем считать, что формулы   образуют 

 – априорные вероятности нахождения элемента в состоянии 

системы, где случайное поведение элементов преобразовано в ее детерминированное 
поведение. Эта динамика имеет самостоятельное значение, поскольку относится к 
макроскопическим параметрам. В то же время для описания этой макродинамики важна 
природа микроскопического поведения, так как именно на этом уровне формируется 
результат взаимодействия элементов транспортной системы между собой. Все случайные 
возмущения складываются в соответствующую динамику макроскопического уровня. 
1 - Попков Ю.С. Теория макросистем. Равновесные модели. 2-е изд.  М.: Издательство УРСС, 2013.  320 с. 

На макроуровне динамика представляется изменением чисел заполнения 
подмножеств состояний; эти числа являются функциями времени. Запишем теперь 
математическое описание приведенных здесь подходов для случая стационарного 
состояния, как это описано в работе [14] для Р-системы. Результатом является 
формулировка модели макросистемы, позволяющей рассчитывать равновесие системы, то 
есть  число автомобилей, распределенных по отдельным подмножествам состояний. 

В настоящей статье впервые приведена математическая модель, которая в наиболее 
общем случае описывает транспортную систему, состоящую из элементов – автомобилей, 
занимающих одно из множества состояний в СТОА: 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ Г� = Г�(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝝆𝝆𝝆𝝆 = 𝝆𝝆𝝆𝝆(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝒒𝒒𝒒𝒒 = 𝒒𝒒𝒒𝒒(𝑡𝑡𝑡𝑡); 

𝜏𝜏𝜏𝜏0 ≤ 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 0 + ∆𝜏𝜏𝜏𝜏;   ∆𝜏𝜏𝜏𝜏 = ∑ ∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘𝐾𝐾𝐾𝐾
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 ;

𝑽𝑽𝑽𝑽(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝑉𝑉𝑉𝑉1, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝑝𝑝𝑝𝑝 ∶  𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼 = ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)|𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣 𝑟𝑟𝑟𝑟𝛼𝛼𝛼𝛼}𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 ;

𝑣𝑣𝑣𝑣 = 1, … , 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝜋𝜋𝜋𝜋1(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝛽𝛽𝛽𝛽(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡)};
𝑮𝑮𝑮𝑮(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 ⊗𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) ≤ 𝑮𝑮𝑮𝑮∗;

𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻∗(∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘)� = −  ∑ 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛
− (𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛) ln(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑛𝑛𝑛𝑛=1 → max,

где k – индекс (номер) интервала времени Δτk ; К – число временных интервалов Δτk ; �Г – 
граф системы, содержащий связи между всеми страховщиками и сервисными 
организациями; ρρ – матрица связей бизнес-процессов; qq – матрица соответствующих связям 
пропускных способностей; t – непрерывное время; VV(t) – множество, каждый из элементов 
которого равен числу автомобилей, находящихся в момент времени t в ремонте α ; v – 
индекс автомобиля (его уникальный идентификатор); vf = Na – наибольший индекс 
автомобиля, соответствующий количеству автомобилей в текущий момент времени; πv – 
уравнение процесса обслуживания для v-го автомобиля, определяющее долю выполненной 
заявки на обслуживание; ПП(t) – множество, состоящее из отдельных уравнений процесса 
обслуживания β – индекс процесса; GG(t) – векторная функция расходования ресурса(-ов); 
𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 – вектор удельных расходов ресурса для каждого автомобиля; Н – информационная 
энтропия транспортной системы; GG* – вектор ограничений на расход ресурсов; an – 
априорные вероятности нахождения элемента в состоянии n ; GG n – емкость состояния n ; n – 
порядковый номер состояния элементов; m – общее число различных состояний. 

Представленная здесь модель транспортной системы оперирует с множеством 
уравнений процесса обслуживания. Поскольку имеется переменная времени, но на каждом 
относительно малом интервале времени реализуется гипотеза о равновесии системы, то 
модель можно отнести к классу квазидинамических. Будем считать, что формулы   образуют 

;  

системы, где случайное поведение элементов преобразовано в ее детерминированное 
поведение. Эта динамика имеет самостоятельное значение, поскольку относится к 
макроскопическим параметрам. В то же время для описания этой макродинамики важна 
природа микроскопического поведения, так как именно на этом уровне формируется 
результат взаимодействия элементов транспортной системы между собой. Все случайные 
возмущения складываются в соответствующую динамику макроскопического уровня. 
1 - Попков Ю.С. Теория макросистем. Равновесные модели. 2-е изд.  М.: Издательство УРСС, 2013.  320 с. 

На макроуровне динамика представляется изменением чисел заполнения 
подмножеств состояний; эти числа являются функциями времени. Запишем теперь 
математическое описание приведенных здесь подходов для случая стационарного 
состояния, как это описано в работе [14] для Р-системы. Результатом является 
формулировка модели макросистемы, позволяющей рассчитывать равновесие системы, то 
есть  число автомобилей, распределенных по отдельным подмножествам состояний. 

В настоящей статье впервые приведена математическая модель, которая в наиболее 
общем случае описывает транспортную систему, состоящую из элементов – автомобилей, 
занимающих одно из множества состояний в СТОА: 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ Г� = Г�(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝝆𝝆𝝆𝝆 = 𝝆𝝆𝝆𝝆(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝒒𝒒𝒒𝒒 = 𝒒𝒒𝒒𝒒(𝑡𝑡𝑡𝑡); 

𝜏𝜏𝜏𝜏0 ≤ 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 0 + ∆𝜏𝜏𝜏𝜏;   ∆𝜏𝜏𝜏𝜏 = ∑ ∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘𝐾𝐾𝐾𝐾
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 ;

𝑽𝑽𝑽𝑽(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝑉𝑉𝑉𝑉1, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝑝𝑝𝑝𝑝 ∶  𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼 = ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)|𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣 𝑟𝑟𝑟𝑟𝛼𝛼𝛼𝛼}𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 ;

𝑣𝑣𝑣𝑣 = 1, … , 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝜋𝜋𝜋𝜋1(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝛽𝛽𝛽𝛽(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡)};
𝑮𝑮𝑮𝑮(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 ⊗𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) ≤ 𝑮𝑮𝑮𝑮∗;

𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻∗(∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘)� = −  ∑ 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛
− (𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛) ln(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑛𝑛𝑛𝑛=1 → max,

где k – индекс (номер) интервала времени Δτk ; К – число временных интервалов Δτk ; �Г – 
граф системы, содержащий связи между всеми страховщиками и сервисными 
организациями; ρρ – матрица связей бизнес-процессов; qq – матрица соответствующих связям 
пропускных способностей; t – непрерывное время; VV(t) – множество, каждый из элементов 
которого равен числу автомобилей, находящихся в момент времени t в ремонте α ; v – 
индекс автомобиля (его уникальный идентификатор); vf = Na – наибольший индекс 
автомобиля, соответствующий количеству автомобилей в текущий момент времени; πv – 
уравнение процесса обслуживания для v-го автомобиля, определяющее долю выполненной 
заявки на обслуживание; ПП(t) – множество, состоящее из отдельных уравнений процесса 
обслуживания β – индекс процесса; GG(t) – векторная функция расходования ресурса(-ов); 
𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 – вектор удельных расходов ресурса для каждого автомобиля; Н – информационная 
энтропия транспортной системы; GG* – вектор ограничений на расход ресурсов; an – 
априорные вероятности нахождения элемента в состоянии n ; GG n – емкость состояния n ; n – 
порядковый номер состояния элементов; m – общее число различных состояний. 

Представленная здесь модель транспортной системы оперирует с множеством 
уравнений процесса обслуживания. Поскольку имеется переменная времени, но на каждом 
относительно малом интервале времени реализуется гипотеза о равновесии системы, то 
модель можно отнести к классу квазидинамических. Будем считать, что формулы   образуют 

 – емкость состояния 

системы, где случайное поведение элементов преобразовано в ее детерминированное 
поведение. Эта динамика имеет самостоятельное значение, поскольку относится к 
макроскопическим параметрам. В то же время для описания этой макродинамики важна 
природа микроскопического поведения, так как именно на этом уровне формируется 
результат взаимодействия элементов транспортной системы между собой. Все случайные 
возмущения складываются в соответствующую динамику макроскопического уровня. 
1 - Попков Ю.С. Теория макросистем. Равновесные модели. 2-е изд.  М.: Издательство УРСС, 2013.  320 с. 

На макроуровне динамика представляется изменением чисел заполнения 
подмножеств состояний; эти числа являются функциями времени. Запишем теперь 
математическое описание приведенных здесь подходов для случая стационарного 
состояния, как это описано в работе [14] для Р-системы. Результатом является 
формулировка модели макросистемы, позволяющей рассчитывать равновесие системы, то 
есть  число автомобилей, распределенных по отдельным подмножествам состояний. 

В настоящей статье впервые приведена математическая модель, которая в наиболее 
общем случае описывает транспортную систему, состоящую из элементов – автомобилей, 
занимающих одно из множества состояний в СТОА: 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ Г� = Г�(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝝆𝝆𝝆𝝆 = 𝝆𝝆𝝆𝝆(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝒒𝒒𝒒𝒒 = 𝒒𝒒𝒒𝒒(𝑡𝑡𝑡𝑡); 

𝜏𝜏𝜏𝜏0 ≤ 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 0 + ∆𝜏𝜏𝜏𝜏;   ∆𝜏𝜏𝜏𝜏 = ∑ ∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘𝐾𝐾𝐾𝐾
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 ;

𝑽𝑽𝑽𝑽(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝑉𝑉𝑉𝑉1, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝑝𝑝𝑝𝑝 ∶  𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼 = ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)|𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣 𝑟𝑟𝑟𝑟𝛼𝛼𝛼𝛼}𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 ;

𝑣𝑣𝑣𝑣 = 1, … , 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝜋𝜋𝜋𝜋1(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝛽𝛽𝛽𝛽(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡)};
𝑮𝑮𝑮𝑮(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 ⊗𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) ≤ 𝑮𝑮𝑮𝑮∗;

𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻∗(∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘)� = −  ∑ 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛
− (𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛) ln(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑛𝑛𝑛𝑛=1 → max,

где k – индекс (номер) интервала времени Δτk ; К – число временных интервалов Δτk ; �Г – 
граф системы, содержащий связи между всеми страховщиками и сервисными 
организациями; ρρ – матрица связей бизнес-процессов; qq – матрица соответствующих связям 
пропускных способностей; t – непрерывное время; VV(t) – множество, каждый из элементов 
которого равен числу автомобилей, находящихся в момент времени t в ремонте α ; v – 
индекс автомобиля (его уникальный идентификатор); vf = Na – наибольший индекс 
автомобиля, соответствующий количеству автомобилей в текущий момент времени; πv – 
уравнение процесса обслуживания для v-го автомобиля, определяющее долю выполненной 
заявки на обслуживание; ПП(t) – множество, состоящее из отдельных уравнений процесса 
обслуживания β – индекс процесса; GG(t) – векторная функция расходования ресурса(-ов); 
𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 – вектор удельных расходов ресурса для каждого автомобиля; Н – информационная 
энтропия транспортной системы; GG* – вектор ограничений на расход ресурсов; an – 
априорные вероятности нахождения элемента в состоянии n ; GG n – емкость состояния n ; n – 
порядковый номер состояния элементов; m – общее число различных состояний. 

Представленная здесь модель транспортной системы оперирует с множеством 
уравнений процесса обслуживания. Поскольку имеется переменная времени, но на каждом 
относительно малом интервале времени реализуется гипотеза о равновесии системы, то 
модель можно отнести к классу квазидинамических. Будем считать, что формулы   образуют 

; 

системы, где случайное поведение элементов преобразовано в ее детерминированное 
поведение. Эта динамика имеет самостоятельное значение, поскольку относится к 
макроскопическим параметрам. В то же время для описания этой макродинамики важна 
природа микроскопического поведения, так как именно на этом уровне формируется 
результат взаимодействия элементов транспортной системы между собой. Все случайные 
возмущения складываются в соответствующую динамику макроскопического уровня. 
1 - Попков Ю.С. Теория макросистем. Равновесные модели. 2-е изд.  М.: Издательство УРСС, 2013.  320 с. 

На макроуровне динамика представляется изменением чисел заполнения 
подмножеств состояний; эти числа являются функциями времени. Запишем теперь 
математическое описание приведенных здесь подходов для случая стационарного 
состояния, как это описано в работе [14] для Р-системы. Результатом является 
формулировка модели макросистемы, позволяющей рассчитывать равновесие системы, то 
есть  число автомобилей, распределенных по отдельным подмножествам состояний. 

В настоящей статье впервые приведена математическая модель, которая в наиболее 
общем случае описывает транспортную систему, состоящую из элементов – автомобилей, 
занимающих одно из множества состояний в СТОА: 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ Г� = Г�(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝝆𝝆𝝆𝝆 = 𝝆𝝆𝝆𝝆(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝒒𝒒𝒒𝒒 = 𝒒𝒒𝒒𝒒(𝑡𝑡𝑡𝑡); 

𝜏𝜏𝜏𝜏0 ≤ 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 0 + ∆𝜏𝜏𝜏𝜏;   ∆𝜏𝜏𝜏𝜏 = ∑ ∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘𝐾𝐾𝐾𝐾
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 ;

𝑽𝑽𝑽𝑽(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝑉𝑉𝑉𝑉1, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝑝𝑝𝑝𝑝 ∶  𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼 = ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)|𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣 𝑟𝑟𝑟𝑟𝛼𝛼𝛼𝛼}𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 ;

𝑣𝑣𝑣𝑣 = 1, … , 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝜋𝜋𝜋𝜋1(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝛽𝛽𝛽𝛽(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡)};
𝑮𝑮𝑮𝑮(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 ⊗𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) ≤ 𝑮𝑮𝑮𝑮∗;

𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻∗(∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘)� = −  ∑ 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛
− (𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛) ln(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑛𝑛𝑛𝑛=1 → max,

где k – индекс (номер) интервала времени Δτk ; К – число временных интервалов Δτk ; �Г – 
граф системы, содержащий связи между всеми страховщиками и сервисными 
организациями; ρρ – матрица связей бизнес-процессов; qq – матрица соответствующих связям 
пропускных способностей; t – непрерывное время; VV(t) – множество, каждый из элементов 
которого равен числу автомобилей, находящихся в момент времени t в ремонте α ; v – 
индекс автомобиля (его уникальный идентификатор); vf = Na – наибольший индекс 
автомобиля, соответствующий количеству автомобилей в текущий момент времени; πv – 
уравнение процесса обслуживания для v-го автомобиля, определяющее долю выполненной 
заявки на обслуживание; ПП(t) – множество, состоящее из отдельных уравнений процесса 
обслуживания β – индекс процесса; GG(t) – векторная функция расходования ресурса(-ов); 
𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 – вектор удельных расходов ресурса для каждого автомобиля; Н – информационная 
энтропия транспортной системы; GG* – вектор ограничений на расход ресурсов; an – 
априорные вероятности нахождения элемента в состоянии n ; GG n – емкость состояния n ; n – 
порядковый номер состояния элементов; m – общее число различных состояний. 

Представленная здесь модель транспортной системы оперирует с множеством 
уравнений процесса обслуживания. Поскольку имеется переменная времени, но на каждом 
относительно малом интервале времени реализуется гипотеза о равновесии системы, то 
модель можно отнести к классу квазидинамических. Будем считать, что формулы   образуют 

 – порядковый номер состояния элементов; 

системы, где случайное поведение элементов преобразовано в ее детерминированное 
поведение. Эта динамика имеет самостоятельное значение, поскольку относится к 
макроскопическим параметрам. В то же время для описания этой макродинамики важна 
природа микроскопического поведения, так как именно на этом уровне формируется 
результат взаимодействия элементов транспортной системы между собой. Все случайные 
возмущения складываются в соответствующую динамику макроскопического уровня. 
1 - Попков Ю.С. Теория макросистем. Равновесные модели. 2-е изд.  М.: Издательство УРСС, 2013.  320 с. 

На макроуровне динамика представляется изменением чисел заполнения 
подмножеств состояний; эти числа являются функциями времени. Запишем теперь 
математическое описание приведенных здесь подходов для случая стационарного 
состояния, как это описано в работе [14] для Р-системы. Результатом является 
формулировка модели макросистемы, позволяющей рассчитывать равновесие системы, то 
есть  число автомобилей, распределенных по отдельным подмножествам состояний. 

В настоящей статье впервые приведена математическая модель, которая в наиболее 
общем случае описывает транспортную систему, состоящую из элементов – автомобилей, 
занимающих одно из множества состояний в СТОА: 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ Г� = Г�(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝝆𝝆𝝆𝝆 = 𝝆𝝆𝝆𝝆(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝒒𝒒𝒒𝒒 = 𝒒𝒒𝒒𝒒(𝑡𝑡𝑡𝑡); 

𝜏𝜏𝜏𝜏0 ≤ 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 0 + ∆𝜏𝜏𝜏𝜏;   ∆𝜏𝜏𝜏𝜏 = ∑ ∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘𝐾𝐾𝐾𝐾
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 ;

𝑽𝑽𝑽𝑽(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝑉𝑉𝑉𝑉1, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼, … ,𝑉𝑉𝑉𝑉𝑝𝑝𝑝𝑝 ∶  𝑉𝑉𝑉𝑉𝛼𝛼𝛼𝛼 = ∑ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡)|𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣 𝑟𝑟𝑟𝑟𝛼𝛼𝛼𝛼}𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 ;

𝑣𝑣𝑣𝑣 = 1, … , 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡);
𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣 = 𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑡𝑡𝑡𝑡);

𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) = {𝜋𝜋𝜋𝜋1(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝛽𝛽𝛽𝛽(𝑡𝑡𝑡𝑡), … ,𝜋𝜋𝜋𝜋𝑣𝑣𝑣𝑣𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑡𝑡)};
𝑮𝑮𝑮𝑮(𝑡𝑡𝑡𝑡) = 𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 ⊗𝜫𝜫𝜫𝜫(𝑡𝑡𝑡𝑡) ≤ 𝑮𝑮𝑮𝑮∗;

𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻∗(∆𝜏𝜏𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘)� = −  ∑ 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛
− (𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛) ln(𝐺𝐺𝐺𝐺𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑛𝑛𝑛𝑛=1 → max,

где k – индекс (номер) интервала времени Δτk ; К – число временных интервалов Δτk ; �Г – 
граф системы, содержащий связи между всеми страховщиками и сервисными 
организациями; ρρ – матрица связей бизнес-процессов; qq – матрица соответствующих связям 
пропускных способностей; t – непрерывное время; VV(t) – множество, каждый из элементов 
которого равен числу автомобилей, находящихся в момент времени t в ремонте α ; v – 
индекс автомобиля (его уникальный идентификатор); vf = Na – наибольший индекс 
автомобиля, соответствующий количеству автомобилей в текущий момент времени; πv – 
уравнение процесса обслуживания для v-го автомобиля, определяющее долю выполненной 
заявки на обслуживание; ПП(t) – множество, состоящее из отдельных уравнений процесса 
обслуживания β – индекс процесса; GG(t) – векторная функция расходования ресурса(-ов); 
𝒈𝒈𝒈𝒈𝑣𝑣𝑣𝑣 – вектор удельных расходов ресурса для каждого автомобиля; Н – информационная 
энтропия транспортной системы; GG* – вектор ограничений на расход ресурсов; an – 
априорные вероятности нахождения элемента в состоянии n ; GG n – емкость состояния n ; n – 
порядковый номер состояния элементов; m – общее число различных состояний. 

Представленная здесь модель транспортной системы оперирует с множеством 
уравнений процесса обслуживания. Поскольку имеется переменная времени, но на каждом 
относительно малом интервале времени реализуется гипотеза о равновесии системы, то 
модель можно отнести к классу квазидинамических. Будем считать, что формулы   образуют 

 – общее число раз-
личных состояний.
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Представленная здесь модель транспорт-
ной системы оперирует с множеством урав-
нений процесса обслуживания. Поскольку 
имеется переменная времени, но на каждом 
относительно малом интервале времени ре-
ализуется гипотеза о равновесии системы, то 
модель можно отнести к классу квазидинами-
ческих. Будем считать, что формулы образуют 
замкнутую систему уравнений и неравенств с 
учетом неуказанных здесь вспомогательных 
соотношений. Тогда соотношения образуют 
постановку задачи оптимизации процесса об-
служивания, если в качестве критерия опти-
мальности выбрать минимум расходования 
ресурсов.

РЕЗУЛЬТАТЫ
В работе были выполнены расчеты с по-

мощью разработанной авторами статьи про-
грамм, составленной на основе алгоритмов 
из книги Ю.С. Попкова [12], которая позволяет 
рассчитывать равновесие Р-системы. Цель 
расчета – показать влияние величин, от кото-
рых может зависеть равновесие. Эти расчеты 
послужат затем обоснованием для методик, 
разработанных с целью повышения коэффи-
циентов технической готовности транспортных 
систем. Полученные результаты показывают 

характер зависимостей между ёмкостями и 
априорными вероятностями и количеством ав-
томобилей, находящихся на ремонте в СТОА 
(результатом). Ниже используются следующие 
обозначения:

α – априорная вероятность. Априорная ве-
роятность есть оценка исследователя того, 
что изучаемое событие произойдёт (элемент 
займет некоторое состояние из известного 
подмножества), основанная на теоретической 
точке зрения или на основе ранее проведён-
ных наблюдений;

R – количество одновременно находящих-
ся автомобилей в каждой конкретной фазе 
(приемка, дефектовка, кузовной ремонт и т.д.).

Ёмкости СТОА показывают, какое макси-
мальное количество автомобилей одновре-
менно может обслуживать СТО.

Ресурсы показывают количество поступаю-
щих в ремонт автомобилей от страховых ком-
паний.

Показатели, которые различны в разных 
группах СТОА: станции были ранжированы в 
четырех категориях в зависимости от размера 
СТОА, ее специализации и степени партнер-
ских отношений со страховой компанией. Ка-
ждой группе СТОА присвоено свои значения 
показателей и сведены в таблицу.

Таблица
Категории СТОА

Источник: составлено авторами.

Table
STOA categories

Source: compiled by the authors.

Кате- 
гория 
СТОА

Коли- 
чество 
СТОА

Характеристики СТОА Распределение потока 
автомобилей по СТОА Комментарий

1 3 СТОА официального 
дилера

30% от общего числа. 
Направляются на ремонт 

гарантийные и негарантийные 
ТС

Все страховые компании работают 
(направляют на ремонт) в эти СТОА, 

взамен официальный дилер заключает 
договора страхования (как агент) на 

проданные автомобили

2 3

СТОА, не являющиеся 
официальным дилером 

и специализирущиеся на 
кузовном ремонте

30 % от общего числа. 
Направляются на ремонт 

как гарантийные, так и 
негарантийные автомобили, 

т.к. цены ниже, чем у 
официальных дилеров

Все страховые компании работают 
(направляют на ремонт) в эти 

СТОА, т.к. цены в них ниже, чем у 
официального дилера

3 9

СТОА, не являющиеся 
официальным дилером 
и выполняющие любые 

работы

30% от общего числа. В 
основном постгарантийные 

автомобили. Цены на ремонт 
равняются 2-й категории или 

ниже

Большинство страховых компаний 
работают с данными СТОА, т.к. цены 
на уровне СТОА 2-й категории или 

ниже (как правило, выполняют ремонт 
средней или легкой сложности)

4 5

СТОА, не являющиеся 
официальным дилером 
и выполняющие любые 

работы (небольшие 
СТОА)

10% от общего числа. 
Постгарантийные автомобили, 
преимущественно с ремонтом 

легкой сложности. Цены на 
ремонт равняются категории 3 

или ниже

Страховые компании со СТОА данной 
категории работают по «остаточному 
принципу», цены на уровне СТОА 3-й 
категории или ниже. Ремонт легкой 

сложности
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Рисунок 1 – Влияние априорной вероятности на количество автомобилей, 
находящихся в ремонте 

Источник: составлено авторами. 
 

Figure 1 – The effect of a priori probability on the number of cars under repair 
Source: compiled by the authors. 

 
На рисунке 2 видно, что при увеличении ёмкости СТОА растет количество 

автомобилей, находящихся в ремонте. Не показаны графики для априорных вероятностей и 
удельных расходов ресурсов, так как эти показатели выбраны одинаковыми для всех СТОА 
(подмножества состояний). Значения показателей при построении графика: емкости – 10, 40, 
70, 100; априорные вероятности – 0,4; ресурсы – 10; удельный расход ресурсов – 0,04. 
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Figure 1 – The effect of a priori probability on the number of cars under repair
Source: compiled by the authors.

 
 
 

Рисунок 2 – Влияние величины емкости состояний на количество автомобилей, 
находящихся в ремонте 

Источник: составлено авторами. 
 

Figure 2 – The effect of the capacity of states on the number of cars under repair 
Source: compiled by the authors. 

 
ОБСУЖДЕНИЕ И ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 
Предварительный анализ показал возможность исследований с применением методов 

теории транспортных макросистем для решения задач поиска равновесия в системах 
массового обслуживания. Практически полное отсутствие научных работ по 
рассматриваемой теме, а именно рассмотрение системы взаимодействия, которую можно 
представить как «треугольник» со сторонами: Клиент, Страховщик, СТОА, функционирование 
которой направлено на организацию и проведение восстановительного ремонта 
автомобилей. Чаще можно найти работы, которые посвящены отдельно тематике СТОА и 
страховых компаний, работающих в сфере автострахования. Так, наиболее актуальными 
являются вопросы, связанные с ценовой политикой автострахования [15], использования 
телематических технологий [16, 17], прогнозных моделей премиальных выплат [18]. 
Телематика как технология в автостраховании известна и среди российских исследователей 
[19] как инновационная форма ведения бизнес-процессов. Все перечисленное ставит вопрос 
по поводу применения используемых в настоящей статье результатов, так как они имеют 
большое значение при математическом моделировании всей системы «Клиент-Страховщик-
СТОА» на макроуровне, что соответствует региональным системам. При этом существенным 
является именно объединенный подход, в котором процессы Страховщика становятся 
необходимым элементом, влияющим на работу всей совокупности СТОА. Таким образом, 
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Figure 2 – The effect of the capacity of states on the number of cars under repair
Source: compiled by the authors.

На рисунке 1 показано, что при росте апри-
орной вероятности (разные значения в каждой 
группе СТОА) растет количество автомоби-
лей, находящихся в ремонте на СТОА, однако 
не указаны показатели емкости, ресурсов и 
удельного расхода ресурсов, так как они при-
няты одинаковыми для всех СТОА (подмно-
жества состояний). Значения показателей при 
построении графика: емкости – 50; априорные 
вероятности – 0,3, 0,3, 0,3, 0,1; ресурсы – 10; 
удельный расход ресурсов – 0,04.

На рисунке 2 видно, что при увеличении 
ёмкости СТОА растет количество автомоби-
лей, находящихся в ремонте. Не показаны гра-
фики для априорных вероятностей и удельных 
расходов ресурсов, так как эти показатели вы-
браны одинаковыми для всех СТОА (подмно-
жества состояний). Значения показателей при 
построении графика: емкости – 10, 40, 70, 100; 
априорные вероятности – 0,4; ресурсы – 10; 
удельный расход ресурсов – 0,04.
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ОБСУЖДЕНИЕ И ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Предварительный анализ показал возмож-

ность исследований с применением методов 
теории транспортных макросистем для ре-
шения задач поиска равновесия в системах 
массового обслуживания. Практически полное 
отсутствие научных работ по рассматривае-
мой теме, а именно рассмотрение системы 
взаимодействия, которую можно представить 
как «треугольник» со сторонами: Клиент, Стра-
ховщик, СТОА, функционирование которой 
направлено на организацию и проведение 
восстановительного ремонта автомобилей. 
Чаще можно найти работы, которые посвя-
щены отдельно тематике СТОА и страховых 
компаний, работающих в сфере автострахо-
вания. Так, наиболее актуальными являются 
вопросы, связанные с ценовой политикой ав-
тострахования [15], использования телемати-
ческих технологий [16, 17], прогнозных моде-
лей премиальных выплат [18]. Телематика как 
технология в автостраховании известна и сре-
ди российских исследователей [19] как инно-
вационная форма ведения бизнес-процессов. 
Все перечисленное ставит вопрос по поводу 
применения используемых в настоящей ста-
тье результатов, так как они имеют большое 
значение при математическом моделировании 
всей системы «Клиент-Страховщик-СТОА» на 
макроуровне, что соответствует региональ-
ным системам. При этом существенным явля-
ется именно объединенный подход, в котором 
процессы Страховщика становятся необходи-
мым элементом, влияющим на работу всей 
совокупности СТОА. Таким образом, модели 
организации работ по послеаварийному ре-
монту автомобилей на уровне математических 
моделей, обеспечивающих поиск равновес-
ных распределений клиентов по СТОА долж-
ны учитывать особенности функционирования 
Страховщиков.

Итак, данные результаты могут быть при-
менены при разработке новой модели взаи-
модействия СТОА и Страховщика в области 
организации и проведения ремонта повре-
жденных автомобилей по автострахованию, 
позволяющей сократить время простоя авто-
мобилей в ремонте.

Совокупность СТОА представляет собой 
множество состояний, а каждая СТОА – кон-
кретное состояние, заполняемое некоторым 
числом автомобилей. Емкость каждой СТОА 
для заполняющих данное состояние автомо-
билей обозначим Gi, где i – номер СТОА. Смысл 
данной величины заключается в том, что оно 
представляет собой число одновременно об-

служиваемых автомобилей с кузовным ремон-
том (а также с другими дополнительными ви-
дами ремонта, сопровождающего кузовной), 
направленных от страховых компаний. Таким 
образом, емкость Gi непосредственно влияет 
на скорость ремонта автомобилей.

Отдельные простейшие работы по об-
служиванию автомобилей, такие как уборка, 
очистка кузова, кабины, мойка автомобиля и 
его заправка топливом и другими материала-
ми, а также внешний технический контроль мо-
гут быть выполнены самими владельцами-во-
дителями автомобилей. Однако ряд серьезных 
работ по обслуживанию автомобилей и восста-
новление утраченной работоспособности их 
агрегатов, узлов, деталей и систем, требующих 
использования средств технического контроля, 
специальных оборудований и инструментов, 
выполняются в специальных обслуживающих 
предприятиях и мастерских, силами специаль-
но подготовленных работников.

Современный автосервис во многих стра-
нах мира располагает широко разветвленной 
и хорошо налаженной сетью предприятий 
как по обслуживанию автомобилей, так и по 
торговле или запасными частями и матери-
алами к ним, а также их хранению. Социаль-
но-экономическое значение автосервиса за-
ключается в том, что он, являясь составной 
частью системы автомобильного транспор-
та независимо от формы его собственно-
сти, служит обеспечению бесперебойности, 
регулярности, надежности, безопасности и 
экономичности автомобильных перевозок. 
Заметим, что вопросы повышения безопасно-
сти поведения водителей становятся, как ни 
странно, частью бизнеса Страховщика. Так, 
многие зарубежные работы посвящены теме 
риск-менеджмента, опирающегося на данные 
о поведении водителя, полученные напрямую 
от телематических систем и исследуемые ма-
шинным интеллектом [20, 21, 22, 23, 24]. Это 
означает, что цепочка связей в системе «Кли-
ент-Страховщик-СТОА» замыкается не толь-
ко в направлении «Клиент-Страховщик», но 
и в направлении «Страховщик-Клиент», где у 
Страховщика появляются новые данные о по-
ведении водителей и возможность влиять на 
безопасность транспортного процесса прак-
тически в режиме реального времени. В этом 
процессе, представляющем явный системный 
характер, не последнее значение имеет про-
блема удержания клиентов [25], а также тех-
нологий мониторинга вождения [26]. Все это 
указывает на то, что в исследуемой системе 
вопросы ее устойчивости выходят на новый 
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уровень, когда безопасность вождения стано-
вится управляющим параметром со стороны 
именно Страховщика, а не участников дорож-
ного движения. Сокращающаяся за счет этого 
аварийность приводит к более стабильной ра-
боте страховых компаний, а следовательно, и 
к более полному покрытию убытков и к более 
качественному и быстрому восстановлению 
автомобилей. Работа СТОА теперь имеет все 
возможности к более точному и тонкому пла-
нированию загрузки со стороны Клиентов.

Следовательно, при «более тесном сотруд-
ничестве» СТОА и Страховщика кардиналь-
ных изменений в целях СТОА не будет. Однако 
с большой долей вероятности будет смеще-
ние приоритетов к скорости ремонта (оказыва-
емых услуг) и повышению качества ремонта.

На сегодняшний день проблемы взаимо-
действия СТОА и Страховщика сводятся к опе-
ративности согласования объема и стоимости 
восстановительного ремонта поврежденного 
автомобиля. Также Страховщик не гарантиру-
ет конкретный СТОА постоянный поток в ре-
монт поврежденных автомобилей, а выбирает 
из списка СТОА – партнеров.

При «более тесном сотрудничестве» поток 
поврежденных автомобилей в ремонт будет 
выше, соответственно загрузка СТОА уве-
личится. Одновременно уменьшится время 
ремонта за счет сокращения простоя автомо-
билей в ремонте на время, необходимое на 
согласование объема и стоимости ремонтных 
работ и необходимых запасных частей (при их 
необходимости).

Более тесное взаимодействие СТОА и 
Страховщика. Возможны разные варианты 
взаимодействия: например, на основании до-
говора или в другом варианте Страховщик 
организовывает работы своего собственного 
СТОА как обособленного подразделения ком-
пании. Следовательно, возможные эффекты 
от применения теории и моделей выглядит как:

•	 сокращение простоя автомобилей в 
ремонте;

•	 повышение качества оказываемых  
услуг;

•	 уменьшение затрат Страховщика на 
оплату ремонта поврежденных автомобилей;

•	 снижение стоимости автострахования 
за счет сниженных затрат Страховщика на вы-
плату страхового возмещения (оплату стоимо-
сти восстановительного ремонта).
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АННОТАЦИЯ
Введение. В статье рассматривается разработка теоретической модели для внедрения цифровых 
двойников автомобильных дорог и оценка их эффективности в системе организации дорожного движе-
ния с адаптацией принципов их построения к особенностям транспортной инфраструктуры России.
Материалы и методы. Интеграция цифровых двойников в управлении дорожным движением демон-
стрирует свою эффективность благодаря тесной взаимосвязи с интеллектуальными транспортными 
системами. В основе исследования лежит современный метод и системный анализ создания и приме-
нения цифровых двойников. Авторами предложена математическая модель для формализации и оценки 
эффективности, которая интегрирует такие ключевые факторы, как затраты на содержание дорог, 
снижение времени простоя транспорта, экономия топлива и повышение безопасности. Цифровые двой-
ники приносят экономическую выгоду за счет более точного прогнозирования ремонтных и профилак-
тических работ, сокращения эксплуатационных расходов и уменьшения необходимости постоянного 
присутствия персонала на объектах. Кроме того, они также выступают ключевым инструментом дол-
госрочного планирования, предоставляя возможность моделировать будущие сценарии развития транс-
портной сети с минимальными финансовыми затратами.
Результаты. Исследование охватило методы прогнозной аналитики, данные пилотных проектов и 
подходы к созданию цифровых двойников, использующих данные, собранные с помощью сетей датчиков, 
видеокамер и беспилотников. Обработка и объединение этой информации в единую цифровую платфор-
му позволяют в режиме реального времени отслеживать изменения на дорогах, прогнозировать разви-
тие ситуаций и принимать обоснованные управленческие решения с помощью инструментов предска-
зательной аналитики.
Для оценки эффективности цифровых двойников разработана и формализована теоретико-экономиче-
ская модель, которая позволяет количественно обосновать инвестиционные решения. Определены не-
которые специфические проблемы масштабирования технологий в Российской Федерации, включая не-
достаточную нормативно-правовую базу, разработку единых стандартов данных, кадровый дефицит. 
Представлена структурированная таблица развития цифровых двойников и их ключевых направлений.
Обсуждение и заключение. Исследование показало, что объединение цифровых двойников с интеллек-
туальными транспортными системами открывает широкие возможности для оптимизации управления 
дорожным потоком, улучшения безопасности на дорогах и увеличения транспортной емкости.
Комплексная оптимизации дорожного движения невозможна без показанной практической значимости 
цифровых двойников. Предложенная модель может являться основой для планирования и обоснования 
инвестиций в цифровизацию транспортной инфраструктуры на различных государственных и муници-
пальном уровнях. Однако успешная реализация зависит от многих факторов и требует комплексного 
подхода, включая серьезную подготовку кадров на всех уровнях, развитие нормативной базы и формиро-
вание единой цифровой экосистемы.
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ABSTRACT 
Introduction. The article considers the development of the theoretical model for the implementation of digital twins 
of highways and assesses their effectiveness within the traffic management system, adapting their construction 
principles to the specifics of Russia’s transport infrastructure.
Materials and Methods. The integration of digital twins into traffic management demonstrates its effectiveness 
through a close relationship with intelligent transport systems. The research is based on modern method and 
system analysis to the creation and application of digital twins. The authors propose a mathematical model for 
formalizing and evaluating the effectiveness, which integrates key factors such as: road maintenance costs, reduc-
tion of vehicle idle time, fuel savings, and improved safety. Digital twins generate economic benefits through more 
accurate forecasting of repair and preventive maintenance work, diminishing operational expenses, and decreased 
need for constant personnel presence at sites. Furthermore, they also serve as a key tool for long-term planning, 
providing the capability to model future scenarios for the development of the transport network with minimal finan-
cial investment.
Results. The study encompassed methods of predictive analytics, data from pilot projects, and approaches to 
creating digital twins that utilize data collected by sensor networks, video cameras, and drones. Processing and 
integrating this information into the unified digital platform enables real-time monitoring of changes on the roads, 
forecasting situation development, and making informed management decisions using tools of predictive analytics.
A theoretical and economic model has been developed and formalized to assess the effectiveness of digital twins, 
providing quantitative justification for investment decisions. Several specific problems related to scaling these tech-
nologies in the Russian Federation were identified, including an insufficient regulatory framework, the need to 
develop unified data standards, and a shortage of skilled personnel. A structured table outlining the development of 
digital twins and their key directions is presented.
Discussion and Conclusion. The research has showed that combining digital twins with intelligent transport sys-
tems opens sufficient opportunities for optimizing traffic flow management, improving road safety, and increasing 
transport capacity.
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Comprehensive traffic optimization is impossible without demonstrating the practical significance of digital twins. 
The proposed model can serve as a basis for planning and justifying investments in the digitalization of transport 
infrastructure at various state and municipal levels. However, successful implementation depends on many factors 
and requires a complex approach, including serious personnel training at all levels, development of the regulatory 
framework, and creation of the unified digital ecosystem.

KEYWORDS: digital twin, traffic management, intelligent transportation systems, theoretical and economic model, 
traffic flow optimization, road safety 
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ВВЕДЕНИЕ
Российская транспортная система в по-

следнее время испытывает серьезные испы-
тания, вызванные несколькими ключевыми 
факторами: стремительным увеличением ко-
личества транспортных средств, перегрузкой 
дорожной сети, ухудшением экологического 
состояния и ростом количества ДТП. Традици-
онные подходы к управлению транспортными 
потоками уже не справляются с современны-
ми вызовами: они не обладают достаточной 
гибкостью, эффективностью и масштабируе-
мостью. В качестве перспективного решения 
выделяются цифровые двойники, представля-
ющие собой виртуальные копии физических 
объектов, постоянно обновляемые актуальной 
информацией в реальном времени. В их со-
став входят геометрическая модель, сведения 
о техническом состоянии объектов, история 
эксплуатации и аналитические инструменты 1.

Разработка комплексного подхода к приме-
нению цифровых двойников автомобильных 
дорог является целью данного исследования, 
что в итоге должно непременно сказаться на 
повышении эффективности организации до-
рожного движения, адаптированного именно 
к российским условиям, а создание теорети-
ческой модели должно привести к правильной 
оценке экономической и практической эф-
фективности. Стоит отметить, что внедрение 
цифровых двойников сопровождается рядом 
трудностей, среди которых стоит выделить 
необходимость обработки массивных данных, 
создание надежной защищенной системы и 
обеспечение мощных вычислительных ресур-

сов для обработки информации в динамичном 
режиме. Необходимо также разработать соот-
ветствующие нормативно-правовые акты, по-
скольку текущие стандарты не всегда адекват-
но отражают особенности функционирования 
таких систем [1].

Цифровые двойники, благодаря стреми-
тельному развитию технологий, открывают 
новые возможности для совершенствования 
транспортных систем, уменьшения пробок и 
усиления безопасности на дорогах. Для дости-
жения цели поставлены следующие задачи:

- провести системный анализ современных 
методик создания и применения цифровых 
двойников в дорожно-транспортной сфере с 
выделением перспективных направлений;

- разработать теоретическую модель, фор-
мализующую взаимосвязь ключевых фак-
торов эффективности внедрения цифровых 
двойников в систему организации дорожного 
движения; 

- предложить вариант создания экономи-
ко-математического аппарата для комплекс-
ной оценки инвестиционной целесообразно-
сти и окупаемости проектов цифровизации 
дорожной инфраструктуры; 

- выявить и систематизировать основные 
проблемы и перспективы развития технологии 
цифровых двойников автодорог в России.

Современная концепция обеспечения без-
опасного и эффективного движения высоко-
автоматизированных транспортных средств 
(ВАТС) по автомобильным дорогам общего 
пользования, в том числе в условиях смешан-
ного транспортного потока, предполагает обя-
зательное взаимодействие ВАТС с интеллек-
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туальными транспортными системами (ИТС) с 
использованием цифровых двойников дороги 
и систем высокоточного позиционирования. 
Такая система способна ускорить внедрение 
автономного транспорта, который сможет без-
опасно и с высокой эффективностью работать 
в густонаселенных городах [2].

Актуальность темы подчеркивается не 
только глобальными трендами цифровизации, 
но и конкретными инициативами, такими как 
федеральный проект «Цифровая транспорт-
ная сеть» и стратегии развития умных горо-
дов. Результаты данного исследования могут 
быть полезны для государственных органов, 
занимающихся планированием транспортной 
политики, а также для коммерческих органи-
заций, внедряющих интеллектуальные систе-
мы управления перевозками. Информация, 
полученная от этих моделей, играет ключевую 
роль в создании ИТС, что подтверждается ак-
туальностью данной тематики в националь-
ных планах цифровой модернизации2.

Научная новизна исследования состоит в 
создании уникальной методики оценки эффек-
тивности цифровых двойников автомобиль-
ных дорог, учитывающей отраслевые и регио-
нальные особенности организации дорожного 
движения в России.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
В качестве материала для исследования 

послужили данные открытых научных публи-
каций, отчетная документация по пилотным 
проектам внедрения цифровых двойников, 
а также действующие нормативно-правовые 
акты Российской Федерации, регламентиру-
ющие вопросы разработки и применения ин-
теллектуальных транспортных систем и циф-
ровой трансформации транспортной отрасли. 
Цифровой двойник дороги представляет со-
бой виртуальную модель дорожной инфра-
структуры, которая содержит информацию о 
геометрии дорог, их состоянии, интенсивности 
движения транспорта и других характеристи-
ках. Изготовление данного объекта осущест-
вляется на основе информации, которая была 
получена при помощи различных технологий и 
способов: геодезические измерения; дистан-
ционное зондирование; системы мониторинга 
и другие. Для создания цифрового двойника 
дороги необходимо собрать большой объ-
ем информации, обработать их с помощью 
специальных программ и алгоритмов, а так-

2 Министерство цифрового развития РФ. Концепция цифровой трансформации транспорта. М., 2022.

же постоянно обновлять информацию, чтобы 
поддерживать актуальность модели.

Цифровые двойники революционизиру-
ют мониторинг состояния дорог, обеспечивая 
оперативность и точность, недоступные тра-
диционным методам. В то время как класси-
ческие обследования требуют значительных 
временных и финансовых вложений, цифро-
вая модель может быть оперативно обновле-
на с помощью современных технологий, таких 
как дроны, мобильные лазерные сканеры и 
спутниковые снимки. Благодаря им создаются 
высокоточные 3D-модели, что существенно 
сокращает время диагностики и выявления 
проблем на дорогах. Центр интеллектуаль-
ных транспортных систем МАДИ отмечает, что 
применение цифровых двойников ускоряет 
процесс обследования объектов в 3-4 раза, 
обеспечивая при этом более точные результа-
ты. Автоматическая обработка данных, полу-
чаемых из цифровых моделей, интегрируемых 
в системы управления дорожной инфраструк-
турой, исключает вероятность человеческих 
ошибок и повышает надежность принимаемых 
решений.

Цифровые двойники открывают новые воз-
можности для планирования и совершенство-
вания ремонтных работ на дорогах. Благодаря 
им можно разрабатывать обоснованные пла-
ны текущего и капитального ремонта, а также 
оптимальные схемы технического обслужи-
вания. Анализируя цифровую модель дороги, 
можно выявить наиболее проблемные участ-
ки, сравнив их по показателям износа, нагруз-
ки, частоты аварий, климатических условий 
и даже динамики скорости движения. Такой 
подход к планированию ремонта позволяет 
эффективно распределять ресурсы и форми-
ровать ремонтные графики исходя из прио-
ритетов [3]. Особенно большое значение это 
приобретает для протяженных федеральных 
дорог, где даже незначительные погрешности 
в расчетах могут обернуться крупными финан-
совыми потерями.

Цифровые двойники оказывают существен-
ное влияние на повышение безопасности на 
дорогах за счет возможности сбора, анали-
за и визуализации данных о дорожно-транс-
портных происшествиях, динамике движения 
транспорта, погодных явлений и других фак-
торов в режиме онлайн. Такой подход позво-
ляет, например, в рамках реализации проекта 
«Безопасные и качественные дороги» выяв-
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лять и оптимизировать участки с повышенным 
риском аварий в крупных городах. Использо-
вание цифровых моделей и искусственного 
интеллекта позволяет предсказывать места, 
где могут произойти ДТП. Благодаря этому 
службы безопасности могут оперативно при-
нимать меры по снижению рисков, например, 
улучшить освещение, пересмотреть схему 
движения, установить дополнительные пре-
дупреждающие знаки и камеры. Такой подход 
особенно актуален во время зимнего периода, 
когда погодные условия играют ключевую роль 
в обеспечении безопасности на дорогах [4].

Цифровые двойники выступают в каче-
стве фундамента для продвижения интел-
лектуальных и автономных транспортных си-
стем. Современные беспилотные автомобили 
нуждаются в высокоточном представлении не 
только дорожной сети, но и всех окружающих 
объектов, включая дорожные знаки, времен-
ные ограничения и специфические правила 
движения, для обеспечения безопасной и 
эффективной эксплуатации. На магистралях 
М-11 «Нева» и ЦКАД проводятся эксперимен-
тальные проекты, направленные на создание 
цифровых моделей дорожных сегментов, ко-
торые смогут обмениваться информацией с 
автомобилями посредством V2X-технологий. 
Данная система предоставляет водителям 
актуальную информацию о пробках, дорож-
ных работах, состоянии дорожного покрытия, 
погодных условиях и даже о планах других 
участников движения, что в итоге ведет к бо-
лее комфортному, безопасному и экономично-
му путешествию по трассе [5].

Цифровые двойники выступают ключевым 
элементом в разработке и апробации подхо-
да к паспортизации автомобильных дорог на 
основе создания цифровых двойников с уче-
том российских нормативных требований [6]. 
Они обеспечивают единое хранилище данных 
о конструктивных особенностях дороги, про-
веденных ремонтах, ее текущем состоянии, а 
также расположении объектов и инженерных 
сетей. Такая централизованная база данных 
повышает эффективность взаимодействия 
между заказчиком и подрядчиками, минимизи-
рует вероятность ошибок и дублирования ин-
формации, упрощая отслеживание и контроль 
со стороны заказчика. Интеграция цифрового 
паспорта дороги с кадастровыми и инженер-
ными базами данных существенно упростит 
задачи проектирования и модернизации объ-
ектов транспортной инфраструктуры. 

Цифровые модели оказывают существен-
ное влияние на прозрачность и эффективность 

контроля над подрядчиками. В частности, при 
реализации контрактов, охватывающих весь 
жизненный цикл объекта, от строительства до 
многолетней эксплуатации, цифровой двойник 
становится незаменимым инструментом для 
мониторинга соответствия выполненных ра-
бот проектной документации и установленным 
стандартам. 

Помимо технических составляющих, боль-
шое значение имеет инвестиция в развитие 
человеческого капитала и создание надле-
жащей правовой базы. В данный момент на-
блюдается нехватка квалифицированных 
специалистов, владеющих навыками работы с 
цифровыми двойниками и большими данными 
в транспортной отрасли, что тормозит темпы 
и качество внедрения передовых технологий. 
Для ускорения этого процесса требуется ак-
тивное совершенствование образовательных 
курсов в технических вузах и программы про-
фессионального развития персонала на пред-
приятиях. Для эффективного регулирования 
цифрового пространства необходимо сформи-
ровать правовую основу, которая одновремен-
но защитит персональные данные и кибербез-
опасность, гарантирует доступ к информации, 
поощряет развитие отечественных технологий 
и обеспечивает открытость и ответственность 
в управлении цифровыми системами [7].

Успешное развитие цифровых двойников 
тесно связано с обеспечением им финансо-
вых ресурсов. В настоящее время финансиро-
вание в основном сосредоточено на целевых 
программах и пилотных проектах, что, безус-
ловно, тормозит масштабное внедрение инно-
вационных технологий. Для создания полно-
ценной инфраструктуры цифровых двойников 
требуется более широкая государственная 
поддержка, а также активное привлечение 
частных капиталов и развитие партнерских 
отношений между государственными структу-
рами и бизнес-сообществом. Для успешного 
развития цифровых инноваций необходимо 
создать благоприятную среду, которая будет 
поощрять научные исследования и предостав-
лять поддержку как стартапам, так и компани-
ям, занимающимся разработкой ИТС.

Исходя из анализа существующих данных 
о цифровых двойниках автомобильных дорог, 
можно заключить, что создание и эксплуата-
ция таких систем представляют собой слож-
ный многоэтапный процесс, требующий ком-
плексного подхода. Как показано на рисунке 1, 
данный процесс включает последовательную 
реализацию взаимосвязанных этапов, каждый 
из которых обладает специфическими особен-
ностями и требованиями.
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Рисунок 1 – Создание и эксплуатация цифровых двойников автомобильных дорог
Источник: составлено авторами.

Figure1 – Creation and operation of digital twins for highways
Source: compiled by the authors.

В процессе создания цифровых двойников 
автомобильных дорог ключевым первым ша-
гом выступает сбор и глубокий анализ имею-
щихся данных. Цель этого этапа – получить 
исчерпывающую информацию о текущем со-
стоянии дорожной сети и динамике транспорт-
ных потоков. Для достижения данной цели 
применяются разнообразные источники, вклю-
чая системы видеонаблюдения, датчики дви-
жения, GPS-трекеры и другие приборы, обе-
спечивающие сбор сенсорной информации. 
После сбора информации она подвергается 
обработке и анализу с помощью специальных 
программных приложений, что в итоге приво-
дит к формированию цифровой карты дорож-
ной инфраструктуры [8].

С помощью этих данных создаётся циф-
ровая копия автомобильной дороги, которая 

воспроизводит её ключевые свойства и па-
раметры в виртуальном пространстве. Такая 
модель может содержать сведения о местопо-
ложении дорог, их строении и взаимосвязях, 
а также данные о движении транспорта, до-
рожных сооружениях и существующей инфра-
структуре.

Интеграция цифровых двойников автомо-
бильных дорог с другими управленческими и 
мониторинговыми платформами, такими как 
системы регулирования светофоров, управле-
ния дорожным движением и систем безопас-
ности, формирует единый информационный 
пул. Данная интеграция позволяет осущест-
влять комплексное управление и надзор за 
состоянием и функционированием всей до-
рожной сети.
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Чтобы цифровые модели оставались ре-
левантными, их непрерывно совершенствуют. 
Для этого постоянно собираются и обновляют-
ся сведения о трафике, состоянии дорожного 
покрытия и других факторах. Кроме того, все 
изменения, возникающие в процессе эксплуа-
тации, должны быть учтены в цифровой моде-
ли для ее точности [9].

Цифровые двойники служат инструментом 
для поддержки решений в разных сферах, на-
пример, при составлении оптимальных марш-
рутов, повышении эффективности транспорт-
ных потоков, прогнозировании аварийных и 
критических ситуаций, а также для оценки 
действенности существующей инфраструкту-
ры и разработке планов её модернизации.

Цифровые двойники строятся с учетом мно-
жества факторов, которые воздействуют на 
движение и безопасность, таких как погодные 
аномалии, качество дорожной инфраструкту-
ры, временные рамки и другие нюансы. Бла-
годаря этому создается более реалистичная 
и многомерная модель, способная адаптиро-
ваться к динамике окружающей среды и ме-
няющимся условиям дорожного движения.

Цифровые двойники, благодаря встроен-
ным интеллектуальным алгоритмам и ана-
литическим инструментам, способны само-
стоятельно обрабатывать и анализировать 
поступающие данные, выявлять закономер-
ности, предсказывать происшествия и содей-
ствовать принятию решений, основанных на 
фактических данных. Такая функциональность 
обеспечивает повышение эффективности 
управления транспортной сетью и укрепление 
безопасности дорожного движения [10].

Цифровые двойники тесно интегрируются с 
другими передовыми технологиями, создавая 
синергетический эффект в сферах, таких как 
автономное и беспилотное движение, систе-
мы V2X, интернета вещей (IoT) и других. Это 
комплексное технологическое объединение 
служит мощным инструментом для развития 
умных городов и повышения уровня жизни их 
обитателей [11]. Для обработки этих данных 
применяются методы искусственного интел-
лекта, в частности машинное обучение, кото-
рое используется для прогнозирования износа 
дорожного покрытия, оптимизации транспорт-
ных потоков и моделирования потенциальных 
аварийных ситуаций. Дополнительно задей-
ствуются ГИС-технологии, обеспечивающие 
пространственный анализ и точную привязку 

данных к цифровой картографической основе.
Безопасность и конфиденциальность дан-

ных являются приоритетными факторами при 
разработке и внедрении цифровых двойников. 
Чтобы предотвратить несанкционированный 
доступ, взломы и киберугрозы, применяются 
комплексные подходы, включающие в себя 
как технические решения, такие как шифрова-
ние и защищенные сетевые протоколы, так и 
организационные меры, например, обучение 
персонала по безопасной работе с информа-
цией.

Таким образом, цифровой двойник автомо-
бильных дорог представляет собой динами-
ческую систему, объединяющую передовые 
методы моделирования, обработки данных и 
прогнозирования. Его эффективность опреде-
ляется не только техническими возможностя-
ми используемых технологий, но и степенью 
их интеграции, что требует соблюдения стан-
дартов совместимости данных и создания еди-
ной информационной среды. Для конкретных 
проектов состав методов и материалов может 
варьироваться в зависимости от масштабов 
– от моделирования отдельных перекрестков 
до создания комплексных систем управления 
дорожной сетью региона [12].

В современном мире транспортная инфра-
структура играет ключевую роль в обеспече-
нии устойчивого развития городов и регионов. 
Эффективное управление улично-дорожной 
сетью (УДС) становится все более важным в 
условиях роста населения, увеличения авто-
парка и интенсификации городского движе-
ния. В этой связи цифровая трансформация 
транспортной отрасли становится необходи-
мой мерой для обеспечения устойчивого раз-
вития городов и обеспечения безопасности и 
комфортности транспортного движения [13].

Цифровой двойник УДС включает в себя 
несколько ключевых элементов, обеспечива-
ющих создание виртуальной модели реальной 
транспортной инфраструктуры и обеспечива-
ющих возможность эффективного управления 
и мониторинга.

Первым ключевым элементом является 
цифровая карта, которая представляет собой 
основу цифрового двойника, которая вирту-
ально отображает реальную УДС, разработан-
ную с использованием архитектуры локальной 
динамической карты или других архитектур, и 
использует четырехслойную модель, как пока-
зано на рисунке 2. 
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Рисунок 2 – Структура локальной динамической карты
Источник: https://delta.news/article/mintrans-zaplatit-300-mln-rubley-za-sozdanie-cifrovogo-kopii-trassy-m-11-dlya-

bespilotnikov-8278.

Figure 2 – Structure of the local dynamic map
Source: https://delta.news/article/mintrans-zaplatit-300-mln-rubley-za-sozdanie-cifrovogo-kopii-trassy-m-11-dlya-

bespilotnikov-8278.

Цифровая модель автомобильной дороги 
должна содержать высокоточные простран-
ственные и технические данные о количестве 
проезжих частей, дорожной разметке, дорож-
ных знаках, светофорах, периферийном обо-
рудовании ИТС и схеме организации дорож-
ного движения, с учетом рядности и полос 
движения. Данная информация должна быть 
достаточной для решения задач определения 
местоположения транспортного средства на 
проезжей части, расчета маршрута его движе-
ния по автомобильным дорогам и УДС, вклю-

чая перестроение и обгон. Цифровой двойник 
позволяет перейти к оптимизации светофор-
ного регулирования в реальном времени, обе-
спечивая переход от статических светофорных 
циклов, к динамическому адаптивному управ-
лению, учитывающих текущую ситуацию. С 
помощью получаемых данных с датчиков и ка-
мер, алгоритмы ИИ в режиме реального вре-
мени корректируют длительность сигналов, 
обеспечивая «зеленую волну» и приоритет об-
щественному транспорту (рисунок 3).
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Рисунок 3 – Цифровой двойник светофорного объекта
Источник: журнал «Системы безопасности» 2022. № 2. 31 с.

Figure 3 – Digital twin of the traffic light object
Source: “Safety Systems” Journal – 2022. – №2. – 31 с.

3 Сафиуллин Р.Н., Керимов М.А. Интеллектуальные бортовые системы на автомобильном транспорте. Directmedia, 
2017.

Второй элемент – центр управления, цен-
трализованный узел, где собираются, анализи-
руются и обрабатываются данные о дорожном 
движении и состоянии транспортной инфра-
структуры от уже существующих элементов 
автоматизированной системы управления до-
рожным движением (АСУДД). Центр управле-
ния принимает решения на основе полученной 
информации и координирует действия для оп-
тимизации транспортного потока, улучшения 
безопасности и обеспечения эффективного 
функционирования дорожной сети [14].

Третий элемент – это автомобильное бор-
товое оборудование OBU, устанавливаемое 
в транспортные средства, используемые для 
проведения испытаний. Предназначено для 
осуществления информационного обмена 

между транспортным средством и дорож-
но-транспортной инфраструктурой посред-
ством элементов телекоммуникационной 
инфраструктуры. Бортовое оборудование 
должно поддерживать возможность переда-
чи информации посредством использования 
IEEE 802.11p (ETSI ITS-G5) и/или сети подвиж-
ной радиотелефонной связи стандартов GSM/
WCDMA/LTE; 5G 3.

В качестве технологической инфраструкту-
ры, обеспечивающей связь и взаимодействие 
между различными устройствами и системами 
в УДС, используется сервисная V2X-платфор-
ма. На рисунке 4 изображена коммуникация 
автомобилей, оборудованных данной техно-
логий.
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Рисунок 4 – Применение технологий V2X
Источник: https://iot-automotive.news/gemalto-v2x/.

Figure 4 – Application of V2X technologies
Source: https://iot-automotive.news/gemalto-v2x/.

Подобная платформа обеспечивает пере-
дачу данных и команд между транспортными 
средствами, инфраструктурой, пешеходами 
и другими участниками дорожного движения, 
что позволяет им взаимодействовать между 
собой и с центром управления для координа-
ции действий и оптимизации работы системы 
в целом [15].

Для оценки эффективности внедрения 
цифровых двойников была разработана тео-
ретическая модель, описывающая совокупный 
показатель эффективности системы после 
внедрения цифрового двойника. Модель осно-
вана на взвешенном суммировании эффектов 
от ключевых факторов за вычетом затрат на 
внедрение и эксплуатацию. Для оценки эко-
номической целесообразности предложено 
условие, при котором совокупный экономи-
ческий эффект за определенный период дол-
жен покрывать капитальные и операционные 
затраты. Далее представлена формализован-
ная модель оценки эффективности внедрения 
цифрового двойника и экономическое обосно-
вание её применения.

Теоретическая модель эффективности
Показатель эффективности системы после 

внедрения цифрового двойника описывается 
по формуле 
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Наиболее существенными факторами яв-

ляются:
- уменьшение времени простоя транспорт-

ных средств (оптимизация дорожного движе-
ния и своевременное устранение проблем 
снижают задержки);

- снижение затрат на техническое обслужи-
вание и ремонт автомобильных дорог (цифро-
вой двойник позволяет прогнозировать износ 
дорожного покрытия и оптимизировать ре-
монтные работы);

- повышение безопасности дорожного дви-
жения (снижение аварийности за счет монито-
ринга и анализа данных);

- экономия на топливе (оптимизация марш-
рутов и снижение пробок уменьшают расход 
топлива).
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Таким образом, уравнение (1) приобретает 
следующий вид по формуле

 

- снижение затрат на техническое обслуживание и ремонт автомобильных дорог 
(цифровой двойник позволяет прогнозировать износ дорожного покрытия и оптимизировать 
ремонтные работы); 

- повышение безопасности дорожного движения (снижение аварийности за счет 
мониторинга и анализа данных); 

- экономия на топливе (оптимизация маршрутов и снижение пробок уменьшают расход 
топлива). 

Таким образом, уравнение (1) приобретает следующий вид по формуле 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸после = 𝑤𝑤𝑤𝑤1 × 𝑒𝑒𝑒𝑒1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤2 × 𝑒𝑒𝑒𝑒2 + 𝑤𝑤𝑤𝑤3 × 𝑒𝑒𝑒𝑒3 + 𝑤𝑤𝑤𝑤4 × 𝑒𝑒𝑒𝑒4 − ∆𝐸𝐸𝐸𝐸затраты .                              (2) 
 

После создания системы очевидно, что при поддержании работоспособности полезные 
действия будут также проводиться постоянно в течение времени, значит и вся 
эффективность от положительных факторов увеличивается со временем.  

Экономическая модель эффективности: оценка экономической целесообразности. 
Эффективность внедрения цифрового двойника должна удовлетворять условию по 
формуле  

 
∑ 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ≥ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑘𝑘𝑘𝑘 + ∫ 𝐶𝐶𝐶𝐶0(𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡𝑇𝑇𝑇𝑇

0 ,                                                    (3) 
 

где 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑖𝑖𝑖𝑖 – экономический эффект от 𝑖𝑖𝑖𝑖-го фактора во времени; 
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑘𝑘𝑘𝑘 – капитальные затраты на внедрение цифрового двойника; 
𝐶𝐶𝐶𝐶0(𝑡𝑡𝑡𝑡) – операционные затраты на поддержку; 
𝑇𝑇𝑇𝑇 – горизонт планирования. 
При известном снижении убытков от положительных свойств системы и затратах на её 

содержание возможно рассчитать соотношение инвестиций ко времени, через которое 
затраченные ресурсы на внедрение системы будут полностью восстановлены. Данное 
соотношение позволит показать рентабельность внедрения системы цифрового двойника. 

Решение обратной задачи с известным горизонтом планирования и выделенными 
ресурсами на создание системы позволит найти минимальную требуемую эффективность 
системы цифрового двойника для положительного эффекта на всю систему. 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ 
 

Проведенное исследование выявило ряд важных результатов, представленных в виде 
взаимосвязанных этапов, которые оказывают существенное влияние на 
совершенствование подходов к оценке эффективности и практической реализации 
цифровых двойников в российском транспортном секторе. 

В рамках первого этапа исследования была создана теоретическая модель, 
позволяющая количественно оценить эффективность внедрения цифровых двойников 
автомобильных дорог. Ключевым результатом этой работы явилось формирование 
комплексной модели, которая определяет эффективность посредством расчета 
интегрального показателя, учитывающего воздействие четырех основных определяющих 
факторов: 

- сокращение простоев транспортных средств; 
- уменьшение расходов на содержание и ремонт объектов дорожной сети; 
- усиление защиты участников дорожного движения за счет уменьшения количества 

происшествий; 
- снижение расхода топлива за счет рационального планирования маршрутов и 

сокращения пробок. 
Чтобы оценить вклад каждого фактора в модель, используются весовые 

коэффициенты, определяемые либо экспертным путем, либо с помощью регрессионного 
моделирования на основе прошлых данных. Важной особенностью модели является то, 
что она учитывает естественное снижение эффективности, вызванное расходами на 
внедрение и обслуживание системы, что корректирует общую положительную отдачу от 
модели. 

 

- снижение затрат на техническое обслуживание и ремонт автомобильных дорог 
(цифровой двойник позволяет прогнозировать износ дорожного покрытия и оптимизировать 
ремонтные работы); 

- повышение безопасности дорожного движения (снижение аварийности за счет 
мониторинга и анализа данных); 

- экономия на топливе (оптимизация маршрутов и снижение пробок уменьшают расход 
топлива). 

Таким образом, уравнение (1) приобретает следующий вид по формуле 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸после = 𝑤𝑤𝑤𝑤1 × 𝑒𝑒𝑒𝑒1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤2 × 𝑒𝑒𝑒𝑒2 + 𝑤𝑤𝑤𝑤3 × 𝑒𝑒𝑒𝑒3 + 𝑤𝑤𝑤𝑤4 × 𝑒𝑒𝑒𝑒4 − ∆𝐸𝐸𝐸𝐸затраты .                              (2) 
 

После создания системы очевидно, что при поддержании работоспособности полезные 
действия будут также проводиться постоянно в течение времени, значит и вся 
эффективность от положительных факторов увеличивается со временем.  

Экономическая модель эффективности: оценка экономической целесообразности. 
Эффективность внедрения цифрового двойника должна удовлетворять условию по 
формуле  

 
∑ 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ≥ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑘𝑘𝑘𝑘 + ∫ 𝐶𝐶𝐶𝐶0(𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡𝑇𝑇𝑇𝑇

0 ,                                                    (3) 
 

где 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑖𝑖𝑖𝑖 – экономический эффект от 𝑖𝑖𝑖𝑖-го фактора во времени; 
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑘𝑘𝑘𝑘 – капитальные затраты на внедрение цифрового двойника; 
𝐶𝐶𝐶𝐶0(𝑡𝑡𝑡𝑡) – операционные затраты на поддержку; 
𝑇𝑇𝑇𝑇 – горизонт планирования. 
При известном снижении убытков от положительных свойств системы и затратах на её 

содержание возможно рассчитать соотношение инвестиций ко времени, через которое 
затраченные ресурсы на внедрение системы будут полностью восстановлены. Данное 
соотношение позволит показать рентабельность внедрения системы цифрового двойника. 

Решение обратной задачи с известным горизонтом планирования и выделенными 
ресурсами на создание системы позволит найти минимальную требуемую эффективность 
системы цифрового двойника для положительного эффекта на всю систему. 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ 
 

Проведенное исследование выявило ряд важных результатов, представленных в виде 
взаимосвязанных этапов, которые оказывают существенное влияние на 
совершенствование подходов к оценке эффективности и практической реализации 
цифровых двойников в российском транспортном секторе. 

В рамках первого этапа исследования была создана теоретическая модель, 
позволяющая количественно оценить эффективность внедрения цифровых двойников 
автомобильных дорог. Ключевым результатом этой работы явилось формирование 
комплексной модели, которая определяет эффективность посредством расчета 
интегрального показателя, учитывающего воздействие четырех основных определяющих 
факторов: 

- сокращение простоев транспортных средств; 
- уменьшение расходов на содержание и ремонт объектов дорожной сети; 
- усиление защиты участников дорожного движения за счет уменьшения количества 

происшествий; 
- снижение расхода топлива за счет рационального планирования маршрутов и 

сокращения пробок. 
Чтобы оценить вклад каждого фактора в модель, используются весовые 

коэффициенты, определяемые либо экспертным путем, либо с помощью регрессионного 
моделирования на основе прошлых данных. Важной особенностью модели является то, 
что она учитывает естественное снижение эффективности, вызванное расходами на 
внедрение и обслуживание системы, что корректирует общую положительную отдачу от 
модели. 

(2)

После создания системы очевидно, что при 
поддержании работоспособности полезные 
действия будут также проводиться постоянно 
в течение времени, значит и вся эффектив-
ность от положительных факторов увеличива-
ется со временем. 

Экономическая модель эффективности: 
оценка экономической целесообразности. Эф-
фективность внедрения цифрового двойника 
должна удовлетворять условию по формуле 

 

- снижение затрат на техническое обслуживание и ремонт автомобильных дорог 
(цифровой двойник позволяет прогнозировать износ дорожного покрытия и оптимизировать 
ремонтные работы); 

- повышение безопасности дорожного движения (снижение аварийности за счет 
мониторинга и анализа данных); 

- экономия на топливе (оптимизация маршрутов и снижение пробок уменьшают расход 
топлива). 

Таким образом, уравнение (1) приобретает следующий вид по формуле 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸после = 𝑤𝑤𝑤𝑤1 × 𝑒𝑒𝑒𝑒1 + 𝑤𝑤𝑤𝑤2 × 𝑒𝑒𝑒𝑒2 + 𝑤𝑤𝑤𝑤3 × 𝑒𝑒𝑒𝑒3 + 𝑤𝑤𝑤𝑤4 × 𝑒𝑒𝑒𝑒4 − ∆𝐸𝐸𝐸𝐸затраты .                              (2) 
 

После создания системы очевидно, что при поддержании работоспособности полезные 
действия будут также проводиться постоянно в течение времени, значит и вся 
эффективность от положительных факторов увеличивается со временем.  

Экономическая модель эффективности: оценка экономической целесообразности. 
Эффективность внедрения цифрового двойника должна удовлетворять условию по 
формуле  
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0 ,                                                    (3) 
 

где 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑖𝑖𝑖𝑖 – экономический эффект от 𝑖𝑖𝑖𝑖-го фактора во времени; 
𝐶𝐶𝐶𝐶𝑘𝑘𝑘𝑘 – капитальные затраты на внедрение цифрового двойника; 
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совершенствование подходов к оценке эффективности и практической реализации 
цифровых двойников в российском транспортном секторе. 

В рамках первого этапа исследования была создана теоретическая модель, 
позволяющая количественно оценить эффективность внедрения цифровых двойников 
автомобильных дорог. Ключевым результатом этой работы явилось формирование 
комплексной модели, которая определяет эффективность посредством расчета 
интегрального показателя, учитывающего воздействие четырех основных определяющих 
факторов: 

- сокращение простоев транспортных средств; 
- уменьшение расходов на содержание и ремонт объектов дорожной сети; 
- усиление защиты участников дорожного движения за счет уменьшения количества 

происшествий; 
- снижение расхода топлива за счет рационального планирования маршрутов и 

сокращения пробок. 
Чтобы оценить вклад каждого фактора в модель, используются весовые 

коэффициенты, определяемые либо экспертным путем, либо с помощью регрессионного 
моделирования на основе прошлых данных. Важной особенностью модели является то, 
что она учитывает естественное снижение эффективности, вызванное расходами на 
внедрение и обслуживание системы, что корректирует общую положительную отдачу от 
модели. 

(3)

где 𝐵𝑖 – экономический эффект от 𝑖-го фактора 
во времени;

𝐶𝑘 – капитальные затраты на внедрение 
цифрового двойника;

𝐶0(𝑡) – операционные затраты на поддерж-
ку;

𝑇 – горизонт планирования.
При известном снижении убытков от по-

ложительных свойств системы и затратах на 
её содержание возможно рассчитать соотно-
шение инвестиций ко времени, через которое 
затраченные ресурсы на внедрение системы 
будут полностью восстановлены. Данное со-
отношение позволит показать рентабельность 
внедрения системы цифрового двойника.

Решение обратной задачи с известным го-
ризонтом планирования и выделенными ре-
сурсами на создание системы позволит найти 
минимальную требуемую эффективность си-
стемы цифрового двойника для положитель-
ного эффекта на всю систему.

РЕЗУЛЬТАТЫ
Проведенное исследование выявило ряд 

важных результатов, представленных в виде 
взаимосвязанных этапов, которые оказывают 
существенное влияние на совершенствование 
подходов к оценке эффективности и практиче-
ской реализации цифровых двойников в рос-
сийском транспортном секторе.

В рамках первого этапа исследования была 
создана теоретическая модель, позволяющая 
количественно оценить эффективность вне-
дрения цифровых двойников автомобильных 
дорог. Ключевым результатом этой работы 
явилось формирование комплексной моде-
ли, которая определяет эффективность по-

средством расчета интегрального показателя, 
учитывающего воздействие четырех основных 
определяющих факторов:

- сокращение простоев транспортных 
средств;

- уменьшение расходов на содержание и 
ремонт объектов дорожной сети;

- усиление защиты участников дорожно-
го движения за счет уменьшения количества 
происшествий;

- снижение расхода топлива за счет раци-
онального планирования маршрутов и сокра-
щения пробок.

Чтобы оценить вклад каждого фактора в 
модель, используются весовые коэффициен-
ты, определяемые либо экспертным путем, 
либо с помощью регрессионного моделирова-
ния на основе прошлых данных. Важной осо-
бенностью модели является то, что она учиты-
вает естественное снижение эффективности, 
вызванное расходами на внедрение и обслу-
живание системы, что корректирует общую по-
ложительную отдачу от модели.

На втором этапе мы обосновываем эконо-
мическую целесообразность внедрения циф-
ровых двойников, используя разработанную 
модель и выявляя условия, при которых реа-
лизация таких проектов будет экономически 
выгодной. Предложенный экономико-матема-
тический инструмент обладает высокой прак-
тической значимостью, так как он способен 
эффективно решать две ключевые задачи, 
которые тесно взаимосвязаны:

- расчет рентабельности проекта при фик-
сированных показателях его результативно-
сти;

- задача заключается в определении мини-
мального показателя рентабельности, кото-
рый позволит окупить инвестиции в установ-
ленные сроки, при условии ограниченности 
финансовых ресурсов.

Этот подход отличается своей гибкостью в 
составлении инвестиционных планов и дает 
возможность настраивать модель под разные 
варианты финансирования проектов по цифро-
вой модернизации дорожной инфраструктуры.

На третьем этапе была проведена оцен-
ка текущего положения дел и выявлены пре-
пятствия, мешающие широкому внедрению 
цифровых двойников в России. Комплексный 
анализ позволил выделить и структурировать 
основные проблемы, тормозящие этот процесс.

Основные выводы исследования система-
тизированы в таблице, где для каждого на-
правления развития отражены ключевые тен-
денции, текущее положение дел и требуемые 
действия.
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Таблица
Основные задачи развития цифровых двойников автомобильных дорог

Источник: составлено авторами.

Table
Key development objectives for digital twins of highways

Source: compiled by the authors.

Направление развития Текущий статус Необходимые действия

Стандартизация данных Частичная, отдельные регионы и 
проекты

Разработка и внедрение федеральных 
стандартов обмена данными

Интеграция цифровых 
платформ

Ограниченная совместимость 
систем

Создание единой национальной цифровой 
платформы с открытыми API

Точность и актуальность 
моделей

Высокая на пилотных участках, 
локальная

Масштабирование и регулярное обновление 
данных по всей сети

Кадровый потенциал Недостаточный, дефицит 
профильных специалистов

Развитие профильного образования и повышение 
квалификации

Нормативно-правовое 
обеспечение

На стадии формирования 
законодательных актов

Принятие комплексных нормативных документов 
и регламентов

Финансирование Ограничено целевыми 
программами и грантами

Расширение государственного финансирования и 
привлечение частных инвестиций

Одна из причин, препятствующих массо-
вому внедрению цифровых двойников, – это 
несовершенство технологической базы во 
многих регионах. Исследования показали, что 
лишь 35% субъектов России имеют достаточ-
ную телекоммуникационную инфраструктуру 
для полноценной реализации проектов циф-
ровых двойников.

Для решения обозначенных проблем ак-
туальной задачей является создание отрас-
левой программы цифровой модернизации 
дорожного сектора, которая предусматривает 
организацию центра экспертизы по цифро-
вым двойникам, установление системы серти-
фикации для цифровых решений и введение 
стимулов для внедрения инновационных тех-
нологий.

Результаты исследования предоставля-
ют отправную точку для создания стратегии 
цифровой модернизации дорожного сектора 
и послужат основой для разработки государ-
ственных инициатив по развитию интеллекту-
альных транспортных систем в России.

ОБСУЖДЕНИЕ И ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Исследование выявило огромный потен-

циал цифровых двойников в реорганизации 
систем управления дорожным движением. 
Предложенный в ходе работы методический 
подход предлагает все необходимое для ком-
плексной оценки пользы внедрения подобных 
технологий.

Изучение полученных данных свидетель-
ствует о том, что внедрение цифровых двой-

ников оказывает синергетический эффект на 
все сферы управления дорожным движени-
ем. В результате отмечается улучшение клю-
чевых показателей, таких как безопасность, 
пропускная способность транспортной сети, 
экологическая чистота и экономическая эф-
фективность эксплуатации дорожной инфра-
структуры.

Оптимизация процесса принятия инвести-
ционных решений путем его формализации 
является ключевым фактором для повышения 
обоснованности и открытости управленческих 
действий. Представленные модели и подходы 
дают возможность не только непосредственно 
оценивать экономическую эффективность, но 
и выявлять необходимые параметры внедре-
ния для реализации поставленных целей.

Для успешной реализации потенциала 
цифровых двойников в масштабах националь-
ной транспортной системы требуется преодо-
ление ряда системных проблем. Ключевыми 
направлениями развития представляются: 
формирование комплексной нормативно-пра-
вовой базы, разработка отраслевых стандар-
тов и протоколов взаимодействия, создание 
системы подготовки квалифицированных 
специалистов, а также развитие механизмов 
финансирования подобных проектов.

Перспективные направления дальнейших 
исследований включают апробацию разра-
ботанных моделей на данных реальных про-
ектах, изучение вопросов интеграции с пер-
спективными транспортными технологиями, а 
также разработку комплексных решений в об-
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ласти кибербезопасности таких систем. Даль-
нейшее развитие предложенных подходов 
будет способствовать созданию методологи-
ческой основы для цифровой трансформации 
транспортной отрасли.

Таким образом, результаты исследования 
свидетельствуют о практической значимости 
разработанных моделей и методик для обо-
снования решений по внедрению цифровых 
двойников в системах организации дорож-
ного движения. Реализация предложенных 
подходов может способствовать повышению 
эффективности управления транспортной ин-
фраструктурой и созданию основы для разви-
тия интеллектуальных транспортных систем.
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АННОТАЦИЯ
Введение. Ежедневно все виды городского пассажирского транспорта общего пользования г.Москвы пе-
ревозят около 17,81 млн пассажиров. В рамках реализации масштабной транспортной реформы, наме-
ченной до 2030 г., планируется модернизация всех компонентов транспортной инфраструктуры. Целью 
реформы является повышение эффективности, безопасности и экологичности транспортной систе-
мы столицы.
Материалы и методы. В условиях глобальной турбулентности мероприятия по адаптации транс-
портной инфраструктуры, системы общественных перевозок и обеспечения оптимальных условий до-
рожного движения определяют путь устойчивого развития мегаполисов и их способность эффективно 
подстраиваться и к происходящим изменениям климата. В г. Москве выбран путь декарбонизации и 
перехода на низкоуглеродные виды транспорта – электробусы. Новые электробусы адаптированы к 
прогнозируемым климатическим изменениям, в том числе обеспечена техническая возможность безава-
рийной работы в диапазоне температур от -40 до + 40 0 С.
Результаты. В статье авторы анализируют перспективы и сложности внедрения данного вида 
транспорта в транспортную систему столицы с учетом технических, экологических и эксплуатаци-
онных особенностей самого подвижного состава и обеспечения соответствующей транспортной 
инфраструктуры. В статье также показаны пропускная способность и динамика развития зарядной 
инфраструктуры, в том числе ультрабыстрых зарядных станций. Для исключения сбоев в движении 
электробусов на маршрутах важно перераспределять транспортные средства по зарядным станциям, 
что позволит минимизировать риски простоев и образования очередей.
Обсуждение и заключение. В завершение статьи авторы определяют перечень основных мероприятий 
по адаптации транспортного комплекса г. Москвы к климатическим изменениям.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: электробус, адаптация к изменениям климата, декарбонизация, выбросы парнико-
вых газов, транспортная инфраструктура
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ABSTRACT 
Introduction. All types of urban public transport in Moscow carry about 17.81 million passengers on a daily basis. 
As part of the large-scale transport reform realization planned until 2030, it is intended to modernize all components 
of the transport infrastructure. The aim of the reform is to increase the efficiency, safety and environmental friendli-
ness of the capital’s transport system.
Materials and Methods. In the context of global turbulence, measures to adapt the transport infrastructure, public 
transportation systems, and ensure optimal traffic conditions determine the path for the sustainable development of 
megacities and their ability to adapt to climate change effectively. Moscow has chosen the way of decarbonization 
and the transition to low–carbon modes of transport - electric buses. The new electric buses are adapted to the 
predicted climate changes, including ensuring the technical possibility of trouble-free operation in the temperature 
range from -40°C to + 40 °C.
Results. In the article, the authors analyze the prospects and difficulties of introducing this type of transport into the 
transport system of the capital, taking into account the technical, environmental and operational characteristics of 
the rolling stock itself and the provision of appropriate transport infrastructure. The article also shows the flow ca-
pacity and dynamics of charging infrastructure development, including ultra-fast charging stations. To avoid disrup-
tions in the movement of electric buses on routes, it is important to redistribute vehicles among charging stations, 
which will minimize the risks of downtime and queues.
Discussions and Conclusion. At the end of the article, the authors define a list of the main measures to adapt 
Moscow transport complex to climate change.
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ВВЕДЕНИЕ
Москва, площадью порядка 2,5 тыс. км2, –  

один из крупнейших мегаполисов мира с 
13-миллионным населением, характери-
зующимся плотной городской застройкой, 
развитой транспортной системой, промыш-
ленностью и коммунально-инженерной ин-
фраструктурой.

По данным научных исследований, за по-
следнее десятилетие в столице наблюдается 
усиление экстремальности климата: аномаль-
ная жара, создающая дополнительный риск 
заболеваемости и смертности населения; 
резкие изменения погоды и переходы через 
ноль; увеличение количества неблагоприят-
ных метеорологических явлений; увеличение 
количества дней с ослабленными условиями 
рассеивания, которые приводят к повышению 
уровня загрязнения воздуха в городе1 [1, 2]. 
Кроме того, вклад существующего транспорта 
в выбросы в атмосферу Москвы составляет 
более 80%, выбросы от транспорта составили 
207 тыс. т в 2024 г. по причинам, связанным, 
в частности большим пробегом транспортных 
средств, высокой мощностью двигателя, ис-
пользованием преимущественно дизельного 
топлива, старением автопарка машин. Вклад 
от автобусов в выбросы основных загрязняю-
щих веществ составляет от 3 до 23%.

Так, в структуре автобусного парка го-
родских перевозчиков и иных организаций  
г. Москвы, где доля автопарка крупнейшего 
городского перевозчика ГУП «Мосгортранс» 
составляет 22%, 74% автобусов используют в 
качестве основного топлива – дизельное.

В целях регулирования выбросов от авто-
бусов в транспортной системе столицы приня-
то решение о переходе городского наземного 
пассажирского транспорта на электробусы го-
родских (коммерческих) перевозчиков, оказы-
вающих услуги перевозки на основании госу-
дарственных контрактов.

Согласно Энергетической стратегии Рос-
сийской Федерации на период до 2050 г., 
утвержденной распоряжением Правительства 
Российской Федерации от 12 апреля 2025 г. № 
908-р, в целевом сценарии развитие альтер-
нативного транспорта будет способствовать 
сокращению темпов роста спроса на автомо-

1 План мероприятий по адаптации города Москвы к климатическим изменениям. Департамент природопользования и 
охраны окружающей среды города Москвы, г. Москва, 2023, с. 3.

2 План мероприятий по адаптации города Москвы к климатическим изменениям. Департамент природопользования и 
охраны окружающей среды города Москвы, г. Москва, 2023, с. 23.

бильный бензин и дизельное топливо и дивер-
сификации автопарка за счет роста доли элек-
тротранспорта, автомобилей на газомоторном 
топливе и в перспективе на водородном то-
пливе с 1 до 14%. При этом для повышения 
уровня использования электромобилей субъ-
ектам Российской Федерации рекомендуется 
установить минимальные доли таких автомо-
билей в составе парков транспортных средств 
перевозчиков, выполняющих регулярные пе-
ревозки пассажиров и багажа, и организаций 
с государственным участием (Методические 
рекомендации по стимулированию использо-
вания электромобилей и гибридных автомо-
билей в субъектах Российской Федерации, 
утвержденные распоряжением Минтранса 
России от 25 мая 2022 г. № АК-131-р).

Стабильность работы социально значи-
мой транспортной системы во многом также 
зависит от многочисленных климатических 
показателей. Объекты транспортной системы 
по-разному подвержены воздействию различ-
ных климатических факторов. Влияние се-
зонных погодных перемен приводит к рискам 
нарушения работы транспортной инфраструк-
туры, режима ее функционирования и безо-
пасности дорожного движения2. В таблице 1 
предоставлено воздействие климатических 
факторов на городской пассажирский транс-
порт Москвы.

Цель научных исследований авторов – 
снижение уязвимости транспортной системы  
г. Москвы к происходящим изменениям клима-
та в условиях высокого загрязнения окружаю-
щей среды и чрезмерного потребления при-
родных ресурсов.

Задачи, поставленные авторами в данной 
статье:

Показать влияние изменяющихся клима-
тических факторов на транспортную систему 
г. Москвы. В частности, наземного городского 
пассажирского транспорта.

Представить в графическом виде зависи-
мость задержек движения (в % от плана рей-
сов) от температурного режима воздуха за 
определенный период времени. 

Выявить зависимость потерь по бракам 
электробусов от температуры воздуха. 
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Таблица 1
Воздействие различных климатических факторов на транспортные системы г. Москвы

Источник: составлено авторами.

Table 1 
Impact of various climatic factors on Moscow transport systems

Source: compiled by the authors.

Вид транспорта (объект 
влияния)

Климатический
фактор Неблагоприятное воздействие

Легковой
пассажирский

транспорт

Экстремальные 
температуры, волны 
жары, «застои» воздуха, 
повышенное содержание 
загрязняющих веществ 
в атмосферном воздухе, 
неблагоприятная роза 
ветров, шквалистый 
ветер, сильный снегопад, 
ливневые осадки, град, 
подтопление территорий, 
наводнения, сильный ветер, 
снег с дождем, увеличение 
эрозии почвы, гололед, 
изморозь, ураган

Рост потребления топлива для кондиционирования

Ухудшение условий дорожного движения

Повреждение автомобилей

Наземный городской 
пассажирский

транспорт общего 
пользования

Рост нагрузки на НГПТ ОП вследствие невыезда части 
личного легкового парка,
в том числе каршеринга. Увеличение интервалов 
движения, сбои в графике движения 

Повреждение подвижного состава, дорожного полотна и 
транспортной инфраструктуры

Рельсовый
транспорт

Сбои в графике движения

Деформация рельсов

Рост рисков разрыва проводов из-за налипания снега и 
наледи

Затруднение или прекращение движения в результате 
преграждения дорожного полотна упавшими 
конструкциями и деревьями, повышение рисков ДТП, 
разрыв питающих проводов

Определить детальное распределение по-
тока ТС на зарядной станции в будние дни в 
часы пик.

Провести анализ плановых расписаний для 
маршрутов электробусов и определить макси-
мальное количество ТС, которые возможно за-
ряжать на 1 УБЗС.

Показать значимость и необходимость раз-
работки и реализации дополнительных мер по 
сокращению уязвимости транспортной систе-
мы от влияния погодно-метеорологических и 
климатических факторов.

Оценка климатических рисков в отраслях 
экономики осуществляется в рамках отрасле-
вых планов адаптации. В отношении объектов 
транспортной инфраструктуры планом адап-
тации в области транспорта, утвержденным 
приказом Минтранса России от 02.03.2022 № 
69, предусмотрено утверждение отраслевой 
методики расчета рисков и оценки послед-

ствий изменения климата, а также формиро-
вание перечня объектов транспортной инфра-
структуры федерального значения, уязвимых 
к последствиям изменения климата. Данная 
методика до настоящего времени не утвер-
ждена. Соответственно, вопросы адаптации 
транспортных систем городов к изменениям 
климата являются предметом научных и экс-
пертных исследований. Моделирование каче-
ственных и количественных выгод и ущерба 
транспортной инфраструктуре и деятельно-
сти городского пассажирского транспорта г. 
Москвы от климатических изменений как ком-
плексный инструмент позволит оценить суще-
ствующие и последующие результаты клима-
тических изменений на транспортную систему 
столицы и принимать взвешенные заблаго-
временные решения с учетом климатических 
рисков.
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Рисунок 1 – Влияние температуры на задержки движения НГПТ в г. Москве
Источник: составлено авторами.

Figure 1 – Temperature influence on delays of ground urban passenger transport in Moscow
Source: compiled by the authors.

3 План мероприятий по адаптации города Москвы к климатическим изменениям. Департамент природопользования и 
охраны окружающей среды города Москвы, г. Москва, 2023г., с. 7.

4 Внутренний отчет Транспортного комплекса города Москвы за 2024 год, г. Москва, с.33.

В статье авторы показывают, что одной из 
практических выгод может выступать науч-
ный подход к анализу маршрутов и статистики 
потерь по задержкам движения в результате 
изменений климата, по итогам которого мо-
жет проводиться эффективная корректировка 
перераспределения выпуска транспортных 
средств между маршрутами и зарядными 
станциями без дополнительных затрат.

Основные климатические факторы г. Мо-
сквы, оказывающие влияния на количество 
ДТП: количество дней с экстремально высо-
кими и низкими температурами; количество 
дней с резкими перепадами температуры; дни 
с осадками > 0,1 мм; дни с метелью, с гололё-
дом, с дымкой, с грозой и ливневыми осадка-
ми3.

Общая корреляция зависимости показала, 
что влияние изменяющихся климатических 
факторов на возникновение ДТП, задержек и 
сбоев в движении наземного городского пас-
сажирского транспорта является умеренным, 
но свидетельствует о необходимости допол-
нительных мер по сокращению уязвимости 
транспортной системы от влияния погодно-ме-
теорологических и климатических факторов.

На рисунке 1 представлена зависимость 
потерь по задержкам движения (в % от плана 

рейсов) от температуры (в градусах по оси Х) 
за 2023–2024 гг.

График построен в разрезе видов ТС: ав-
тобус (дизельные и газовые) и электробус. 
Каждая точка на графике – процент потерь в 
определенный день при средней температуре 
в этот день. Линия на графике – общий тренд. 
На графике можно наблюдать точки с высоким 
% задержек, связанных с различными погод-
ными аномалиями (снегопады, обильные до-
жди и т.п.), а также событиями в городе, не 
связанными с погодой (перекрытия, ремон-
ты и т.п.). Так, например, 13.12.2023 г. (про-
цент задержек по электробусам – 13,7%) был 
обильный снегопад, что вызвало аномальные 
пробки в городе. Несмотря на локальные точ-
ки аномального роста задержек, общий тренд 
показывает, что зависимость задержек движе-
ния автобусов от температуры незначитель-
ная. Прослеживается зависимость задержек 
на электробусах от температуры (чем теплее, 
тем меньше сбоев). Основная причина – сбои 
в работе УБЗС4 [5].

Кроме того, температура воздуха влияет на 
такое событие как потери по техническим при-
чинам и на рисунке 2 отражена данная зави-
симость температуры (в градусах по оси Х) от 
потерь по технике (% от плана рейсов по оси 
Y) за 2023–2024 гг.
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Рисунок 2 – Влияние температуры на потери по технике НГПТ в г. Москве
Источник: составлено авторами.

Figure 2 – Temperature influence on losses of ground urban passenger transport in Moscow
Source: compiled by the authors.

Рисунок 3 – Влияние осадков на потери по задержкам движения НГПТ в г. Москве
Источник: составлено авторами.

Figure 3 – Precipitation influence on losses because of the delays of ground urban passenger transport in Moscow
Source: compiled by the authors.

График построен в разрезе видов ТС: ав-
тобус (дизельные и газовые) и электробус. 
Каждая точка на графике – процент потерь в 
определенный день при средней температуре 
в этот день. Линия на графике – общий тренд. 
На графике можно наблюдать точки с высоким 
% потерь по технике, связанных с различными 
погодными аномалиями (снегопады, обиль-
ные дожди и т.п.) и другими причинами. Так, 
например, 19.12.2024 г. (процент потерь по 
технике у электробусов – 46,9%, у автобусов 

– 28,7%) был снегопад и гололедица, что вы-
звало аномальные пробки в городе. Несмотря 
на локальные точки аномального роста потерь 
по браку, общий тренд показывает, что зависи-
мость потерь по бракам автобусов от темпе-
ратуры незначительная. Прослеживается за-
висимость потерь по бракам электробусов от 
температуры (чем теплее, тем меньше сбоев). 
Возможные причины – сбои в работе батареи 
и электроники6.



Том 22, № 5. 2025
Vol. 22, No. 5. 2025

© 2004–2025 Вестник СибАДИ 
The Russian Automobile  
and Highway Industry Journal

792

ТРАНСПОРТРАЗДЕЛ II

Такие погодные явления как осадки (сне-
гопады, обильные дожди и т.п.) также могут 
влиять на движение наземного городского 
транспорта, что демонстрирует рисунок 3.

На графике «Влияние осадков на потери 
по задержкам движения НГПТ» представле-
на зависимость количества осадков (в мм по 
оси Х) от потерь по задержкам движения (% от 
плана рейсов по оси Y) за 2023–2024 гг. Ана-
лиз зависимости потерь по бракам от осадков 
не проводился, так как зависимость данных 
показателей слабая. График построен в раз-
резе видов ТС: автобус (дизельные и газовые) 
и электробус. Каждая точка на графике – про-
цент потерь в определенный день при суммар-
ном количестве осадков в этот день. Линия на 
графике – общий тренд. Зависимость задер-
жек движения от осадков не прослеживается 
на большом промежутке времени. Есть ло-
кальные зависимости, например, в периоды, 
когда осадки вызывают подтопления улиц или 
сильные снегопады вызывают пробки, но на 
общей линии тренда это не сказывается.

Также комплекс неблагоприятных клима-
тических факторов оказывает существенное 
влияние на здоровье человека. Каждый фак-
тор отдельно или комбинация нескольких 
могут усугубить течение имеющихся заболе-
ваний: органов дыхания, инфекционных, сер-
дечно-сосудистой системы, пищеварительной 
системы.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Способность мегаполисов адаптировать-

ся к происходящим изменениям климата в 
условиях высокого загрязнения окружающей 
среды и чрезмерного потребления природных 
ресурсов существенно определяет путь их 
дальнейшего устойчивого развития. В части 
городских транспортных систем современные 
мегаполисы выбирают путь масштабного вне-
дрения низкоуглеродного транспорта – элек-
тробусов5 [3, 4, 5].

Новые электробусы, эксплуатируемые в 
городе Москве, адаптированы к прогнозируе-
мым климатическим изменениям, в том числе 
обеспечена техническая возможность безава-
рийной работы в диапазоне температур от -40 
до + 40 0 С [6].

Внедрение такого вида наземного город-
ского пассажирского транспорта становится 

5 Внутренний отчет Транспортного комплекса города Москвы за 2023 год, г. Москва, с.17, с. 25.

одним из приоритетных направлений модер-
низации транспортной системы. Среди ключе-
вых технологических преимуществ электробу-
сов и идентификации электробусов с точки их 
экологических характеристик стоит отметить 
отсутствие прямых выбросов углекислого газа 
и других загрязняющих веществ, низкий уро-
вень шума, более простое техническое обслу-
живание и их высокую энергоэффективность.

Согласно исследованиям отечественных 
специалистов в области электротранспорта 
электробусы обладают значительным потен-
циалом для решения транспортных проблем 
мегаполисов [5, 7, 8].

Комплексное изучение практического при-
менения электробусов, включающее все-
возможные проекты внедрения в различных 
климатических условиях, параметры эксплу-
атации, специфику их технического обслу-
живания, а также особенности зарядной ин-
фраструктуры, позволяет сформировать 
понимание потенциала внедрения и развития 
электробусов в мегаполисах [9, 10, 11]. 

После запуска электробусно-
го маршрута проводится мониторинг  
по нескольким показателям, таким как выпол-
нение транспортной работы, пунктуальность и 
пассажиропоток. Так, например, в результате 
анализа маршрута и статистики потерь по за-
держкам движения проводится корректировка 
скорости на маршруте, что позволяет либо по-
высить эффективность, либо уровень сервиса 
(в случае корректировки с целью снижения по-
терь). Другой вариант корректировки расписа-
ния – это перераспределение выпуска между 
маршрутами, например, при инфраструктур-
ных изменениях и изменениях городской за-
стройки.

При переходе на электробусы необходимо 
учитывать особенности формирования распи-
сания, поэтому важно принимать в расчет по-
тери производственного времени на зарядку, 
так как может потребоваться увеличение вы-
пуска на маршруте для сохранения сервиса 
при переходе на электробусы.

В последние годы наблюдается рост вне-
дрения электробусов в транспортную систему 
столицы [6, 9, 11]. На рисунке 4 представлена 
динамика ввода электробусов в транспортную 
систему г. Москвы.
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Рисунок 4 – Динамика роста количества электробусов в г. Москве
Источник: составлено авторами.

Figure 4 – Growth dynamics of the number of electric buses in Moscow
Source: compiled by the authors.

6 Внутренний отчет Транспортного комплекса города Москвы за 2024 год, г. Москва, с. 37-39.
7 Официальный портал ГУП «Мосгортранс» https://mosgortrans.ru.
8 План мероприятий по адаптации города Москвы к климатическим изменениям, Департамент природопользования и 

охраны окружающей среды города Москвы, 2023г., г. Москва, с. 3-5.
9 Единый транспортный портал https://transport.mos.ru.

Ежедневно в г. Москве на маршруты выхо-
дит свыше 2 350 электробусов, обслуживаю-
щих 217 маршрутов общей протяженностью 
более 3000 км, где среднесуточный пассажи-
ропоток 1 млн чел., а с начала работы коли-
чество перевезенных пассажиров составляет 
более 500 млн чел6, 7.

В планы развития электробусного парка 
до 2030 г. входит значительное расширение 
парка до 6000 ед. транспортных средств, что 
предполагает увеличение существующего 
парка на 3 700 электробусов. Для более эф-
фективного внедрения новых единиц необ-

ходимо грамотно выстраивать и планировать 
будущую маршрутную сеть.

Вместе с тем появляется потребность в 
развитии и модернизации зарядных станций. 
В 2025 г. функционирует 57 зарядных стан-
ций, представленных на рисунке 5, девять 
из которых размещены на эксплуатационных 
площадках; 48 на отстойно-разворотных пло-
щадках (далее – ОРП). Общее количество уль-
трабыстрых зарядных станций (далее – УБЗС) 
составляет 393 ед. с общей мощностью свыше 
177 МВт8, 9.
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Рисунок 5 – Зарядные станции г. Москвы
Источник: составлено авторами.

Figure 5 – Charging stations in Moscow
Source: compiled by the authors.

10 Внутренний отчет Транспортного комплекса города Москвы. за 2024 год, г. Москва, с.43.

Несмотря на постепенный переход на элек-
тробусы, дизельные автобусы на сегодняшний 
день составляют значительную часть обще-
ственного городского транспорта г. Москвы, что 
в свою очередь делает АЗС востребованными. 
Анализ эффективности работы АЗС показыва-
ет, что существуют ограничения по пропускной 
способности в сравнении с зарядными стан-
циями, что включает в себя непосредственное 
участие водителя транспортного средства, 

ограниченность в маневрировании и нерав-
номерное распределение потока в течение 
транспортных суток, а также производитель-
ность топливораздаточных колонок.

Статистика работы зарядных станций и 
АЗС показывает преимущество и более высо-
кую пропускную способность зарядных стан-
ций благодаря правильно спланированной 
инфраструктуре станции и быстрой зарядке10.
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Рисунок 6 – схема ОРП «МЦД Курьяново»
Источник: составлено авторами.

Figure 6 – Figure 6 – Layover and turnaround areas’ scheme (Moscow Central Diameter “Kuryanovo”)
Source: compiled by the authors.

11 

Применив метод статического анализа дан-
ных, удалось установить корреляцию между 
количеством зарядных станций и количеством 
ТС на отдельно взятой ОРП.

Например, на ОРП «Митино» суммарная 
мощность составляет 3 300 кВт, где ультрабы-
стрый режим работы станции выдает макси-
мально 300 кВт и требуемое время на заряд-
ку электробусов – 30 мин (от 0 до 100%), а в 
ночном режиме поступает максимально 15,7 
кВт и время зарядки составляет до 8 ч (от 0 
до 100%). 

На рисунке 6 представлена схема ОРП 
«МЦД Курьяново». Вместе с тем на рисунке 
7 отображено плановое распределение пото-
ка ТС по часам суток в рабочий день (загру-
женность станции в определенные часы, шаг 
– один час с 09:00). Например, в часы с 07:00 
до 08:00 выявлены существенные пики загру-
женности. В указанный период зафиксировано 
максимальное количество ТС – 6 ед.11 Деталь-
ное распределение потока ТС на зарядной 
станции в будние дни за период с 06:00 по 
08:30 представлено на рисунке 8.
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Рисунок 7 – Распределение потока по часам суток (в будние дни) 
Источник: составлено авторами. 

 
Figure 7 – Hourly flow distribution (on weekdays) 

Source: compiled by the authors. 
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Source: compiled by the authors.

 

15 
 6:

04
:0

0
6:

11
:0

0
6:

22
:0

0
6:

32
:0

0
6:

37
:0

0
6:

39
:0

0
6:

45
:0

0
6:

51
:0

0
6:

52
:0

0
6:

53
:0

0
6:

53
:0

0
6:

54
:0

0
7:

03
:0

0
7:

10
:0

0
7:

13
:0

0
7:

14
:0

0
7:

20
:0

0
7:

22
:0

0
7:

23
:0

0
7:

35
:0

0
7:

40
:0

0
7:

44
:0

0
7:

51
:0

0
7:

52
:0

0
7:

55
:0

0
7:

55
:0

0
8:

01
:0

0
8:

04
:0

0
8:

04
:0

0
8:

13
:0

0
8:

17
:0

0
8:

22
:0

0
8:

23
:0

0
8:

29
:0

0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 7 – Распределение потока по часам суток (в будние дни) 
Источник: составлено авторами. 

 
Figure 7 – Hourly flow distribution (on weekdays) 

Source: compiled by the authors. 
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Рисунок 8 – Распределение потока с 07:00 по 09:00 (в будние дни)
Источник: составлено авторами.

Figure 8 – Flow distribution from 7:00 a.m. to 9:00 a.m. (on weekdays)
Source: compiled by the authors.

На основании вышеописанного метода проведен аналогичный анализ распределения количе-
ства маршрутов и ТС по зарядным станциям на всех ОРП, представленных в таблице 2.
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Таблица 2
Распределение маршрутов и ТС на зарядные станции Москвы

Источник: составлено авторами.

Table 2 
Distribution of routs and vehicles among Moscow charging stations

Source: compiled by the authors.

Адрес Количество 
маршрутов

Количество 
ТС

Количество 
УБЗС

Нагрузка на 
1 УБЗС

Эксплуатационная площадка «Нагорная»  
(Электролитный проезд, д. 4) 9 59 9 7

Эксплуатационная площадка «Митино»  
(ул. Зенитчиков, д. 2, к. 2) 9 84 37 6

(Остафьевская улица) Чечёрский пр., д. 43 9 49 11 5

(Метро «Ломоносовский проспект»)  
Ломоносовский пр-т, д. 28 8 38 6 6

Саратовская ул., д. 18/10, стр. 1 (ОРП «ул. Саратовская») 8 56 12 5

ул. Подольская, д. 18 (ул. Донецкая, д. 5)  
(ОРП «МЦД Курьяново») 7 47 7 7

Осташковская ул. (Осташковская ул., д. 20) 6 52 7 7

Эксплуатационная площадка «Останкино»  
(ул. Бочкова, д. 10) 6 56 9 6

Стадион Лужники (Новолужнецкий проезд, д. 3) 6 62 10 6

Метро Тёплый Стан Новоясеневский проспект,4Б 6 42 8 5

Эксплуатационная площадка «Новокосино»  
ул. Галины Вишневской, д. 7, стр. 1 6 46 13 4

6-й мкр. Бибирева (Алтуфьевское шоссе, д. 102) 5 43 5 9

ВДНХ (южн.) (1-я Останкинская ул., д. 57) 5 71 9 8

ул. Лухмановская, д. 37 (ОРП «9-й мкр. Кожухова») 5 35 5 7

Киевский вокзал (площадь Киевского вокзала) 5 57 9 6

Рижский вокзал (Рижская пл., д. 7) 5 29 6 5

Дворец спорта «Сокольники» (Сокольнический вал, д. 17) 5 19 9 5

(Троицк микрорайон «В») Троицк, микрорайон В, д. 12а 5 34 8 4

3-й мкр. Новокосино (ул. Николая Старостина, д. 15) 4 32 4 8

Платформа «Новогиреево» (Перовская ул., д. 70) 4 27 4 7

(Серебряный бор) Таманская улица, 33 4 58 11 5

(МЦД Аминьевская) Аминьевское ш., д. 4Д, корп. 3а 4 39 11 5

(Беляево) Миклухо-Маклая ул., 22а 4 34 7 5

«Ивановское» (Саянская ул., д. 22а) 4 17 4 4

Эксплуатационная площадка «Красная Пахра» 
(поселение Краснопахорское, квартал № 92, д.1) 4 31 34 3

пос. Московский, дер. Саларьево, Картмазовская ул., 50 4 18 12 2

Метро «Филёвский парк» (Минская ул., д. 16а) 3 15 2 8

Метро «Бибирево» (Костромская ул., д. 20) 3 28 4 7

Эксплуатационная площадка «Верхние Лихоборы» 
(Верхнелихоборская ул., д. 4) 3 27 4 7

Метро «Озёрная» (ул. Озерная, д. 33, к. 2) 3 34 6 6

Карамышевская набережная, 9 3 32 6 5

Крылатское (ул. Крылатские холмы, д.38, к.3) 3 15 3 5

Метро «Сокол» (Ленинградский пр-т, д. 73А, стр. 3) 3 22 5 4

Эксплуатационная площадка «Сокол»  
(Ленинградское шоссе, д. 4, с. 1) 3 17 4 4
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Адрес Количество 
маршрутов

Количество 
ТС

Количество 
УБЗС

Нагрузка на 
1 УБЗС

Эксплуатационная площадка «Фили» (ул. Дениса 
Давыдова, д. 2) 3 33 8 4

Станция МЦД Щербинка (Щербинка,  
Бутовский тупик, д. 1, корп. 2) 3 11 4 3

МЦД «Остафьево» 3 19 12 2

Уссурийская ул. (Алтайская, д. 21, стр. 1) 2 23 3 8

Холмогорская ул. (ул. Холмогорская д. 1) 2 30 4 8

«Вагоноремонтная» «МЦД Лианозово» ДСК-1 
Дмитровское шоссе, д. 155 (Дмитровское шоссе, д. 114А, 
стр.1)

2 22 3 7

ОРП Р5 Сколково (Большой бульвар, д. 5) 2 14 2 7

«Генерала Ермолова» Метро «Парк Победы»  
(ул. Неверовского, д.13) 2 36 6 6

Метро «Владыкино» (Сигнальный проезд. д. 6а) 2 17 3 6

Москва-Сити (ул. Тестовская, д. 9) 2 19 4 5

Проспект Будённого (Измайловское шоссе, д. 4а) 2 16 4 4

Эксплуатационная площадка «Салтыковка» 
Салтыковская улица, 55, с. 1 2 18 13 3

Электрозаводский мост (ул. Электрозаводская, д. 1) 1 13 2 7

Северянинский путепровод (пр. Мира, д. 222А, стр.9) 1 17 3 6

Ул. Кравченко (ул. Кравченко, д. 22) 1 14 3 5

Бескудниковский переулок  
(Бескудниковский бульвар д. 13) 1 8 2 4

Базовская ул. (Коровинское шоссе, д. 30а) 1 16 5 3

Средняя нагрузка по количеству электро-
бусов на 1 УБЗС составляет 5 ед. Вместе с 
тем максимальное количество равно 9 ед., 
минимальное – 2. Выявленная неравномер-
ность соотношения показателей обусловлена 
неравномерностью маршрутной сети и воз-
можностью территориального размещения 
и строительства УБЗС из-за сложившейся 
плотной застройки г. Москвы. На основании 
анализа плановых расписаний для маршрутов 
электробусов установлено максимальное ко-
личество ТС, которые возможно заряжать на 1 
УБЗС, что составляет 9.

РЕЗУЛЬТАТЫ 
В рисунке 9 представлено соотношение 

количества электробусов по расписанию на 
1 УБЗС и количественное распределение на 
всех ОРП г. Москвы.

Проанализировав количественное распре-
деление электробусов как на уровне отдель-
ных УБЗС, так и в целом по всем ОРП города 
Москвы, можно сделать вывод о текущем со-
стоянии парка электробусов.

На существующих ОРП г. Москвы для дей-
ствующих маршрутов электробусов имеется 
существенный резерв по количеству ТС, ко-

торые возможно заряжать на установленных 
УБЗС, что позволит не только эффективно 
обслуживать текущий парк электробусов, но и 
обеспечивать планомерное увеличение коли-
чества ТС.

Полученный резерв способствует полному 
отсутствию очередей и простоев электробу-
сов. Однако существуют определенные риски 
и потенциальные проблемы, способные нару-
шить стабильную работу. Нарушение работы 
одной или несколько УБЗС на ОРП, снижение 
напряжения в сети, технические сбои в систе-
ме управления, неравномерное распределе-
ние нагрузки и другие аварийные ситуации. 
Даже один из перечисленных выше сбоев 
может привести к серьезным нарушениям в 
соблюдении расписания маршрутов и требует 
оперативного регулирования.

Для исключения сбоев в движении транс-
портных средств на маршрутах важно пе-
рераспределять электробусы по зарядным 
станциям при работе на маршрутах регуляр-
ных перевозок, что позволит минимизировать 
риски простоев и образования очередей. Вме-
сте с тем важно обеспечивать оперативное 
реагирование на сбои, включая корректировку 
трасс следования маршрутов.
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Рисунок 9 – Соотношение количества электробусов на 1 УБЗС г. Москвы
Источник: составлено авторами.

Figure 9 – Ratio of electric buses per one ultra-fast charging station in Moscow 
Source: compiled by the authors.

Современные мегаполисы, стремясь к со-
кращению выбросов углекислого газа в атмос-
феру и улучшению качества воздуха, активно 
внедряют электробусный транспорт в свои 
транспортные системы [3, 5, 8, 13].

Научные исследования подтверждают, что 
в связи с изменением климата транспортный 
сектор будет уязвимым как по отношению к 
экстремальным метеорологическим и при-
родным явлениям, так и к «вялотекущим» 
неблагоприятным процессам. Ключевыми 
проблемами для г. Москвы, возникающими 
вследствие меняющегося климата, являются 
зимнее содержание дорог, повышение темпе-
ратуры и длительные периоды жары, которые 
вызывают размягчение асфальтового покры-
тия и приводят к учащенным отказам транс-
портного оборудования [13]. Безопасность и 
бесперебойность дорожного движения также 
зависит от климатических условий.

Проведен детальный анализ распределе-
ния количества маршрутов и ТС по зарядным 
станциям на всех ОРП. Результаты представ-
лены в таблице 2 «Распределение маршрутов 
и ТС на зарядные станции г. Москвы».

На основании анализа плановых расписа-
ний для маршрутов электробусов установлено 
максимальное количество ТС, которые воз-
можно заряжать на 1 УБЗС.

Авторы показывают, что выбор приорите-
тов инвестиций в адаптацию определяется 
их эффективностью, рассчитываемой не че-
рез соотношение предотвращенного ущерба 
и потерь и вложений в реализацию проекта, 
а через соотношение суммы (совокупных) вы-
год (доходов) от реализации управленческих и 
технических решений, включая выгоды адап-
тации, с одной стороны, и величины указан-
ных вложений, с другой стороны.

Утверждение отраслевой методики расче-
та рисков и оценки последствий для объектов 
транспортной инфраструктуры прогнозируе-
мых климатических изменений в данном слу-
чае выступит эффективным экономическим 
инструментов реализации мероприятий по 
оценке климатических рисков, организации 
транспортной работы, реализации техноло-
гий транспортных процессов, проектирования, 
строительства и эксплуатации объектов транс-
портной инфраструктуры с учетом изменения 
климата.

В графическом виде представлена и опи-
сана зависимость задержек движения (в % от 
плана рейсов) от температурного режима воз-
духа за определенный период времени.

В графическом виде представлена и опи-
сана зависимость потерь по бракам электро-
бусов от температуры воздуха. Также описаны 
возможные причины сбоев.

Определено и наглядно показано деталь-
ное распределение потока ТС на отдельно 
взятой зарядной станции в будние дни в часы 
пик.

Установлена корреляция между количе-
ством зарядных станций и количеством ТС на 
отдельно взятой ОРП Москвы.

Выявлены причины неравномерности соот-
ношения показателей нагрузки по количеству 
электробусов на 1 УБЗС.

Доказана необходимость разработки и реа-
лизации дополнительных мер по сокращению 
уязвимости транспортной системы от влияния 
погодно-метеорологических и климатических 
факторов.

Представлены конкретные мероприятия, 
которые должна содержать система меропри-
ятий г. Москвы по адаптации транспортного 
комплекса к климатическим изменениям.
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ОБСУЖДЕНИЕ И ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Основы перехода на низкоуглеродный 

транспорт представляют собой комплекс-
ный подход, включающий развитие зарядной 
инфраструктуры, модернизацию системы 
управления транспортом и подготовку кадров. 
Ключевым фактором успешного внедрения яв-
ляется стратегическое планирование, учиты-
вающее специфику города, пассажиропоток и 
особенности транспортной сети. Вместе с тем 
необходимо отметить, что переход на электро-
бусы требует значительных первоначальных 
инвестиций, но в долгосрочной перспективе 
обеспечивает существенную экономию благо-
даря снижению эксплуатационных расходов и 
уменьшения затрат на обслуживание.

Система мероприятий г. Москвы по адап-
тации транспортного комплекса к климати-
ческим изменениям должна содержать такие 
мероприятия, как развитие системы быстрого 
оповещения о приближении опасных погод-
ных явлений; оптимизацию вывода на линию 
подвижного состава общественного транспор-
та для компенсации роста пассажиропотока 
при неблагоприятных климатических явле-
ниях; совершенствование методов борьбы с 
наледью; снижение скоростных лимитов на 
магистралях; ограничение движения грузовых 
транспортных средств; развитие системы ин-
формирования населения об экстремальных 
погодных условиях с рекомендациями по сни-
жению воздействия; рекомендации по удален-
ной работе; активная работа с транспортным 
поведением населения.

Моделирование качественных и количе-
ственных выгод и ущерба транспортной ин-
фраструктуре и деятельности городского 
пассажирского транспорта от климатических 
изменений является предметом исследова-
ний как комплексный инструмент, который 
позволит оценить существующие и последую-
щие результаты климатических изменений на 
транспортную систему столицы и принимать 
взвешенные заблаговременные решения с 
учетом климатических рисков.
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АННОТАЦИЯ
Введение. В данной статье рассмотрен порядок расчета на прогрессирующее обрушение эстакады 
под технологические трубопроводы в прямой динамике с использованием различных методов задания 
времени инициирующего воздействия. Особенность проектирования эстакад под технологические тру-
бопроводы с учетом обеспечения прочности на прогрессирующее обрушение связана с тем, что из-за 
расположения трубопроводов, как правило, нет возможности поместить связи в плоскости рамы опор 
эстакады. 
Материалы и методы. Расчет выполнен на базе программного комплекса SCAD Office, использующего 
метод конечных элементов для определения напряженно-деформированного состояния расчетной мо-
дели. Произведено исследование на асимптотическую сходимость расчетной модели в трех итерациях 
с последующим увеличением числа конечных элементов. Оценка сходимости производилась на основе 
анализа разности усилий в элементах, полученных при расчете каждой итерации. При расчете в прямой 
динамической постановке используется три метода оценки времени инициирующего воздействия.
Результаты. Произведен анализ асимптотической сходимости расчетной модели, по результатам 
анализа была выбрана модель с размерностью, при которой усилия в элементах последующих моделей 
отличаются не более чем на 3%. Выполнено сравнение результатов динамических расчетов с учетом 
трех вариантов задания времени инициирующего воздействия. 
Обсуждение и заключение. По результатам исследования определяется необходимость исследования 
расчетных моделей на асимптотическую сходимость для оценки и верификации результатов. Делают-
ся выводы по результатам использования трех методов задания времени инициирующего воздействия. 
Определена зависимость усилий и перемещений от величины времени инициирующего воздействия.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: прогрессирующее обрушение, прогрессирующее разрушение, лавинообразное об-
рушение, живучесть зданий и сооружений
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ABSTRACT
Introduction. this article discusses the procedure of calculation for the progressive collapse of a pipeline overpass 
in direct dynamics with the use of various methods for setting the initiating impact time. The peculiarity of designing 
pipeline overpasses in terms of their resistance to progressive collapse is related to the fact that due to the pipelines 
location it is often not possible to install the bracings within the overpass support frame.
Materials and methods. The calculation was performed on the basis of the SCAD Office software package with 
the finite element method to determine the stress-strain state of the calculation model. A study was conducted on 
the asymptotic convergence of the calculation model in three iterations, with a subsequent increase in the number 
of finite elements. The convergence was assessed based on an analysis of the difference in forces in the elements 
obtained during the calculation of each iteration. When calculating in a direct dynamic formulation, three methods 
for estimating the initiating impact time were used.
Results. The asymptotic convergence of the calculation model was analyzed, and based on the analysis results, 
a model was selected in which the stresses in the elements of subsequent models differ by no more than 3%. The 
results of dynamic calculations were compared based on three options for setting the initiating impact time.
Discussion and conclusion. Based on the research, the need was proved to study the calculation models for as-
ymptotic convergence to evaluate and verify the results obtained. Conclusions have been made based on the use 
of three methods for setting the initiating impact time. The dependences between stresses, displacements and the 
initiating impact time have been determined.

KEYWORDS: progressive collapse, progressive destruction, avalanche collapse, survivability of buildings and 
structures
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ВВЕДЕНИЕ
На данный момент, исходя из действующих 

нормативных документов1, для зданий класса 
КС-32 необходимо выполнять расчет на про-
грессирующее обрушение. В литературе пред-
ставлено множество публикаций, в которых 
рассмотрены примеры подобных расчетов. 
Анализ подобных публикаций автор проводит 
в отдельной статье [1], однако актуальных слу-
чаев расчета эстакад нет. Также в рамках дан-
ной работы были рассмотрены более поздние 
отечественные публикации [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 
9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21] 
и более поздние зарубежные публикации [22, 
23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 
36], где также нет примеров расчета эстакад 
на прогрессирующее обрушение. Поскольку 
эстакады, предназначенные для технологиче-
ских трубопроводов, входят в состав зданий и 
сооружений особо опасных объектов (классы 
опасности I и II), выполнение такого расчета 
для них тоже обязательно.

Цель исследования – повысить надежность 
и безопасность эксплуатации строительных 
конструкций. Задачи включают: 1) разработку 
рабочей расчетной модели рамной эстакады 
без связей в плоскости рамы; 2) определение 
напряженно-деформированного состояния её 
элементов при расчете на прогрессирующее 
обрушение; 3) исследование асимптотической 
сходимости расчетной модели; 4) проведе-
ние динамического расчета с использованием 
трех методов оценки времени инициирующего 
воздействия и сравнение полученных резуль-
татов.

За основу создания расчетной модели вы-
бран один температурный блок проектируемой 
трехъярусной эстакады для технологических 
трубопроводов. Конструкция эстакады вклю-
чает совокупность температурных блоков, 

1 Федеральный закон от 30.12.2009 № 384-ФЗ (ред. от 02.07.2013) «Технический регламент о безопасности зданий и 
сооружений» // Собрание законодательства Российской Федерации, 2002, № 52. ст.5140.

2 ГОСТ 27751–2014. Межгосударственный стандарт. Надежность строительных конструкций и оснований. Основные 
положения / ОАО «НИЦ «Строительство». Введ. 2015-07-01. М.: Стандартинформ, 2019. 19 с.

3 СП 20.13330.2016 Нагрузки и воздействия. Актуализированная редакция СНиП 2.01.07-85*. Дата введения 2017-06-
04 – М.: Стандартинформ, 2016. 104 с.

4 СП 296.1325800.2017 Здания и сооружения. Особые воздействия Дата введения 2018-02-04 – М.: Стандартинформ, 
2017. –30 с.

5 СП 385.1325800.2018 Защита зданий и сооружений от прогрессирующего обрушения. Правила проектирования. 
Общие положения. Дата введения 2019-01-06 - М: Стандартинформ, 2018. 24 с.

6 Проектирование мероприятий по защите зданий и сооружений от прогрессирующего обрушения: методическое 
пособие: ФАУ ФЦС. М., 2018.

7 GSA Alternate Path Analysis and Design Guidelines for Progressive Collapse Resistance. October 24, 2013 г.

состоящих из отдельно стоящих подвижных и 
неподвижных опор, оснащенных траверсами 
для установки трубопроводов, объединенных 
продольными балками и фермами для кабель-
ных конструкций. Все опоры закреплены жест-
ко на уровне верха фундаментов. Колонны и 
ригели первого яруса железобетонные, связи 
первого яруса и все конструкции вышестоя-
щих ярусов металлические. Класс бетона по 
прочности В30, применяется арматура класса 
А500 и металлические конструкции с маркой 
стали С355. В данной работе не учитываются 
нелинейные свойства материалов. И, соот-
ветственно, рассматривается только упругая 
деформация, без учета пластики. Так как это 
проектируемая эстакада, то есть возможность 
сконструировать эстакаду таким образом, что-
бы избежать пластических деформаций.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Расчеты были выполнены в соответствии с 

актуальными нормативными требованиями3,4,5 
при использовании программного комплекса 
SCAD Office и проводились в два этапа: 

1) с применением встроенного модуля 
«прогрессирующее обрушение» для опреде-
ления расчетных характеристик в квазистати-
ческой постановке и формирования вторичной 
расчетной схемы; 

2) последующим использованием этой схе-
мы для проведения расчетов в динамическом 
режиме. 

Оценка времени инициирующего воздей-
ствия осуществлена по трем методикам: 

1) согласно руководству ФАУ ФЦС6, время 
воздействия tотк составляет 1/10 основного 
периода собственных колебаний удаляемого 
элемента, что равно 0,044 сек; 

2) по американским нормам ‘Progressive 
Collapse Analysis and Design Guideline7 (GSA, 
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2013), где указывается, что tотк ≤ 0,1T, при 
этом период T равен времени колебаний кон-
струкции без выбывшего элемента и при фор-
ме колебаний, напоминающей статическую 
деформацию системы, tотк равно 0,039 сек; 

3) согласно справочнику Коренева и Раби-
новича8 (стр. 95) 1972 года выпуска, анало-
гично с расчетом на удар и при условии, что 
нет возможности оценить время воздействия, 
можно установить запас прочности и жестко-
сти конструкции, приняв tотк, равное 0,001 сек. 

Произведен расчет одного температурного 
блока. После формирования расчетной моде-
ли (рисунок 1) и выполнения статического рас-
чета получены следующие типы загружений 
(рисунок 2).

8 Коренев Б. Г., Рабинович И. М. / справочник по динамике сооружений. Стройиздат, 1972 г.

В качестве аварийного воздействия была 
смоделирована ситуация разрушения наибо-
лее нагруженной колонны. Устойчивость эста-
кады от прогрессирующего обрушения обе-
спечена жесткими узлами в плоскости рамы 
и пролетно-связевыми конструкциями из пло-
скости рамы. Все узлы проектируются, в том 
числе с учетом нагрузок от прогрессирующего 
обрушения. По верхнему ярусу эстакады вы-
полнены вертикальные связи в каждом проле-
те на протяжении всей эстакады (см. рисунок 
1). Для увеличения жесткости узла соедине-
ния между железобетонной частью колонны 
и стальной выполняется заделка сдвигового 
упора из горячекатаного двутавра 20К5 (рису-
нок 3).

Рисунок 1 – Расчетная схема эстакады
Источник: составлено авторами.

Figure 1 – Calculation scheme of the overpass
Source: compiled by the authors.

Рисунок 2 – Типы загружений
Источник: составлено авторами.

Figure 2 – Load types
Source: compiled by the authors.
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Рисунок 3 – Узел соединения железобетонной части колонны со стальной
Источник: составлено авторами.

Figure 3 – The connection point between the reinforced concrete part of the column and the steel part
Source: compiled by the authors.

По вторичной расчетной модели, исполь-
зованной для расчета в прямой динамиче-
ской постановке, произведено исследование 
асимптотической сходимости. Для этого сде-
лан расчет трех вариантов схемы с последо-
вательным увеличением числа конечных эле-
ментов:

1)	 количество конечных элементов = 
1989 шт.;

2)	 количество конечных элементов = 
5595 шт.;

3)	 количество конечных элементов = 
11004 шт.

РЕЗУЛЬТАТЫ
По результатам расчета в прямой динами-

ке трех вариантов схемы определены напря-
женно-деформируемые состояния трех схем, 
максимальные и минимальные усилия в эле-
ментах отображены на рисунках 4, 5, 6, 7, 8, 
9. Суммарные перемещения отображены на 
рисунках 10, 11, 12.
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Рисунок 4 – Эпюра усилий комбинации с максимальным усилием Nmax, т. Количество КЭ 1989 шт.
Источник: составлено авторами.

Figure 4 – Combined force diagram for the maximum force Nmax, t. Number of KE 1989 pcs.
Source: compiled by the authors.

Рисунок 5 – Эпюра усилий комбинации с минимальным усилием Nmin, т. Количество КЭ 1989 шт.
Источник: составлено авторами.

Figure 5 - Combined force diagram for the minimum force Nmin, t. Number of KE 1989 pcs.
Source: compiled by the authors.
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Рисунок 6 – Эпюра усилий комбинации с максимальным усилием Nmax, т. Количество КЭ 5595 шт.
Источник: составлено авторами.

Figure 6 – Combined force diagram for the maximum force Nmax, t. Number of KE 5595 pcs.
Source: compiled by the authors.

Рисунок 7 – Эпюра усилий комбинации с минимальным усилием Nmin, т. Количество КЭ 5595 шт.
Источник: составлено авторами.

Figure 7 – Combined force diagram for the minimum force Nmin, t. Number of KE 5595 pcs.
Source: compiled by the authors.
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Рисунок 8 – Эпюра усилий N комбинации с максимальным усилием Nmax, т. Количество КЭ 11004 шт.
Источник: составлено авторами.

Figure 8 – Combined force diagram for maximum force Nmax, t. Number of KE 11004 pcs.
Source: compiled by the authors.

Рисунок 9 – Эпюра усилий N комбинации с минимальным усилием Nmin, т. Количество КЭ 11004 шт.
Источник: составлено авторами.

Figure 9 – Combined N force diagram for the minimum force Nmin, t. Number of KE 11004 pcs.
Source: compiled by the authors.
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Рисунок 10 – Значения максимальных суммарных перемещений, мм. Количество КЭ 1989 шт.
Источник: составлено авторами.

Figure 10 – Values of maximum total displacements, mm. Number of KE 1989 pcs.
Source: compiled by the authors.

Рисунок 11 – Значения максимальных суммарных перемещений, мм. Количество КЭ 1989 шт.
Источник: составлено авторами.

Figure 11 – Values of maximum total displacements, mm. Number of KE 1989 pcs.
Source: compiled by the authors.
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Рисунок 12 – Значения максимальных суммарных перемещений, мм. Количество КЭ 1989 шт.
Источник: составлено авторами.

Figure 12 – Values of maximum total displacements, mm. Number of KE 1989 pcs.
Source: compiled by the authors.

Данные для анализа асимптотической сходимости отображены в таблице 1, асимптоты зави-
симости значений усилий и значений перемещений от количества конечных элементов отобра-
жены на рисунках 13, 14, 15.

Таблица 1
Результаты расчета

Источник: составлено авторами.

Table 1
 Calculation results

Source: compiled by the authors.
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Рисунок 13 – График зависимости Nmax, т, от количества КЭ, шт.
Источник: составлено авторами.

Figure 13 – Dependence between Nmax, t and the number of KE, pcs.
Source: compiled by the authors.

Рисунок 14 – График зависимости Nmin, т, от количества КЭ, шт.
Источник: составлено авторами.

Figure 14 – Dependence between Nmin, t and the number of KE, pcs.
Source: compiled by the authors.
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Рисунок 15 – График зависимости значений максимальных суммарных перемещений, мм,
от количества КЭ, шт.

Источник: составлено авторами.

Figure 15 – Dependence between values ​​of the maximum total displacements, mm and the number of KE, pcs.
Source: compiled by the authors.

При выполнении расчета последующие значения величин напряженно-деформированного со-
стояния отличаются он предыдущих не более чем на 3%, соответственно размерность конечно-э-
лементной сетки удовлетворяет поставленным задачам. Принимаем последнюю схему с количе-
ством элементов, равным 11004 шт. для дальнейшего анализа.

На рисунке 16 отображен график перемещений узла над удаляемым элементом по оси Z во 
времени.

Рисунок 16 – График значений перемещений узла по оси Z в мм/сек
Источник: составлено авторами.

Figure 16 – Node displacement values ​​along the Z axis in mm/sec
Source: compiled by the authors.
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При задании начальных условий для моде-
лирования инициирующего воздействия было 
установлено время задержки в 5 сек для нача-
ла приложения нагрузок. Это хорошо видно на 
графике: в первые пять секунд система нахо-
дится в состоянии равновесия; по истечении 

этого времени начинается моделирование раз-
рушения колонны с помощью динамических 
нагрузок, после чего прослеживается реакция 
системы и затухание колебаний в диапазоне 
5–20 сек, а также стабилизация в новом поло-
жении на более поздних этапах (после 20 сек).

а – 1-й метод
a) 1 method

б – 2-й метод
b) method 2

в – 3-й метод
c) method 3

Рисунок 17 – Эпюра перемещений узла по оси Z в мм
Источник: составлено авторами.

Figure 17 – Node displacement along the Z axis in mm
Source: compiled by the authors.
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По результатам расчета тремя методами 
задания времени инициирующего воздействия 
определим перемещения в точке, располо-

женной над удаляемым элементом колонны, 
данные отображены на рисунке 17 и усилия в 
раме (рисунок 18).

 

   
а –  1-й метод 
a) 1 method 

б – 2-й метод 
b) method 2 

в – 3-й метод 
c) method 3 
 

Рисунок 18 – Эпюра усилий в раме с удаляемым элементом N, т 
Источник: составлено авторами. 

 
Figure 18 – Forces in the frame with a removable element N, t 

Source: compiled by the authors. 

а – 1-й метод
a) 1 method

б – 2-й метод
b) method 2

в – 3-й метод
c) method 3

Рисунок 18 – Эпюра усилий в раме с удаляемым элементом N, т
Источник: составлено авторами.

Figure 18 – Forces in the frame with a removable element N, t
Source: compiled by the authors.



Том 22, № 5. 2025
Vol. 22, No. 5. 2025

© 2004–2025 Вестник СибАДИ 
The Russian Automobile  
and Highway Industry Journal

818

РАЗДЕЛ III СТРОИТЕЛЬСТВО И АРХИТЕКТУРА

Сравнение результатов расчетов тремя методами задания времени инициирующего воздей-
ствия отображено в таблице 2.

Таблица 2
 Результаты расчета

 Источник: составлено авторами.

Table 2
Calculation results

Source: compiled by the authors.
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∗ 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏% 
Метод 1 -24,97  -41,95  
Метод 2 -25,04 0,28 -42,08 0,31 
Метод 3 -25,77 2,83 -42,39 0,73 

 
 

ОБСУЖДЕНИЕ И ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

1. При выполнении расчета прямым динамическим методом необходимо проводить анализ 
асимптотической сходимости конечно-элементной модели, так как результаты расчетов с различной 
размерностью конечно-элементной сетки могут отличаться. В нашем случае результаты отличаются 
менее чем на 3%. 

2. Из графика перемещений узла над удаляемой колонной (см. рисунок 14) наглядно видно время, 
необходимое для стабилизации системы в новом положении. Рекомендации по времени стабилизации 
дать сложно, для этого необходимо учесть риски воздействия других внешних факторов в период 
стабилизации системы. Очевидно, что чем быстрее стабилизируется система, тем меньше рисков, что в 
этот период появится другое воздействие, дестабилизирующее систему. Также стоит отметить, что на 
графике (см. рисунок 14) видно постепенное линейное затухание колебаний, то есть нет периодов, когда 
колебания увеличиваются, потом затухают и снова увеличиваются. Такое нелинейное изменение 
колебаний и их влияние на смежные конструкции требует отдельного изучения. 

3. Сравнение значений усилий элементов и перемещений узлов по результатам расчетов на 
прогрессирующее обрушение тремя методами задания времени инициирующего воздействия дает 
примерно одинаковые результаты. 

Меньше нагружена система при использовании первого метода согласно рекомендациям ФАУ ФЦС9, 
более нагружена при использовании второго метода согласно нормам Progressive collapse analysis and 
design guideline (GSA.2013)10 , и больше всего нагружена при использовании рекомендаций справочником 
Коренева и Рабиновича11 от 1972 г. (стр. 95). 

Также по результатам расчетов мы видим, что чем меньше длительность инициирующего 
воздействия (более резкое возникновение аварийной нагрузки), тем большие по модулю усилия и 
перемещения возникают в элементах и узлах. 

4. Для определения того, какой из трех методов наиболее приближен реальному поведению 
строительных конструкций при аварийном воздействии рекомендуется проведение натурных испытаний. 
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ОБСУЖДЕНИЕ И ЗАКЛЮЧЕНИЕ
1. При выполнении расчета прямым ди-

намическим методом необходимо проводить 
анализ асимптотической сходимости конеч-
но-элементной модели, так как результаты 
расчетов с различной размерностью конеч-
но-элементной сетки могут отличаться. В на-
шем случае результаты отличаются менее чем 
на 3%.

2. Из графика перемещений узла над уда-
ляемой колонной (см. рисунок 14) наглядно 
видно время, необходимое для стабилизации 
системы в новом положении. Рекомендации по 
времени стабилизации дать сложно, для этого 
необходимо учесть риски воздействия других 
внешних факторов в период стабилизации 
системы. Очевидно, что чем быстрее стаби-
лизируется система, тем меньше рисков, что 
в этот период появится другое воздействие, 
дестабилизирующее систему. Также стоит от-
метить, что на графике (см. рисунок 14) видно 
постепенное линейное затухание колебаний, 
то есть нет периодов, когда колебания увели-
чиваются, потом затухают и снова увеличива-
ются. Такое нелинейное изменение колебаний 
и их влияние на смежные конструкции требует 
отдельного изучения.

3. Сравнение значений усилий элементов 
и перемещений узлов по результатам расче-
тов на прогрессирующее обрушение тремя 
методами задания времени инициирующего 

воздействия дает примерно одинаковые ре-
зультаты.

Меньше нагружена система при исполь-
зовании первого метода согласно рекомен-
дациям ФАУ ФЦС9, более нагружена при 
использовании второго метода согласно нор-
мам Progressive collapse analysis and design 
guideline (GSA.2013)10 , и больше всего нагру-
жена при использовании рекомендаций спра-
вочником Коренева и Рабиновича11 от 1972 г. 
(стр. 95).

Также по результатам расчетов мы видим, 
что чем меньше длительность инициирующе-
го воздействия (более резкое возникновение 
аварийной нагрузки), тем большие по модулю 
усилия и перемещения возникают в элементах 
и узлах.

4. Для определения того, какой из трех ме-
тодов наиболее приближен реальному пове-
дению строительных конструкций при аварий-
ном воздействии рекомендуется проведение 
натурных испытаний.
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РАЗРАБОТКА СИСТЕМ ПЕРЕДВИЖНЫХ УЧАСТКОВ 
СТРОИТЕЛЬНОГО ВОДООТЛИВА И ВОДОПОНИЖЕНИЯ  
ДЛЯ ТРУБОПРОВОДОВ, ТОННЕЛЕЙ И МЕТРОПОЛИТЕНОВ
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АННОТАЦИЯ
Введение. Строительство подземных объектов в виде трубопроводов, тоннелей и метрополитенов в 
слабопроницаемых водонасыщенных грунтах, обладающих подвижностью, трудоёмко, дорогостояще и 
опасно. Системы строительного водопонижения удаляют значительную часть воды из таких грунтов, 
превращая их в устойчивые породы, пригодные для эффективного проведения земляных работ. Разра-
ботка систем передвижных участков водоотлива и строительного водопонижения для трубопроводов, 
тоннелей и метрополитенов может быть произведена с использованием методологии теории филь-
трации воды и воздуха в городском строительстве, метода компьютерного моделирования фильтра-
ции флюидов и производства работ с помощью электронных таблиц, с привлечением новых технологий 
искусственного интеллекта и обучения машин.
Методы и материалы. Рабочей гипотезой статьи является идея создания комплексного подхода для 
эффективного решения проблемы подтопления подземными водами в период строительства линейных 
строительных объектов, подземных трубопроводов, тоннелей и метрополитенов в слабопроницаемых 
водонасыщенных грунтах. Методы теории фильтрации, применённые в работе, подразделяются на 
аналитические и численные. Аналитическим операторным методом решены задачи нестационарной 
фильтрации подземных вод к системам строительного водопонижения. Моделирование с помощью элек-
тронных таблиц относится к нескольким процессам рассматриваемого строительного производства. 
Методом конечных разностей в электронных таблицах решаются фильтрационные модели водопони-
зительных систем, которые не поддаются аналитическому решению. Кроме того, новой особенностью 
является применение электронных таблиц для моделирования организации и технологии строительно-
го водоотлива и водопонижения. Рассмотрена возможность применения самообучающихся рекурсивных 
компьютерных программ.
Обсуждение. Обзор отечественных и зарубежных авторов показал, что прямых публикаций по теме 
статьи нет. Имеются лишь отдельные вопросы, близкие к тематике представленной работы, свя-
занные со строительством подземных трубопроводов, тоннелей и метрополитенов. При этом про-
анализированы особенности осушения слабопроницаемых водонасыщенных грунтов, обладающих под-
вижностью. Предложены к рассмотрению в качестве примера мобильные передвижные участки систем 
строительного водоотлива и водопонижения, скорость монтажа и демонтажа которых соизмерима со 
скоростью передвижения разработки траншеи при открытом способе работ или проходческого щита 
при закрытом способе работ, например, для перегонного тоннеля метрополитена.
Заключение. Таким образом, разработку систем передвижных участков строительного водоотлива и 
водопонижения для подземных трубопроводов, тоннелей и метрополитенов предложено производить 
новым комплексным подходом с использованием методологии теории фильтрации воды и воздуха в го-
родском строительстве, методов компьютерного моделирования фильтрации флюидов и производ-
ства работ с помощью электронных таблиц, с привлечением новых технологий искусственного интел-
лекта и обучения машин.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: строительство, водоотлив, водопонижение, трубопроводы, тоннели, метропо-
литены, теория фильтрации, самообучающиеся программы
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DEVELOPMENT OF MOBILE SYSTEMS FOR CONSTRUCTION 
DRAINAGE AND DEWATERING FOR PIPELINES,  
TUNNELS AND METROPOLITANS
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ABSTRACT
Introduction. Construction of underground facilities such as pipelines, tunnels and subways in low-permeable wa-
ter-saturated mobile soils is labor-intensive, expensive and dangerous. Construction dewatering systems remove 
a significant portion of water from such soils, turning them into stable rocks suitable for efficient excavation works. 
The development of mobile drainage and construction dewatering systems for pipelines, tunnels and subways can 
be carried out using the methodology of water and air filtration theory in urban construction, the method of computer 
modeling of fluid filtration and operations based on using spreadsheets, with the involvement of new artificial intel-
ligence technologies and machine learning.
Methods and materials. The working hypothesis of the research is the idea of creating a comprehensive approach 
to effectively solve the problem of groundwater flooding during the construction of linear projects, underground 
pipelines, tunnels and subways in low-permeable water-saturated soils. The methods of filtration theory used in 
the work are divided into analytical and numerical. The analytical operator method is used to solve the problems of 
non-stationary filtration of groundwater in construction dewatering systems. Modeling with spreadsheets applies to 
several processes of construction operations arrangement. The finite difference method in spreadsheets is used to 
solve filtration models of dewatering systems that cannot be solved analytically. In addition, a new feature is the use 
of spreadsheets to model organization and technology of construction drainage and dewatering. The possibility of 
using self-learning recursive computer programs is considered. 
Discussion. A review of domestic and foreign studies has shown that there are no publications related to the topic 
of the article. Certain issues relevant to this paper and referred in particular to the construction of underground 
pipelines, tunnels and subways have been studied. At the same time, the features of drainage of low-permeable 
water-saturated mobile soils are analyzed. Mobile sections of construction drainage and dewatering systems are 
proposed for consideration as an example, their installation and dismantling time being comparable with that of 
building the trench during open cut construction or the shield speed during tunneling, for example, a subway.
Conclusion. Thus, it is proposed to develop systems for mobile sections of construction drainage and dewater-
ing for underground pipelines, tunnels and subways based on the new integrated approach with the use of the 
methodology of the theory of water and air filtration in urban construction, methods of computer modeling of fluid 
filtration and construction operations based on spreadsheets, as well as new technologies of artificial intelligence 
and machine learning. 

KEYWORDS: construction, drainage, dewatering, pipelines, tunnels, subways, filtration theory, self-learning 
programs
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ВВЕДЕНИЕ
Строительство подземных объектов в виде 

трубопроводов, тоннелей и метрополитенов в 
слабопроницаемых насыщенных водой грун-
тах, обладающих подвижностью, трудоёмко, 
дорогостояще и опасно [1, 2, 3, 4, 5, 6]. Слож-
ность проведения таких работ усугубляется 
воздействием климата в городской среде [7, 8, 
9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 
22]. Системы строительного водопонижения 
удаляют значительную часть воды из таких 
грунтов, тем самым превращая их в устойчи-
вые породы, пригодные для эффективного 
проведения земляных работ. Разработка си-
стем передвижных участков строительного 
водоотлива и водопонижения для трубопрово-
дов, тоннелей и метрополитенов может быть 
произведена с использованием методологии 
теории фильтрации воды и воздуха в город-
ском строительстве, метода компьютерного 
моделирования фильтрации флюидов и про-
изводства работ с помощью электронных та-
блиц, с привлечением новых технологий ис-
кусственного интеллекта и обучения машин 
[23, 24, 25].

МЕТОДЫ И МАТЕРИАЛЫ
Рабочей гипотезой статьи является идея 

создания комплексного подхода для эффек-
тивного решения проблемы подтопления под-
земными водами в период строительства ли-
нейных строительных объектов, подземных 
трубопроводов, тоннелей и метрополитенов в 
слабопроницаемых насыщенных водой грун-
тах. Методы теории фильтрации, применённые 
в работе, подразделяются на аналитические 
с формулами и численные с компьютерными 
моделями. Аналитический операторный ме-
тод показан в виде примера нестационарной 
фильтрации подземных вод к системам стро-
ительного водоотлива линейных объектов 
строительства. Моделирование с помощью 
электронных таблиц относится к нескольким 
процессам рассматриваемого строительного 
производства. Методом конечных разностей 
в электронных таблицах можно вычислить 
фильтрационные модели водопонизительных 
систем, когда невозможно получить аналити-
ческое решение в виде формул. Кроме того, 
новой особенностью является предложение 
о применении электронных таблиц для мо-
делирования организации и технологии стро-
ительного водопонижения. Дополнительно 
рассмотрена возможность применения са-
мообучающихся рекурсивных компьютерных 
программ.

Первый вопрос, который возникает перед 
строительством рассматриваемых линейных 
объектов в слабопроницаемых насыщенных 
водой и подвижных грунтах – можно ли обой-
тись без систем водопонижения? Если можно, 
то достаточно предусмотреть лишь водоотлив 
и крепление стенок котлована или траншеи. 
Пример водоотлива показан на рисунке 1 со 
стандартными сокращениями.

Рисунок 1 свидетельствует о том, что 
траншеи и котлованы для линейных объектов 
в насыщенных водой и подвижных грунтах в 
стеснённых условиях городского строитель-
ства имеют сложную гидрогеологическую кар-
тину движения техногенных подземных вод. 
На рисунке 1 представлен открытый способ 
проведения земляных и строительно-мон-
тажных работ при устройстве трубопровода 
большого диаметра. Прилегающие к трассе 
трубопровода здания и сооружения могут 
быть подтоплены. Техногенные подземные 
воды с началом земляных работ приходят в 
движение и устремляются по грунтовой мас-
се к строительной выработке. По пути филь-
трационного движения подземных вод мо-
гут быть искусственные препятствия в виде 
фундаментов, свай, шпунтовых ограждений 
траншей и котлованов, участков пониженной 
проницаемости. Эти обстоятельства искажа-
ют линии тока подземных вод. Традиционные 
расчётные методики для систем водоотлива 
и водопонижения дают слишком грубые ре-
зультаты о напорах и расходах подземных 
вод вблизи строительных выработок. Кроме 
того, процессы фильтрации подземных вод 
имеют весьма нестационарный характер. И, 
наконец, процессы строительства подземных 
выработок тоже обладают нестационарны-
ми признаками продвижения строительного 
участка в пространстве. Покажем, как учесть 
все эти особенности, постепенно продвига-
ясь по пунктам комплексной методологии по 
разработке систем передвижных участков 
строительного водоотлива и водопонижения 
для трубопроводов, тоннелей и метрополи-
тенов.

В стеснённых условиях города стенки тран-
шей и котлованов с неустойчивыми мокрыми 
грунтами стремятся снабдить прочными кре-
плениями. Вариантами креплений могут быть 
стальной шпунт, металлические профили с де-
ревянными досками-забирками и т.д. Их зада-
ча в первую очередь сводится к удерживанию 
массивов грунтовых толщ от обрушения. Абсо-
лютно герметичными их не делают. 
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Рисунок 1 – Крепление стенок котлована или траншеи с водоотливом 
Источник: составлено автором. 

 
Figure 1 – Fastening the walls of a pit or a trench with drainage 

Source: completed by author. 
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Рисунок 1 – Крепление стенок котлована или траншеи с водоотливом
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Figure 1 – Fastening the walls of a pit or a trench with drainage
Source: completed by author.
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Рисунок 2 – Расчётная схема водоотлива из строительной выработки:
1 – зона пониженной проницаемости; 2 – депрессия УПВ; 3 – водоносный пласт; 4 – водоупорные породы

Источник: составлено автором.

Figure 2 – Design scheme of drainage for tunnels:
1 – zone of low permeability; 2 – depression of the GWL; 3 – aquifer; 4 – impermeable rocks

Source: completed by author.

Поэтому зона грунта около строительной 
выработки обладает пониженной проница-
емостью, соответствующей коэффициенту 
фильтрации kс, м/сут. Водоносный пласт, под-
ходящий снаружи к выработке, обладает ко-
эффициентом фильтрации k, м/сут. Покажем 
эти две разные зоны грунта на рисунке 2.

На рисунке 2 показаны следующие обо-
значения: Ест. УПВ – уровень подземных вод 
в естественном состоянии до начала строи-
тельства; He – напор техногенных подземных 
вод в естественном состоянии, м; Hв – напор 
подземных вод в строительной выработке, м;  
∆H – разность напоров, м; b – толщина зоны 
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крепления выработки, м; Lвл – зона влияния 
водоотлива, м; остальные обозначения огово-
рены выше.

Применим как инструмент исследования 
аналитический операторный метод для ре-
шения задачи о нестационарной фильтрации 
подземных вод к системам водоотлива линей-
ных объектов строительства (см. рисунок 2). 
Для этого составим систему из двух частных 
дифференциальных уравнений движения тех-
ногенных подземных вод к строительной вы-
работке так:
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– толщина напорного водоносного пласта, м; 
остальные обозначения подробно оговорены 
к рисунку 2, где можно увидеть начальные и 
граничные условия задачи.
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м; остальные обозначения оговорены выше. 
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задачи о нестационарной фильтрации подземных вод к системам водоотлива линейных 
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соответственно, напорного или безнапорного движения подземных вод, м2/сут; M – толщина 
напорного водоносного пласта, м; остальные обозначения подробно оговорены к рисунку 2, где 
можно увидеть начальные и граничные условия задачи. 

Если строительная выработка проходит в условиях безнапорных грунтовых вод, то вместо 
толщины M надо подставить среднюю мощность грунтовых вод hс, м, в виде 
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Преобразуя систему уравнений (1) опера-
торным методом по Лапласу, получим част-
ное решение для интегральных изображений 
напоров в зоне пониженной проницаемости 
грунта около стенок выработки при малых зна-
чениях времени t в начале земляных работ, 
которое выглядит так:

Преобразуя систему уравнений (1) операторным методом по Лапласу, получим частное 
решение для интегральных изображений напоров в зоне пониженной проницаемости грунта 
около стенок выработки при малых значениях времени t в начале земляных работ, которое 
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где p – параметр Лапласа. 
Применяя к формуле (3) обратное преобразование Лапласа, приходим к формуле для 

определения напора техногенных подземных вод в зоне пониженной проницаемости грунта 
около стенок строительной выработки в виде 
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где все обозначения уже оговорены выше. 
Кроме значений фильтрационных напоров при водоотливе для правильного подбора 

насосов понадобится формула водопритока техногенных подземных вод на 1 м длины 
строительной выработки qв, м3/(сут·м). Чтобы её получить, надо зависимость (4) умножить на 
дробь kс·M/B, где B – половина ширины строительной выработки. После этого дифференцируем 
по координате x. После несложных выкладок найдём формулу для определения водопритока 
техногенных подземных вод на 1 м длины строительной выработки в виде 
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где все обозначения уже оговорены выше. 
Моделирование с помощью электронных таблиц относится к нескольким процессам 
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электронных таблицах можно вычислить фильтрационные модели водопонизительных систем, 
когда невозможно получить аналитическое решение в виде формул. Кроме того, новой 
особенностью является предложение о применении электронных таблиц для моделирования 
организации и технологии строительного водопонижения. Методология МКР в электронных 
таблицах подробно рассмотрена в монографии [26]. 
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программы. 

В дополнение приводим свежий пример иностранных авторов [27] с попыткой применения 
искусственного интеллекта и машинного обучения как методологии к исследованию режима 
грунтовых вод, что показано на рисунке 3. 
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Кроме значений фильтрационных напоров при водоотливе для правильного подбора 

насосов понадобится формула водопритока техногенных подземных вод на 1 м длины 
строительной выработки qв, м3/(сут·м). Чтобы её получить, надо зависимость (4) умножить на 
дробь kс·M/B, где B – половина ширины строительной выработки. После этого дифференцируем 
по координате x. После несложных выкладок найдём формулу для определения водопритока 
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где все обозначения уже оговорены выше. 
Моделирование с помощью электронных таблиц относится к нескольким процессам 

рассматриваемого строительного производства. Методом конечных разностей (МКР) в 
электронных таблицах можно вычислить фильтрационные модели водопонизительных систем, 
когда невозможно получить аналитическое решение в виде формул. Кроме того, новой 
особенностью является предложение о применении электронных таблиц для моделирования 
организации и технологии строительного водопонижения. Методология МКР в электронных 
таблицах подробно рассмотрена в монографии [26]. 

Рассмотрим дополнительно возможность применения самообучающихся рекурсивных 
компьютерных программ.  Эту компьютерную методологию сейчас называют такими модными 
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необходимо в самом начале пошагово проследить развитие алгоритма самообучения 
программы. 

В дополнение приводим свежий пример иностранных авторов [27] с попыткой применения 
искусственного интеллекта и машинного обучения как методологии к исследованию режима 
грунтовых вод, что показано на рисунке 3. 
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определения напора техногенных подземных вод в зоне пониженной проницаемости грунта 
около стенок строительной выработки в виде 

𝐻𝐻𝐻𝐻1 = 𝐻𝐻𝐻𝐻е − Δ𝐻𝐻𝐻𝐻 ⋅ (1 − 𝛽𝛽𝛽𝛽) ⋅ erfc �
𝑥𝑥𝑥𝑥

2 ⋅ �𝜂𝜂𝜂𝜂 𝜂 𝜂𝜂𝜂𝜂 𝜂 𝜕𝜕𝜕𝜕
� ;    𝛽𝛽𝛽𝛽 =

1 − �𝜂𝜂𝜂𝜂
1 + �𝜂𝜂𝜂𝜂

  ;    𝜂𝜂𝜂𝜂 =
𝑘𝑘𝑘𝑘с
𝑘𝑘𝑘𝑘

  ;   0 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥 , (4) 

где все обозначения уже оговорены выше. 
Кроме значений фильтрационных напоров при водоотливе для правильного подбора 

насосов понадобится формула водопритока техногенных подземных вод на 1 м длины 
строительной выработки qв, м3/(сут·м). Чтобы её получить, надо зависимость (4) умножить на 
дробь kс·M/B, где B – половина ширины строительной выработки. После этого дифференцируем 
по координате x. После несложных выкладок найдём формулу для определения водопритока 
техногенных подземных вод на 1 м длины строительной выработки в виде 

𝑞𝑞𝑞𝑞в =
𝑘𝑘𝑘𝑘с ⋅ 𝑀𝑀𝑀𝑀 ⋅ Δ𝐻𝐻𝐻𝐻
𝐵𝐵𝐵𝐵 ⋅ �𝜂𝜂𝜂𝜂 ⋅ 𝑎𝑎𝑎𝑎 ⋅ 𝜕𝜕𝜕𝜕

  , (5) 

где все обозначения уже оговорены выше. 
Моделирование с помощью электронных таблиц относится к нескольким процессам 

рассматриваемого строительного производства. Методом конечных разностей (МКР) в 
электронных таблицах можно вычислить фильтрационные модели водопонизительных систем, 
когда невозможно получить аналитическое решение в виде формул. Кроме того, новой 
особенностью является предложение о применении электронных таблиц для моделирования 
организации и технологии строительного водопонижения. Методология МКР в электронных 
таблицах подробно рассмотрена в монографии [26]. 

Рассмотрим дополнительно возможность применения самообучающихся рекурсивных 
компьютерных программ.  Эту компьютерную методологию сейчас называют такими модными 
терминами как «искусственный интеллект» и «машинное обучение». Наше новое предложение 
по применению самообучающихся рекурсивных компьютерных программ состоит в применении 
для начальных проработок электронных таблиц, имеющих возможность рекурсивного 
выполнения повторяющихся итераций. Для начинающего исследователя в данной сфере 
необходимо в самом начале пошагово проследить развитие алгоритма самообучения 
программы. 

В дополнение приводим свежий пример иностранных авторов [27] с попыткой применения 
искусственного интеллекта и машинного обучения как методологии к исследованию режима 
грунтовых вод, что показано на рисунке 3. 

(5)

где все обозначения уже оговорены выше.
Моделирование с помощью электронных 

таблиц относится к нескольким процессам 
рассматриваемого строительного производ-
ства. Методом конечных разностей (МКР) 
в электронных таблицах можно вычислить 
фильтрационные модели водопонизительных 
систем, когда невозможно получить аналити-
ческое решение в виде формул. Кроме того, 
новой особенностью является предложение 
о применении электронных таблиц для моде-
лирования организации и технологии строи-
тельного водопонижения. Методология МКР в 
электронных таблицах подробно рассмотрена 
в монографии [26].

Рассмотрим дополнительно возможность 
применения самообучающихся рекурсивных 
компьютерных программ. Эту компьютерную 
методологию сейчас называют такими модны-
ми терминами как «искусственный интеллект» 
и «машинное обучение». Наше новое пред-
ложение по применению самообучающихся 
рекурсивных компьютерных программ состо-
ит в применении для начальных проработок 
электронных таблиц, имеющих возможность 
рекурсивного выполнения повторяющихся 
итераций. Для начинающего исследователя 
в данной сфере необходимо в самом начале 
пошагово проследить развитие алгоритма са-
мообучения программы.
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PART IIICONSTRUCTION AND ARCHITECTURE

Рисунок 3 – Принципиальная схема предлагаемой методологии [27]

Figure 3 – Schematic diagram of the proposed methodology [27]

В дополнение приводим свежий пример 
иностранных авторов [27] с попыткой приме-
нения искусственного интеллекта и машинно-
го обучения как методологии к исследованию 
режима грунтовых вод, что показано на рисун-
ке 3.

В предлагаемой авторами работы [27] ме-
тодологии используются вероятностно-стати-
стические методы. Конкретные примеры ис-
пользования данной методологии в практике 
гидрогеологии и строительства не приведены. 
Это свидетельствует о незавершенности ис-
кусственного интеллекта и машинного обуче-
ния как методологии к исследованию режима 
грунтовых вод. Исследования надо продол-
жать.

ОБСУЖДЕНИЕ

Обзор отечественных и зарубежных авто-
ров показал, что прямых публикаций по теме 
статьи нет. Имеются лишь отдельные вопро-

сы, близкие к тематике представленной рабо-
ты, связанные со строительством подземных 
трубопроводов, тоннелей и метрополитенов. 
При этом проанализированы особенности осу-
шения слабопроницаемых водонасыщенных 
грунтов, обладающих подвижностью. Пред-
ложены к рассмотрению в качестве приме-
ра мобильные передвижные участки систем 
строительного водоотлива и водопонижения, 
скорость монтажа и демонтажа которых со-
измерима со скоростью передвижения разра-
ботки траншеи при открытом способе работ 
или проходческого щита при закрытом спосо-
бе работ, например, для перегонного тоннеля 
метрополитена. Коснемся также вопросов ис-
кусственного интеллекта (ИИ).

Д-р техн. наук, проф. В.К. Финн в интервью 
«Независимой газете» 27.06.2018 г. сформу-
лировал 13 признаков искусственного интел-
лекта, интернет-адрес:

https://www.ng.ru/nauka/2018-06-27/9_7253_
intelligence.html
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РАЗДЕЛ III СТРОИТЕЛЬСТВО И АРХИТЕКТУРА

Признаки искусственного интеллекта (ИИ) 
по В.К. Финну:

1) возможность распознавания существен-
ного в данных;

2) порождение последовательности: цель–
план–действие;

3) возможность отбора посылок, релевант-
ных целям;

4) рассуждение – получение следствий из 
имеющихся посылок;

5) принятие решений посредством аргу-
ментации;

6) рефлексия – способность оценивать 
свои знания и действия;

7) познавательное любопытство – возмож-
ность ответить на вопрос «Что такое?»;

8) способность к объяснению и к ответу на 
вопрос «Почему?»;

9) синтез познавательных процедур;
10) способность к обучению;
11) рационализация идей и превращение 

их в понятия;
12) способность объединять имеющиеся 

знания и создавать целостную картину рас-
сматриваемого явления – способность к инте-
грации знаний;

13) адаптация знаний при изменении усло-
вий и жизненных ситуаций или коррекция те-
орий.

Попробуем использовать эти признаки как 
инструмент в рамках тематики данной статьи. 
Из 1-го признака следует, что ИИ – это поиск. 
Из 2-го – проект. Из 3-го – оптимизация. Из 
4-го – решение. Из 5-го – аргументы. Из 6-го –  
оценка. Из 7-го – определение. Из 8-го – объ-
яснение. Из 9-го – синтез. Из 10-го – обучение. 
Из 11-го – рационализация. Из 12-го – объе-
динение. Из 13-го – обновление с уточнением 
знаний.

Обобщая, дадим комплексное определе-
ние ИИ для целей нашего исследования.

Искусственный интеллект – это поиск оп-
тимального и аргументированного проект-
ного решения проблемы с определением 
самооценки и объяснением на основе анали-
за результатов, с объединением и синтезом 
принципов рационального самообучения, с 
последующим уточнением и обновлением зна-
ний об изучаемом объекте исследования.

Нетрудно заметить, что такое определение 
ИИ очень сильно напоминает действия науч-
но-практического работника и творчески мыс-
лящего опытного проектировщика со стрункой 
изобретателя, производящих жизненно важ-
ную наукоёмкую продукцию. Такое определе-
ние ИИ, возможно, является идеалом ИИ, и 

даже, возможно, недостижимой мечтой. Поэ-
тому многие исследователи ИИ рано или позд-
но приходят к выводу о невозможности полной 
замены творчески мыслящего человека систе-
мами ИИ.

Попытаемся дать техническое определе-
ние ИИ как возможности применения само-
обучающихся рекурсивных компьютерных 
программ, связанных с какими угодно механиз-
мами. В таком случае мы неизбежно приходим 
к механизации, автоматизации и роботизации 
строительного производства. Именно такую 
перспективу дальнейших исследований мы 
сейчас намечаем для нашей тематики защиты 
от подтопления в городском строительстве.

Напоследок покажем сравнительный при-
мер расчёта по представленным формулам 
(4)-(5) для мобильного передвижного участка 
систем строительного водоотлива, скорость 
монтажа и демонтажа которых соизмерима со 
скоростью передвижения разработки траншеи 
при открытом способе работ. Основные обо-
значения показаны на рисунке 2.

По данным инженерно-геологических изы-
сканий определили для водонасыщенного 
грунта стенок вытянутого котлована коэф-
фициент фильтрации k = 0,1 м/сут, а также 
коэффициент водоотдачи µ = 0,05. Расстоя-
ние от центра котлована до грунтовой стенки  
B = 12 м. Напор техногенных подземных вод 
Hе = 16 м. Напор воды на дне выработки  
Hв = 6 м. Дополнительно был определен коэф-
фициент фильтрации крепления стенки котло-
вана k = 0,00108 м/сут. Толщина ограждения  
b = 0,6 м. Толщина напорного водоносного 
слоя M = 11 м. Время проведения земляных 
работ t = 10 сут.

По формуле (4) определяем напор техно-
генных подземных вод в зоне пониженной про-
ницаемости грунта около стенок строительной 
выработки по цепочке расчётов:

8) способность к объяснению и к ответу на вопрос «Почему?»; 
9) синтез познавательных процедур; 
10) способность к обучению; 
11) рационализация идей и превращение их в понятия; 
12) способность объединять имеющиеся знания и создавать целостную картину 

рассматриваемого явления – способность к интеграции знаний; 
13) адаптация знаний при изменении условий и жизненных ситуаций или  коррекция теорий. 
 
Попробуем использовать эти признаки как инструмент в рамках тематики  данной статьи. Из 

1-го признака следует, что ИИ – это поиск. Из 2-го – проект. Из 3-го – оптимизация. Из 4-го – 
решение. Из 5-го – аргументы. Из 6-го – оценка. Из 7-го – определение. Из 8-го – объяснение. Из 
9-го – синтез. Из 10-го – обучение. Из 11-го – рационализация. Из 12-го – объединение. Из 13-го 
– обновление с уточнением знаний. 

Обобщая, дадим комплексное определение ИИ для целей нашего исследования. 
Искусственный интеллект – это поиск оптимального и аргументированного проектного 

решения проблемы с определением самооценки и объяснением на основе анализа результатов, 
с объединением и синтезом принципов рационального самообучения, с последующим 
уточнением и обновлением знаний об изучаемом объекте исследования. 

Нетрудно заметить, что такое определение ИИ очень сильно напоминает действия научно-
практического работника и творчески мыслящего опытного проектировщика со стрункой 
изобретателя, производящих жизненно важную наукоёмкую продукцию. Такое определение ИИ, 
возможно, является идеалом ИИ, и даже, возможно, недостижимой мечтой. Поэтому многие 
исследователи ИИ рано или поздно приходят к выводу о невозможности полной замены 
творчески мыслящего человека системами ИИ. 

 Попытаемся дать техническое определение ИИ как возможности применения 
самообучающихся рекурсивных компьютерных программ, связанных с какими угодно 
механизмами. В таком случае мы неизбежно приходим к механизации, автоматизации и 
роботизации строительного производства. Именно такую перспективу дальнейших 
исследований мы сейчас намечаем для нашей тематики защиты от подтопления в городском 
строительстве. 

Напоследок покажем сравнительный пример расчёта по представленным формулам (4)-(5) 
для мобильного передвижного участка систем строительного водоотлива, скорость монтажа и 
демонтажа которых соизмерима со скоростью передвижения разработки траншеи при открытом 
способе работ. Основные обозначения показаны на рисунке 2. 

По данным инженерно-геологических изысканий определили для водонасыщенного грунта 
стенок вытянутого котлована коэффициент фильтрации k = 0,1 м/сут, а также коэффициент 
водоотдачи µ = 0,05. Расстояние от центра котлована до грунтовой стенки B = 12 м. Напор 
техногенных подземных вод Hе = 16 м. Напор воды на дне выработки Hв = 6 м. Дополнительно 
был определен коэффициент фильтрации крепления стенки котлована k = 0,00108 м/сут.  
Толщина ограждения b = 0,6 м. Толщина напорного водоносного слоя M = 11 м. Время 
проведения земляных работ t = 10 сут. 

По формуле (4) определяем напор техногенных подземных вод в зоне пониженной 
проницаемости грунта около стенок строительной выработки по цепочке расчётов: 

 
𝜂𝜂𝜂𝜂 = 0,00108 0,1 =  0,0108⁄ , 

𝑎𝑎𝑎𝑎 = 0,1 ⋅ 11 0,05 = 22 м2 сут⁄ ,⁄  

𝛽𝛽𝛽𝛽 =
1 − √0,0108
1 + √0,0108

= 0,8116, 

𝐻𝐻𝐻𝐻1 = 16 − 10 ⋅ (1 − 0,8116) ⋅ erfc �
0,6

2 ⋅ √0,0108 ⋅ 22 ⋅ 10
� = 14,5 м. 

По формуле (5) находим односторонний водоприток техногенных подземных вод к 
строительной выработке с креплением 

𝑞𝑞𝑞𝑞в =
0,00108 ⋅ 11 ⋅ 10

12 ⋅ √0,0108 ⋅ 22 ⋅ 10
= 0,0642 м3 (сут ⋅ м)⁄ . 

8) способность к объяснению и к ответу на вопрос «Почему?»; 
9) синтез познавательных процедур; 
10) способность к обучению; 
11) рационализация идей и превращение их в понятия; 
12) способность объединять имеющиеся знания и создавать целостную картину 

рассматриваемого явления – способность к интеграции знаний; 
13) адаптация знаний при изменении условий и жизненных ситуаций или  коррекция теорий. 
 
Попробуем использовать эти признаки как инструмент в рамках тематики  данной статьи. Из 
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Искусственный интеллект – это поиск оптимального и аргументированного проектного 

решения проблемы с определением самооценки и объяснением на основе анализа результатов, 
с объединением и синтезом принципов рационального самообучения, с последующим 
уточнением и обновлением знаний об изучаемом объекте исследования. 

Нетрудно заметить, что такое определение ИИ очень сильно напоминает действия научно-
практического работника и творчески мыслящего опытного проектировщика со стрункой 
изобретателя, производящих жизненно важную наукоёмкую продукцию. Такое определение ИИ, 
возможно, является идеалом ИИ, и даже, возможно, недостижимой мечтой. Поэтому многие 
исследователи ИИ рано или поздно приходят к выводу о невозможности полной замены 
творчески мыслящего человека системами ИИ. 

 Попытаемся дать техническое определение ИИ как возможности применения 
самообучающихся рекурсивных компьютерных программ, связанных с какими угодно 
механизмами. В таком случае мы неизбежно приходим к механизации, автоматизации и 
роботизации строительного производства. Именно такую перспективу дальнейших 
исследований мы сейчас намечаем для нашей тематики защиты от подтопления в городском 
строительстве. 

Напоследок покажем сравнительный пример расчёта по представленным формулам (4)-(5) 
для мобильного передвижного участка систем строительного водоотлива, скорость монтажа и 
демонтажа которых соизмерима со скоростью передвижения разработки траншеи при открытом 
способе работ. Основные обозначения показаны на рисунке 2. 

По данным инженерно-геологических изысканий определили для водонасыщенного грунта 
стенок вытянутого котлована коэффициент фильтрации k = 0,1 м/сут, а также коэффициент 
водоотдачи µ = 0,05. Расстояние от центра котлована до грунтовой стенки B = 12 м. Напор 
техногенных подземных вод Hе = 16 м. Напор воды на дне выработки Hв = 6 м. Дополнительно 
был определен коэффициент фильтрации крепления стенки котлована k = 0,00108 м/сут.  
Толщина ограждения b = 0,6 м. Толщина напорного водоносного слоя M = 11 м. Время 
проведения земляных работ t = 10 сут. 

По формуле (4) определяем напор техногенных подземных вод в зоне пониженной 
проницаемости грунта около стенок строительной выработки по цепочке расчётов: 

 
𝜂𝜂𝜂𝜂 = 0,00108 0,1 =  0,0108⁄ , 

𝑎𝑎𝑎𝑎 = 0,1 ⋅ 11 0,05 = 22 м2 сут⁄ ,⁄  

𝛽𝛽𝛽𝛽 =
1 − √0,0108
1 + √0,0108

= 0,8116, 

𝐻𝐻𝐻𝐻1 = 16 − 10 ⋅ (1 − 0,8116) ⋅ erfc �
0,6

2 ⋅ √0,0108 ⋅ 22 ⋅ 10
� = 14,5 м. 

По формуле (5) находим односторонний водоприток техногенных подземных вод к 
строительной выработке с креплением 

𝑞𝑞𝑞𝑞в =
0,00108 ⋅ 11 ⋅ 10

12 ⋅ √0,0108 ⋅ 22 ⋅ 10
= 0,0642 м3 (сут ⋅ м)⁄ . 

8) способность к объяснению и к ответу на вопрос «Почему?»; 
9) синтез познавательных процедур; 
10) способность к обучению; 
11) рационализация идей и превращение их в понятия; 
12) способность объединять имеющиеся знания и создавать целостную картину 

рассматриваемого явления – способность к интеграции знаний; 
13) адаптация знаний при изменении условий и жизненных ситуаций или  коррекция теорий. 
 
Попробуем использовать эти признаки как инструмент в рамках тематики  данной статьи. Из 

1-го признака следует, что ИИ – это поиск. Из 2-го – проект. Из 3-го – оптимизация. Из 4-го – 
решение. Из 5-го – аргументы. Из 6-го – оценка. Из 7-го – определение. Из 8-го – объяснение. Из 
9-го – синтез. Из 10-го – обучение. Из 11-го – рационализация. Из 12-го – объединение. Из 13-го 
– обновление с уточнением знаний. 

Обобщая, дадим комплексное определение ИИ для целей нашего исследования. 
Искусственный интеллект – это поиск оптимального и аргументированного проектного 

решения проблемы с определением самооценки и объяснением на основе анализа результатов, 
с объединением и синтезом принципов рационального самообучения, с последующим 
уточнением и обновлением знаний об изучаемом объекте исследования. 

Нетрудно заметить, что такое определение ИИ очень сильно напоминает действия научно-
практического работника и творчески мыслящего опытного проектировщика со стрункой 
изобретателя, производящих жизненно важную наукоёмкую продукцию. Такое определение ИИ, 
возможно, является идеалом ИИ, и даже, возможно, недостижимой мечтой. Поэтому многие 
исследователи ИИ рано или поздно приходят к выводу о невозможности полной замены 
творчески мыслящего человека системами ИИ. 

 Попытаемся дать техническое определение ИИ как возможности применения 
самообучающихся рекурсивных компьютерных программ, связанных с какими угодно 
механизмами. В таком случае мы неизбежно приходим к механизации, автоматизации и 
роботизации строительного производства. Именно такую перспективу дальнейших 
исследований мы сейчас намечаем для нашей тематики защиты от подтопления в городском 
строительстве. 

Напоследок покажем сравнительный пример расчёта по представленным формулам (4)-(5) 
для мобильного передвижного участка систем строительного водоотлива, скорость монтажа и 
демонтажа которых соизмерима со скоростью передвижения разработки траншеи при открытом 
способе работ. Основные обозначения показаны на рисунке 2. 

По данным инженерно-геологических изысканий определили для водонасыщенного грунта 
стенок вытянутого котлована коэффициент фильтрации k = 0,1 м/сут, а также коэффициент 
водоотдачи µ = 0,05. Расстояние от центра котлована до грунтовой стенки B = 12 м. Напор 
техногенных подземных вод Hе = 16 м. Напор воды на дне выработки Hв = 6 м. Дополнительно 
был определен коэффициент фильтрации крепления стенки котлована k = 0,00108 м/сут.  
Толщина ограждения b = 0,6 м. Толщина напорного водоносного слоя M = 11 м. Время 
проведения земляных работ t = 10 сут. 

По формуле (4) определяем напор техногенных подземных вод в зоне пониженной 
проницаемости грунта около стенок строительной выработки по цепочке расчётов: 

 
𝜂𝜂𝜂𝜂 = 0,00108 0,1 =  0,0108⁄ , 

𝑎𝑎𝑎𝑎 = 0,1 ⋅ 11 0,05 = 22 м2 сут⁄ ,⁄  

𝛽𝛽𝛽𝛽 =
1 − √0,0108
1 + √0,0108

= 0,8116, 

𝐻𝐻𝐻𝐻1 = 16 − 10 ⋅ (1 − 0,8116) ⋅ erfc �
0,6

2 ⋅ √0,0108 ⋅ 22 ⋅ 10
� = 14,5 м. 

По формуле (5) находим односторонний водоприток техногенных подземных вод к 
строительной выработке с креплением 

𝑞𝑞𝑞𝑞в =
0,00108 ⋅ 11 ⋅ 10

12 ⋅ √0,0108 ⋅ 22 ⋅ 10
= 0,0642 м3 (сут ⋅ м)⁄ . 

По формуле (5) находим односторонний во-
доприток техногенных подземных вод к строи-
тельной выработке с креплением
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8) способность к объяснению и к ответу на вопрос «Почему?»; 
9) синтез познавательных процедур; 
10) способность к обучению; 
11) рационализация идей и превращение их в понятия; 
12) способность объединять имеющиеся знания и создавать целостную картину 

рассматриваемого явления – способность к интеграции знаний; 
13) адаптация знаний при изменении условий и жизненных ситуаций или  коррекция теорий. 
 
Попробуем использовать эти признаки как инструмент в рамках тематики  данной статьи. Из 

1-го признака следует, что ИИ – это поиск. Из 2-го – проект. Из 3-го – оптимизация. Из 4-го – 
решение. Из 5-го – аргументы. Из 6-го – оценка. Из 7-го – определение. Из 8-го – объяснение. Из 
9-го – синтез. Из 10-го – обучение. Из 11-го – рационализация. Из 12-го – объединение. Из 13-го 
– обновление с уточнением знаний. 

Обобщая, дадим комплексное определение ИИ для целей нашего исследования. 
Искусственный интеллект – это поиск оптимального и аргументированного проектного 

решения проблемы с определением самооценки и объяснением на основе анализа результатов, 
с объединением и синтезом принципов рационального самообучения, с последующим 
уточнением и обновлением знаний об изучаемом объекте исследования. 

Нетрудно заметить, что такое определение ИИ очень сильно напоминает действия научно-
практического работника и творчески мыслящего опытного проектировщика со стрункой 
изобретателя, производящих жизненно важную наукоёмкую продукцию. Такое определение ИИ, 
возможно, является идеалом ИИ, и даже, возможно, недостижимой мечтой. Поэтому многие 
исследователи ИИ рано или поздно приходят к выводу о невозможности полной замены 
творчески мыслящего человека системами ИИ. 

 Попытаемся дать техническое определение ИИ как возможности применения 
самообучающихся рекурсивных компьютерных программ, связанных с какими угодно 
механизмами. В таком случае мы неизбежно приходим к механизации, автоматизации и 
роботизации строительного производства. Именно такую перспективу дальнейших 
исследований мы сейчас намечаем для нашей тематики защиты от подтопления в городском 
строительстве. 

Напоследок покажем сравнительный пример расчёта по представленным формулам (4)-(5) 
для мобильного передвижного участка систем строительного водоотлива, скорость монтажа и 
демонтажа которых соизмерима со скоростью передвижения разработки траншеи при открытом 
способе работ. Основные обозначения показаны на рисунке 2. 

По данным инженерно-геологических изысканий определили для водонасыщенного грунта 
стенок вытянутого котлована коэффициент фильтрации k = 0,1 м/сут, а также коэффициент 
водоотдачи µ = 0,05. Расстояние от центра котлована до грунтовой стенки B = 12 м. Напор 
техногенных подземных вод Hе = 16 м. Напор воды на дне выработки Hв = 6 м. Дополнительно 
был определен коэффициент фильтрации крепления стенки котлована k = 0,00108 м/сут.  
Толщина ограждения b = 0,6 м. Толщина напорного водоносного слоя M = 11 м. Время 
проведения земляных работ t = 10 сут. 

По формуле (4) определяем напор техногенных подземных вод в зоне пониженной 
проницаемости грунта около стенок строительной выработки по цепочке расчётов: 

 
𝜂𝜂𝜂𝜂 = 0,00108 0,1 =  0,0108⁄ , 

𝑎𝑎𝑎𝑎 = 0,1 ⋅ 11 0,05 = 22 м2 сут⁄ ,⁄  

𝛽𝛽𝛽𝛽 =
1 − √0,0108
1 + √0,0108

= 0,8116, 

𝐻𝐻𝐻𝐻1 = 16 − 10 ⋅ (1 − 0,8116) ⋅ erfc �
0,6

2 ⋅ √0,0108 ⋅ 22 ⋅ 10
� = 14,5 м. 

По формуле (5) находим односторонний водоприток техногенных подземных вод к 
строительной выработке с креплением 

𝑞𝑞𝑞𝑞в =
0,00108 ⋅ 11 ⋅ 10

12 ⋅ √0,0108 ⋅ 22 ⋅ 10
= 0,0642 м3 (сут ⋅ м)⁄ . 

8) способность к объяснению и к ответу на вопрос «Почему?»; 
9) синтез познавательных процедур; 
10) способность к обучению; 
11) рационализация идей и превращение их в понятия; 
12) способность объединять имеющиеся знания и создавать целостную картину 

рассматриваемого явления – способность к интеграции знаний; 
13) адаптация знаний при изменении условий и жизненных ситуаций или  коррекция теорий. 
 
Попробуем использовать эти признаки как инструмент в рамках тематики  данной статьи. Из 

1-го признака следует, что ИИ – это поиск. Из 2-го – проект. Из 3-го – оптимизация. Из 4-го – 
решение. Из 5-го – аргументы. Из 6-го – оценка. Из 7-го – определение. Из 8-го – объяснение. Из 
9-го – синтез. Из 10-го – обучение. Из 11-го – рационализация. Из 12-го – объединение. Из 13-го 
– обновление с уточнением знаний. 

Обобщая, дадим комплексное определение ИИ для целей нашего исследования. 
Искусственный интеллект – это поиск оптимального и аргументированного проектного 

решения проблемы с определением самооценки и объяснением на основе анализа результатов, 
с объединением и синтезом принципов рационального самообучения, с последующим 
уточнением и обновлением знаний об изучаемом объекте исследования. 

Нетрудно заметить, что такое определение ИИ очень сильно напоминает действия научно-
практического работника и творчески мыслящего опытного проектировщика со стрункой 
изобретателя, производящих жизненно важную наукоёмкую продукцию. Такое определение ИИ, 
возможно, является идеалом ИИ, и даже, возможно, недостижимой мечтой. Поэтому многие 
исследователи ИИ рано или поздно приходят к выводу о невозможности полной замены 
творчески мыслящего человека системами ИИ. 

 Попытаемся дать техническое определение ИИ как возможности применения 
самообучающихся рекурсивных компьютерных программ, связанных с какими угодно 
механизмами. В таком случае мы неизбежно приходим к механизации, автоматизации и 
роботизации строительного производства. Именно такую перспективу дальнейших 
исследований мы сейчас намечаем для нашей тематики защиты от подтопления в городском 
строительстве. 

Напоследок покажем сравнительный пример расчёта по представленным формулам (4)-(5) 
для мобильного передвижного участка систем строительного водоотлива, скорость монтажа и 
демонтажа которых соизмерима со скоростью передвижения разработки траншеи при открытом 
способе работ. Основные обозначения показаны на рисунке 2. 

По данным инженерно-геологических изысканий определили для водонасыщенного грунта 
стенок вытянутого котлована коэффициент фильтрации k = 0,1 м/сут, а также коэффициент 
водоотдачи µ = 0,05. Расстояние от центра котлована до грунтовой стенки B = 12 м. Напор 
техногенных подземных вод Hе = 16 м. Напор воды на дне выработки Hв = 6 м. Дополнительно 
был определен коэффициент фильтрации крепления стенки котлована k = 0,00108 м/сут.  
Толщина ограждения b = 0,6 м. Толщина напорного водоносного слоя M = 11 м. Время 
проведения земляных работ t = 10 сут. 

По формуле (4) определяем напор техногенных подземных вод в зоне пониженной 
проницаемости грунта около стенок строительной выработки по цепочке расчётов: 

 
𝜂𝜂𝜂𝜂 = 0,00108 0,1 =  0,0108⁄ , 

𝑎𝑎𝑎𝑎 = 0,1 ⋅ 11 0,05 = 22 м2 сут⁄ ,⁄  

𝛽𝛽𝛽𝛽 =
1 − √0,0108
1 + √0,0108

= 0,8116, 

𝐻𝐻𝐻𝐻1 = 16 − 10 ⋅ (1 − 0,8116) ⋅ erfc �
0,6

2 ⋅ √0,0108 ⋅ 22 ⋅ 10
� = 14,5 м. 

По формуле (5) находим односторонний водоприток техногенных подземных вод к 
строительной выработке с креплением 

𝑞𝑞𝑞𝑞в =
0,00108 ⋅ 11 ⋅ 10

12 ⋅ √0,0108 ⋅ 22 ⋅ 10
= 0,0642 м3 (сут ⋅ м)⁄ . 

Далее для сравнения рассчитаем по фор-
муле (4), пренебрегая наличием крепления 
стенки котлована.

Напор на стенке по формуле (4)

Далее для сравнения рассчитаем по формуле (4), пренебрегая наличием крепления стенки 
котлована. 

Напор на стенке по формуле (4) 

𝐻𝐻𝐻𝐻1 = 16 − 10 ⋅ (1 − 0) ⋅ erfc �
0,6

2 ⋅ √1 ⋅ 22 ⋅ 10
� = 6,2 м. 

Обратим внимание, что стенка крепления необходима, прежде всего, для устойчивости 
грунта. Однако расчёт с учётом снижения её фильтрационных свойств показывает, что 
нестационарные напоры техногенных подземных вод в период проведения земляных работ 
уменьшаются гораздо медленнее вблизи котлована, что увеличивает опасность местных 
прорывов размягченного грунта. Поэтому разработанная методология расчёта по формулам (4) 
и (5) позволяет заблаговременно до начала земляных работ предусмотреть мероприятия по 
безопасности строительства в условиях техногенного подтопления. 
 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Таким образом, разработку систем передвижных участков строительного водоотлива и 
водопонижения для подземных трубопроводов, тоннелей и метрополитенов предложено 
производить новым комплексным подходом с использованием методологии теории фильтрации 
воды и газа в городском строительстве, методов компьютерного моделирования фильтрации 
флюидов и производства работ с помощью электронных таблиц, с привлечением новых 
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фильтрационных свойств показывает, что не-
стационарные напоры техногенных подзем-
ных вод в период проведения земляных работ 
уменьшаются гораздо медленнее вблизи кот-
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и обучения машин. Перспективой дальнейших 
научных исследований является углубление 
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АННОТАЦИЯ
Введение. Вектор технологий информационного моделирования в дорожной отрасли (ТИМ АД) посте-
пенно смещается из области проектирования объектов в область непосредственного управления 
строительством. Элементы ТИМ пока слабо используются в сфере производства из-за отсутствия 
необходимых инструментов и методик для управления ходом работ в условиях строительной площадки. 
Повысить результативность оперативного управления технологическими процессами может приме-
нение электронных технологических карт (ЭТК). Для этого технологические карты должны адекватно 
отражать реальные условия строительства: параметры техники, объемы работ по длине автомо-
бильной дороги, свойства материалов, учитывать погодные факторы. Эти проблемы и актуальность 
применения ТИМ на стадии строительства определили цель данной статьи: разработать модель и 
алгоритм привязки параметров технологических карт в дорожном строительстве к реальным усло-
виям производства для оперативного управления организационными и технологическими процессами с 
использованием ТИМ и компьютерных программ календарно-сетевого планирования.
Модели и методы. В статье представлен метод настройки функциональных, временных и простран-
ственных параметров ЭТК с применением технологий информационного моделирования. На первом эта-
пе базовую модель ЭТК строят в виде потоковой структуры технологического процесса (ТП). Модель 
включает элементы системы и связи между ними в виде выполняемых операций преобразования элемен-
тов из одного состояния в другое. На втором этапе формируют пространственную структуру моде-
ли с декомпозицией фронта работ на сменные участки (захватки) с оценкой длительности операций 
при заданном ресурсном обеспечении. Реализацию ТИМ выполняют в среде компьютерных программ по 
управлению проектами.
Результаты. Использование метода продемонстрировано на примере разработки цифровой модели 
типовой ТК в программе MS Project и трансформации её параметров к условиям реального производ-
ства при строительстве земляного полотна автомобильной дороги.
Заключение. Применение электронных ТК в условиях строительной площадки повышает точность и 
оперативность текущего планирования, обеспечивает актуальной информацией производителей ра-
бот.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: дорожное строительство, технологический процесс, информационная модель 
технологической карты, параметрическое моделирование, сменный почасовой график, интегрирован-
ная информационная среда
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ABSTRACT
Introduction. The focus of information modeling technologies in the road industry is gradually shifting from the 
design of facilities to the management of construction. Elements of information modeling technologies are currently 
underutilized in production due to the lack of necessary tools and methodologies for managing work progress under 
construction site conditions. The use of electronic technological maps can improve the efficiency and fasten opera-
tional process management. To achieve this, process charts must adequately reflect actual construction conditions: 
equipment parameters, volumes of work along the road length, material properties, and must take into account 
weather factors. These challenges and the relevance of using information modeling technologies during the con-
struction phase determined the purpose of this article: to develop a model and algorithm for linking process chart 
parameters in road construction to actual production conditions to optimize the organizational and technological 
process operational management with the use of information modeling technologies and calendar-network planning 
computer programs.
Models and Methods. This article presents a method for setting the functional, temporal, and spatial parameters 
of electronic process charts using information modeling technologies. At the first stage, the basic process map 
model is constructed as a flow structure of the technological process. The model includes system elements and 
the relationships between them in the form of the performed operations of element transformation from one state 
to another. At the second stage, the spatial structure of the model is formed by decomposing the front of work into 
replaceable sections (segments), with the estimation of operation duration with a determined resource provision. 
The information modeling technologies have been implemented with the use of project management software. 
Results. Method’s application has been demonstrated by the example of developing a digital model of the typical 
technological process flow chart in “MS Project” and by transforming its parameters to real conditions for the high-
way roadbed construction.
Conclusion. The use of electronic process charts, on a construction site improves the accuracy and efficiency of 
the current planning and provides contractors with up-to-date information.

KEYWORDS: road construction, technological process, information model of the process chart, parametric 
modeling, hourly shift schedule, integrated information environment
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ВВЕДЕНИЕ
В дорожной отрасли за последние годы 

много делается для создания благоприят-
ных условий в области цифровой трансфор-
мации: упорядочение нормативной базы, 
создание машиночитаемых технических ре-
гламентов, развитие специального программ-
ного обеспечения, обучение специалистов. 
Новые информационные технологии должны 
восприниматься не только как умение рабо-
тать в компьютерных программах, но и как 
возможность более эффективно управлять 
реальными объектами. Авторы [1, 2, 3] обра-
щают внимание на необходимость создания 
«антропогенной среды обитания в цифровом 
формате», чтобы цифровая информационная 
модель (ЦИМ) стала привычным способом об-
мена информацией между участниками инве-
стиционных проектов для принятия решений 
на всех уровнях. В этом ключе цикл PDCA (Де-
минга): «Планируй – Делай – Проверяй – Дей-
ствуй»1 звучит особенно актуально и может 
быть применен ко всем процессам в системе 
управления сроками и качеством дорожного 
строительства.

Основная информационная модель авто-
мобильной дороги создается на стадии про-
ектирования объекта, когда формируются 
принципиальные конструктивные решения. 
Создание цифровой информационной моде-
ли автомобильной дороги (ЦИМ АД) на ста-
дии проектирования позволяет в дальнейшем 
обрабатывать эту информацию в автомати-
зированном режиме, в том числе для проек-
тирования организационно-технологических 
способов производства работ [4, 5, 6].

Системы автоматизированного проекти-
рования (САПР АД), используемые при об-
работке результатов инженерных изысканий 
и проектировании дорожной части, в России 
развиваются давно. Такие САПР конкуриру-
ют как с зарубежными аналогами, так и друг 
с другом. Еще до возникновения острой не-
обходимости в импортозамещении они зани-
мали весомую долю отечественного рынка. 
Основными преимуществами отечественных 
САПР АД перед зарубежными аналогами яв-

1 ГОСТР ИСО 9001–2015. Утвержден и введен в действие Приказом Федерального агентства по техническому 
регулированию и метрологии от 28 сентября 2015 г. Np 1391-Система менеджмента качества. 

2 Дамир Ильясов. Информационное моделирование автомобильных дорог: российские решения и перспективы 
импортозамещения [Электронный ресурс]: <https://bim-info.ru/articles/informatsionnoe-modelirovanie-avtomobilnykh-dorog-
rossiyskie-resheniya-i-perspektivy-importozameshch/ (дата обращения: 24.02.2025). 

3 Олейников А.Я. Обеспечение интероперабельности информационных систем [Электронный ресурс]: https://www.
itweek.ru/upload/iblock/6c4/oleynikov.pdf (дата обращения: 20.07.2025).

ляются высокая адаптированность программ-
ных продуктов под российские нормативные 
требования и методы проектирования, а также 
поддержка и учет пожеланий пользователей2.

В настоящее время вектор информацион-
ных технологий постепенно смещается из об-
ласти проектирования объектов в область не-
посредственного управления строительством. 
Исследователи обозначают это направление 
как «информационный менеджмент в строи-
тельстве». По мнению специалистов, совер-
шенствование взаимодействия этих областей 
должно быть направлено на повышение инте-
роперабельности (совместимости) моделей, 
создаваемых в разных системах3. Опыт созда-
ния такой интегрированной среды в промыш-
ленном производстве продемонстрировал воз-
можности совмещения этапов проектирования 
изделия и отдельных стадий технологического 
процесса его изготовления [7]. Метод основан 
на создании библиотеки параметрических мо-
делей конструктивных элементов (деталей, 
изделий) и организации единого информаци-
онного пространства технологической подго-
товки производства [8, 9].

Исследования связанности параметров 
цифровых моделей объектов на стадиях жиз-
ненного цикла ведутся и в строительном про-
изводстве. В работах [10, 11, 12] рассмотрены 
вопросы развития интегрированной среды на 
базе информационных моделей, содержащих 
необходимую геометрическую, физическую и 
техническую информацию для реализации па-
раметрического моделирования в строитель-
стве. На базе этой информации предполагает-
ся формирование и пополнение базы знаний 
отраслевых экспертных систем для управле-
ния технологическими процессами, контролем 
качества работ и обеспечением безопасных 
условий на строительной площадке [13, 14, 
15].

Крупные заказчики и подрядчики в разных 
строительных направлениях используют в сво-
ей деятельности отечественные и зарубежные 
программные продукты для управления про-
изводством на основе календарно-сетевого 
планирования: Renga, Model Studio CS, Адепт, 
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Spider, Plan-R, MS Project и др. В последние 
годы увеличилось количество исследований, 
связанных с применением ТИМ в дорожной 
отрасли [16, 17, 18]. Консалтинговая компа-
ния «Айбим» провела экспресс-обследова-
ние текущих процессов управления проектом 
при строительстве крупного промышленного 
объекта. В качестве инструмента управления 
сроками выбрали российское ПО Plan R. Для 
повышения качества и точности планирова-
ния, формирования корректных отчетов была 
разработана система на основе связанности 
цифровых моделей графиков на организа-
ционно-технологическом, функциональном и 
операционном уровнях, что соответствовало 
интегрированному графику на уровне генпод-
рядчика, локальным графикам подрядных 
и субподрядных организаций, рабочим пла-
нам непосредственных исполнителей работ. 
Методологической основой планирования и 
актуализации графиков выступил практико- 
ориентированный подход. Каждому графику 
соответствовали определенные организаци-
онно-технологические решения в зависимости 
от степени детализации работ. На рисунке 1 
представлена схема взаимосвязи графиков 

4 Игорь Саенко. Внедрение Plan-R на строительстве крупного промышленного объекта. https://bim-info.ru/projects/
vnedrenie-plan-r-na-stroitelstve-krupnogo-promyshlennogo-obekta/ Дата обращения 20.07.2025).

при управлении экспериментальным объек-
том4.

Анализ взаимосвязи плановых графиков 
показал преимущества использования со-
вместной унифицированной базы данных для 
оптимизации производственных процессов в 
масштабе строительного проекта на разных 
стадиях его жизненного цикла. В то же время 
выявились определенные сложности увязки 
графиков верхнего уровня с рабочими графи-
ками производителей работ на строительной 
площадке. Причины несогласованности часто 
связаны с недостаточным учетом в технологи-
ческих процессах структурных изменений про-
изводственных факторов: материально-тех-
нических, организационных, климатических. 
В интегрированном графике 3-го уровня (см. 
рисунок 1) план производства работ должен 
учитывать состав парка машин подрядной ор-
ганизации, т.е. уже на этом уровне должна вы-
полняться привязка типовых технологических 
карт к производственным условиям. Далее на 
уровне исполнителей работ карты технологи-
ческих процессов и рабочие графики 4-го уров-
ня необходимо оперативно актуализировать с 
учетом реальных условий строительства. 

Рисунок 1 – Схема взаимосвязи цифровых моделей графиков в интегрированной среде4

Figure 1 – Scheme of relationship between digital models of graphs in an integrated environment4
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Указанные обстоятельства обусловили 
проведение исследований по применению 
современных информационных технологий 
для формирования технологических карт и 
нормирования трудовых процессов при стро-
ительстве зданий на основе пространствен-
но-временного моделирования [19, 20]. В то 
же время при внедрении технологий информа-
ционного моделирования (ТИМ) в строитель-
стве автомобильных дорог и других линейных 
объектов возникают трудности, незнакомые 
промышленному и гражданскому строитель-
ству. Уже на этапе проектирования большая 
протяженность, сильная зависимость от суще-
ствующих условий местности, необходимость 
в точной географической привязке и сложная, 
изменяющаяся геометрия, делают привыч-
ные методы моделирования, пришедшие из 
промышленно-гражданского строительства, 
практически неприменимыми. Разработчик ти-
повых технологических карт ОАО «ПКТИпром-
строй»5 указывает, что «привязка технологиче-
ской карты к конкретным объектам и местным 
условиям строительства заключается в уточ-
нении объемов работ, средств механизации 
и потребности в материально-технических 
ресурсах, а также в уточнении схемы органи-
зации строительного процесса соответственно 
фактическим габаритам строящегося объекта, 
калькуляции и календарного плана производ-
ства работ». При выполнении в ручном режи-
ме в полевых условиях эта работа является 
достаточно трудоемкой. Разработка моделей 
технологических процессов в дорожном стро-
ительстве и обеспечение их параметрической 
связи с конструктивными решениями в меня-
ющейся природной и производственной среде 
являются актуальными научными задачами.

Сменные графики технологических процес-
сов чаще всего отражаются в виде традицион-
ных линейных схем на типовых технологиче-
ских картах без необходимой детализации при 
корректировке для оперативного управления 
ходом работ и промежуточного контроля ка-
чества. Элементы новых информационных 
технологий пока слабо используются непо-
средственно в сфере производства дорожных 
работ из-за отсутствия необходимых инстру-
ментов и методик для их применения в ус-

5 Технологическая карта на уплотнение грунта I-II группы самоходными катками 69-04 ТК / https://meganorm.ru/
Data2/1/4293854/4293854055.htm (дата обращения: 20.07.2025).

ловиях строительной площадки. Пользу для 
управления производством могут принести 
только такие технологические карты, которые 
адекватно отражают реальные условия стро-
ительства: погодные факторы, реальную тех-
нику и её производительность, меняющиеся 
объемы работ по длине автомобильной доро-
ги. Эти проблемы и актуальность применения 
ТИМ на стадии строительства определили 
цель данной статьи: разработать модель и ал-
горитм привязки параметров технологических 
карт в дорожном строительстве к реальным 
условиям производства для оперативного 
управления организационными и технологи-
ческими процессами с использованием ТИМ и 
компьютерных программ календарно-сетевого 
планирования.

МОДЕЛИ И МЕТОДЫ
Базовая модель строительного техноло-

гического процесса (ТП) чаще всего строится 
в виде потоковой структуры в составе техно-
логической карты (ТК). Модель включает эле-
менты системы и связи между ними в виде 
выполняемых операций преобразования эле-
ментов из одного состояния в другое до полу-
чения конечного результата.

По аналогии с математической моделью 
параметрического моделирования зданий [21], 
но с учетом специфики объекта, модель техно-
логического процесса сооружения элементов 
дорожной конструкции представим множе-
ством компонентов этого процесса 𝑀𝑖:

технологическими процессами с использованием ТИМ и компьютерных программ календарно-
сетевого планирования. 
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входящего в структуру комплексного технологического процесса. В качестве примера на 
рисунке 2 изображена структурно-модульная схема рабочего процесса послойного уплотнения 
земляного полотна насыпи. Компоненты, представленные в блоках на рисунке 2, используют в 
качестве атрибутов для формирования вариантов математической модели рабочего процесса и 
создания его компьютерной версии. Включение дополнительных связей между рабочими 
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пространственном. Разные программы управления проектами (MS Project-Professional, plan-R и 
др.) позволяют перейти к сменному планированию процессов с любой длительностью смены и 
любой временной детализацией. 

На рисунке 3 представлен алгоритм формирования обобщенной модели технологического 
процесса для линейного дорожного строительства с реализацией в программе календарно-
сетевого планирования. В первом блоке модели формируют основные показатели в виде 
нормативных требований к рабочим процессам и операциям ТП, а также характеристики 
состояния окружающей среды в период производства работ. На схеме рабочего процесса       
(см. рисунок 2) эта атрибутивная информация представлена в отдельных блоках, входящих в 
структуру рабочего процесса. Информацию первого блока целесообразно структурировать в 
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Во втором блоке показан порядок ввода информации для разработки сменного графика 
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этапе создают пространственную структуру модели с декомпозицией фронта работ на сменные 
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при заданном ресурсном обеспечении. Итогом расчета модели в 3-м блоке является сменный 
график развёрнутого специализированного потока при выполнении рабочих процессов и 
операций в течение смены на захватках. В процессе информационного моделирования график 
корректируют с целью равномерной загрузки ресурсов в автоматическом режиме. 
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В сложных технологических процессах могут рассматриваться варианты отдельных рабочих 

процессов (РП), входящих в состав ТП. Модель формулы применима и для описания РП 
входящего в структуру комплексного технологического процесса. В качестве примера на 
рисунке 2 изображена структурно-модульная схема рабочего процесса послойного уплотнения 
земляного полотна насыпи. Компоненты, представленные в блоках на рисунке 2, используют в 
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процессами позволяет перейти к модели комплексно-технологического процесса, результатом 
которого является законченный конструктивный элемент сооружения (земляное полотно 
автомобильной дороги на определённом участке). 

В технологической карте, как основной модели ТП в условиях строительной площадки, 
рассматривают производство работ в нескольких аспектах: функциональном, временном и 
пространственном. Разные программы управления проектами (MS Project-Professional, plan-R и 
др.) позволяют перейти к сменному планированию процессов с любой длительностью смены и 
любой временной детализацией. 

На рисунке 3 представлен алгоритм формирования обобщенной модели технологического 
процесса для линейного дорожного строительства с реализацией в программе календарно-
сетевого планирования. В первом блоке модели формируют основные показатели в виде 
нормативных требований к рабочим процессам и операциям ТП, а также характеристики 
состояния окружающей среды в период производства работ. На схеме рабочего процесса       
(см. рисунок 2) эта атрибутивная информация представлена в отдельных блоках, входящих в 
структуру рабочего процесса. Информацию первого блока целесообразно структурировать в 
виде «базы данных» для использования при актуализации различных технологических карт в 
дорожном строительстве. 

Во втором блоке показан порядок ввода информации для разработки сменного графика 
производства работ в соответствии с технологическим процессом. На первом этапе формируют 
состав операций в виде структурной декомпозиции работ (СДР) на нескольких уровнях. На 2-м 
этапе создают пространственную структуру модели с декомпозицией фронта работ на сменные 
участки (захватки), с установлением связей между работами, оценкой длительности операций 
при заданном ресурсном обеспечении. Итогом расчета модели в 3-м блоке является сменный 
график развёрнутого специализированного потока при выполнении рабочих процессов и 
операций в течение смены на захватках. В процессе информационного моделирования график 
корректируют с целью равномерной загрузки ресурсов в автоматическом режиме. 
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технологическими процессами с использованием ТИМ и компьютерных программ календарно-
сетевого планирования. 
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В сложных технологических процессах могут рассматриваться варианты отдельных рабочих 

процессов (РП), входящих в состав ТП. Модель формулы применима и для описания РП 
входящего в структуру комплексного технологического процесса. В качестве примера на 
рисунке 2 изображена структурно-модульная схема рабочего процесса послойного уплотнения 
земляного полотна насыпи. Компоненты, представленные в блоках на рисунке 2, используют в 
качестве атрибутов для формирования вариантов математической модели рабочего процесса и 
создания его компьютерной версии. Включение дополнительных связей между рабочими 
процессами позволяет перейти к модели комплексно-технологического процесса, результатом 
которого является законченный конструктивный элемент сооружения (земляное полотно 
автомобильной дороги на определённом участке). 

В технологической карте, как основной модели ТП в условиях строительной площадки, 
рассматривают производство работ в нескольких аспектах: функциональном, временном и 
пространственном. Разные программы управления проектами (MS Project-Professional, plan-R и 
др.) позволяют перейти к сменному планированию процессов с любой длительностью смены и 
любой временной детализацией. 

На рисунке 3 представлен алгоритм формирования обобщенной модели технологического 
процесса для линейного дорожного строительства с реализацией в программе календарно-
сетевого планирования. В первом блоке модели формируют основные показатели в виде 
нормативных требований к рабочим процессам и операциям ТП, а также характеристики 
состояния окружающей среды в период производства работ. На схеме рабочего процесса       
(см. рисунок 2) эта атрибутивная информация представлена в отдельных блоках, входящих в 
структуру рабочего процесса. Информацию первого блока целесообразно структурировать в 
виде «базы данных» для использования при актуализации различных технологических карт в 
дорожном строительстве. 

Во втором блоке показан порядок ввода информации для разработки сменного графика 
производства работ в соответствии с технологическим процессом. На первом этапе формируют 
состав операций в виде структурной декомпозиции работ (СДР) на нескольких уровнях. На 2-м 
этапе создают пространственную структуру модели с декомпозицией фронта работ на сменные 
участки (захватки), с установлением связей между работами, оценкой длительности операций 
при заданном ресурсном обеспечении. Итогом расчета модели в 3-м блоке является сменный 
график развёрнутого специализированного потока при выполнении рабочих процессов и 
операций в течение смены на захватках. В процессе информационного моделирования график 
корректируют с целью равномерной загрузки ресурсов в автоматическом режиме. 
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процессов (РП), входящих в состав ТП. Модель формулы применима и для описания РП 
входящего в структуру комплексного технологического процесса. В качестве примера на 
рисунке 2 изображена структурно-модульная схема рабочего процесса послойного уплотнения 
земляного полотна насыпи. Компоненты, представленные в блоках на рисунке 2, используют в 
качестве атрибутов для формирования вариантов математической модели рабочего процесса и 
создания его компьютерной версии. Включение дополнительных связей между рабочими 
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В технологической карте, как основной модели ТП в условиях строительной площадки, 
рассматривают производство работ в нескольких аспектах: функциональном, временном и 
пространственном. Разные программы управления проектами (MS Project-Professional, plan-R и 
др.) позволяют перейти к сменному планированию процессов с любой длительностью смены и 
любой временной детализацией. 

На рисунке 3 представлен алгоритм формирования обобщенной модели технологического 
процесса для линейного дорожного строительства с реализацией в программе календарно-
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состояния окружающей среды в период производства работ. На схеме рабочего процесса       
(см. рисунок 2) эта атрибутивная информация представлена в отдельных блоках, входящих в 
структуру рабочего процесса. Информацию первого блока целесообразно структурировать в 
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этапе создают пространственную структуру модели с декомпозицией фронта работ на сменные 
участки (захватки), с установлением связей между работами, оценкой длительности операций 
при заданном ресурсном обеспечении. Итогом расчета модели в 3-м блоке является сменный 
график развёрнутого специализированного потока при выполнении рабочих процессов и 
операций в течение смены на захватках. В процессе информационного моделирования график 
корректируют с целью равномерной загрузки ресурсов в автоматическом режиме. 
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структуру рабочего процесса. Информацию первого блока целесообразно структурировать в 
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при заданном ресурсном обеспечении. Итогом расчета модели в 3-м блоке является сменный 
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корректируют с целью равномерной загрузки ресурсов в автоматическом режиме. 
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учетом специфики объекта, модель технологического процесса сооружения элементов 
дорожной конструкции представим множеством компонентов этого процесса 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑖𝑖𝑖𝑖, : 
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автомобильной дороги на определённом участке). 

В технологической карте, как основной модели ТП в условиях строительной площадки, 
рассматривают производство работ в нескольких аспектах: функциональном, временном и 
пространственном. Разные программы управления проектами (MS Project-Professional, plan-R и 
др.) позволяют перейти к сменному планированию процессов с любой длительностью смены и 
любой временной детализацией. 

На рисунке 3 представлен алгоритм формирования обобщенной модели технологического 
процесса для линейного дорожного строительства с реализацией в программе календарно-
сетевого планирования. В первом блоке модели формируют основные показатели в виде 
нормативных требований к рабочим процессам и операциям ТП, а также характеристики 
состояния окружающей среды в период производства работ. На схеме рабочего процесса       
(см. рисунок 2) эта атрибутивная информация представлена в отдельных блоках, входящих в 
структуру рабочего процесса. Информацию первого блока целесообразно структурировать в 
виде «базы данных» для использования при актуализации различных технологических карт в 
дорожном строительстве. 

Во втором блоке показан порядок ввода информации для разработки сменного графика 
производства работ в соответствии с технологическим процессом. На первом этапе формируют 
состав операций в виде структурной декомпозиции работ (СДР) на нескольких уровнях. На 2-м 
этапе создают пространственную структуру модели с декомпозицией фронта работ на сменные 
участки (захватки), с установлением связей между работами, оценкой длительности операций 
при заданном ресурсном обеспечении. Итогом расчета модели в 3-м блоке является сменный 
график развёрнутого специализированного потока при выполнении рабочих процессов и 
операций в течение смены на захватках. В процессе информационного моделирования график 
корректируют с целью равномерной загрузки ресурсов в автоматическом режиме. 
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участки (захватки), с установлением связей между работами, оценкой длительности операций 
при заданном ресурсном обеспечении. Итогом расчета модели в 3-м блоке является сменный 
график развёрнутого специализированного потока при выполнении рабочих процессов и 
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В сложных технологических процессах мо-
гут рассматриваться варианты отдельных ра-
бочих процессов (РП), входящих в состав ТП. 
Модель формулы применима и для описания 
РП входящего в структуру комплексного техно-
логического процесса. В качестве примера на 
рисунке 2 изображена структурно-модульная 
схема рабочего процесса послойного уплотне-
ния земляного полотна насыпи. Компоненты, 
представленные в блоках на рисунке 2, ис-

пользуют в качестве атрибутов для формиро-
вания вариантов математической модели ра-
бочего процесса и создания его компьютерной 
версии. Включение дополнительных связей 
между рабочими процессами позволяет пе-
рейти к модели комплексно-технологического 
процесса, результатом которого является за-
конченный конструктивный элемент сооруже-
ния (земляное полотно автомобильной дороги 
на определённом участке).

Рисунок 2 – Структурно-модульная схема рабочего процесса послойного уплотнения грунта  
в насыпи автомобильной дороги
Источник: составлено авторами.

Figure 2 – Structural and modular diagram of the working process
 of layer-by-layer soil compaction process in the road embankment

Source: compiled by the authors.
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В технологической карте, как основной мо-
дели ТП в условиях строительной площадки, 
рассматривают производство работ в несколь-
ких аспектах: функциональном, временном и 
пространственном. Разные программы управ-
ления проектами (MS Project-Professional, 
plan-R и др.) позволяют перейти к сменному 

планированию процессов с любой длительно-
стью смены и любой временной детализацией.

На рисунке 3 представлен алгоритм фор-
мирования обобщенной модели технологи-
ческого процесса для линейного дорожного 
строительства с реализацией в программе ка-
лендарно-сетевого планирования. 

Рисунок 3 – Блок-схема формирования сменного графика ТП в среде календарно-сетевого планирования*

*Описания показателей: R, Fs , K, P, Vr, C приведены в модели ТП (формула 1)
Источник: составлено авторами.

Figure 3 – Flowchart of shift schedule generation of technological process in the calendar-network planning environment*
*Descriptions of the indicators: R, Fs, K, P, Vr, C are given in the technological process model (1-st formula)

Source: compiled by the authors.
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В первом блоке модели формируют основ-
ные показатели в виде нормативных требо-
ваний к рабочим процессам и операциям ТП, 
а также характеристики состояния окружаю-
щей среды в период производства работ. На 
схеме рабочего процесса (см. рисунок 2) эта 
атрибутивная информация представлена в 
отдельных блоках, входящих в структуру ра-
бочего процесса. Информацию первого блока 
целесообразно структурировать в виде «базы 
данных» для использования при актуализации 
различных технологических карт в дорожном 
строительстве.

Во втором блоке показан порядок ввода 
информации для разработки сменного графи-
ка производства работ в соответствии с тех-
нологическим процессом. На первом этапе 
формируют состав операций в виде структур-
ной декомпозиции работ (СДР) на несколь-
ких уровнях. На 2-м этапе создают простран-
ственную структуру модели с декомпозицией 
фронта работ на сменные участки (захватки), 
с установлением связей между работами, 
оценкой длительности операций при задан-
ном ресурсном обеспечении. Итогом расчета 
модели в 3-м блоке является сменный график 
развёрнутого специализированного потока 
при выполнении рабочих процессов и опера-
ций в течение смены на захватках. В процес-
се информационного моделирования график 
корректируют с целью равномерной загрузки 
ресурсов в автоматическом режиме.

РЕЗУЛЬТАТЫ
Для демонстрации предложений по акту-

ализации технологических карт в дорожном 
строительстве методами информационного 
моделирования в качестве исходной инфор-
мации приняты ранее разработанные техно-
логические планы потоков в составе типовых 
технологических карт. В качестве примера рас-
смотрен технологический процесс возведения 
насыпи земляного полотна автомобильной до-
роги высотой до 1,5 м при разработке грунта 
II группы в карьере экскаваторами типа ЭО-
4225 с вместимостью ковша 1,25 м3 и транс-
портировкой автомобилями-самосвалами. Ка-
лендарный график 3-го уровня (см. рисунок 1)  
разработан на основе типовой технологиче-
ской карты6 (карта № 3) в среде автоматизи-
рованного проектирования MS Project. Про-
должительность смены 8 ч, сменная захватка 

6 Технологические карты на устройство земляного полотна и дорожной одежды. Введены в действие 
распоряжением Минтранса России от 23.05.2003 г. № ОС-468-р. Изд-во РОСАВТОДОР. М., 2004. 357 с.

при возведении насыпи – 200 м. Длина потока 
1 км. Заключительные планировочные работы 
(верха земляного полотна и откосов) выпол-
няют с организационным разрывом и длиной 
захватки 800 м. Эти работы не включены в 
пример. Сменный почасовой график в форме 
диаграммы Ганта (MS Project), отображающий 
технологию по типовой карте представлен на 
рисунке 4. СДР включает три уровня: суммар-
ную задачу проекта (наименование карты); 
фронт работ – номер захватки; перечень опе-
раций на захватке. 

Реальные условия производства работ по 
возведению насыпи данной конструкции тре-
буют определенной привязки типовой техноло-
гической карты. В суточный график производ-
ства работ внесены изменения. Длительность 
рабочей смены вахтовым методом в северных 
условиях составила 10 ч. Длина захватки с 
учетом продолжительности смены принята 
250 м. Для послойного уплотнения земляно-
го полотна принят каток ДУ-29 (вместо катка 
ДУ 101 по типовой карте). Исключена опера-
ция увлажнения грунта, так как грунт имеет 
оптимальную влажность. Количество прохо-
дов катка определялось на основе пробного 
уплотнения. Работы выполняют на 5 сменных 
захватках, длина фронта работ 1,25 км.

В цифровую модель графика включены 
точки контроля и приемки работ в течение 
смены (вехи). На основе составленного су-
точного графика автоматически в программе 
рассчитываются все плановые показатели: 
почасовые эпюры всех видов ресурсов, пла-
новые стоимости работ. Установленные связи 
между операциями и переходы машин для ра-
циональной загрузки на захватках позволяют 
эффективно использовать ресурсы, оптими-
зировать состав отряда и сменную захватку 
при изменении плановых объемов работ по 
длине дороги. Рабочая технологическая карта 
с привязкой параметров к условиям реально-
го строительного участка разработана в про-
грамме MS Project и представлена на рисунке 
5. В примере набор корректируемых параме-
тров типового графика ограничен для лучшего 
восприятия внесенных изменений.

Сменные графики (см. рисунок 4 и 5) ото-
бражают работу развернутого специализиро-
ванного потока по строительству земляного 
полотна.
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Рисунок 4 – Расчет сменного графика строительства земляного полотна в программе MS Project  
по типовой технологической карте (захватка 200 м)

Источник: составлено авторами.

Figure 4 – Calculation of the shift schedule for the roadbed construction in the “MS Project” program according  
to a typical process chart (200 m coverage)

Source: compiled by the authors.

Рисунок 5 – Расчет сменного графика строительства земляного полотна в программе MS Project с привязкой 
параметров технологической карты к реальным условиям производства работ (захватка 250 м)

Источник: составлено авторами.

Figure 5 – Calculation of the shift schedule for the roadbed construction in the “MS Project” program
 with the link of the electronic process chart parameters to the real work conditions (250 m coverage)

Source: compiled by the authors.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Предложенный способ актуализации тех-

нологических процессов в дорожном стро-
ительстве в производственных условиях с 
использованием методов информационного 
моделирования позволяет при оперативном 
планировании учесть состояние и виды ис-
пользуемых машин, свойства материалов, 
климатические факторы, реальные сроки до-
ставки материальных ресурсов, меняющиеся 
объемы работ по длине линейного объекта. 
Наличие информационной модели позволяет 
также добиться рациональной загрузки ма-
шин, оптимизации сменной захватки, плани-
рования сроков промежуточного контроля и 
приемки работ в течение рабочей смены. При-
менение электронных ТК повышает точность 
и оперативность текущего планирования, обе-
спечивает актуальной информацией произво-
дителей работ.

Дальнейшее развитие методов инфор-
мационного моделирования на всех уровнях 
управления дорожным строительством пред-
полагает создание интегрированной библио-
теки конструктивных элементов дорог, мате-
риальных и технических ресурсов, ведение 
«банка данных» о моделях технологических 
процессов, а также «базы знаний» о построен-
ных объектах в разных природных условиях. 
Особого внимания заслуживает применение 
ТИМ для разработки новых ТК и оптимизации 
инновационных технологических процессов. 
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АННОТАЦИЯ
Статья посвящена вопросам механики тонкостенных стержней. В статье приводится решение урав-
нения В.З. Власова для изгиба с кручением тонкостенного стержня с двумя осями симметрии, учитыва-
ющее влияние жёсткости (податливости) опорных узлов.
Введение. Описывается текущее состояние вопроса расчётов тонкостенных стержней при попереч-
ном изгибе с кручением.
Материалы и методы. Приводится решение системы дифференциальных уравнений устойчивости 
плоской формы изгиба В.З. Власова для тонкостенных стержней при поперечном изгибе с кручением с 
учётом влияния жёсткости (податливости) опорных узлов. Исходные уравнения В.З. Власова для изгиба 
с кручением тонкостенного стержня с двумя осями симметрии преобразовываются в правую систему 
координат. Далее из двух дифференциальных уравнений В.З. Власова получается система из 12 уравне-
ний для всех расчётных усилий и деформаций в тонкостенном стержне. Также получены граничные усло-
вия, учитывающие связь между усилиями и деформациями в опорном сечении. Далее в работе приведены 
результаты решения указанной системы уравнений методом Эйлера.
Результаты. Получено решение системы уравнений В.З. Власова для устойчивости тонкостенных 
стержней при поперечном изгибе с учётом жёсткости (податливости) опорных узлов методом Эйлера и 
общий вид функции угла поворота поперечного сечения. Решение получено для стержней с любыми опор-
ными узлами, от чистого шарнира до абсолютно жёстких узлов. В разделе приведены результаты чис-
ленной верификации и сделаны выводы о точности полученного решения. При верификации рассмотрен 
частный случай балок различного сечения с абсолютно жёсткими опорными узлами. Разница между чис-
ленным решением в ПК «ЛИРА-САПР» и решением, предлагаемым в статье, находится в пределах 12%.
Обсуждение и заключение. Сделаны выводы о точности разработанной математической модели. 
Разница вызвана точностью определения моментов инерции сечения на чистое кручение и жёсткости 
опорных узлов.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: общая устойчивость, механика тонкостенных стержней, математическое моде-
лирование, общая устойчивость балок, расчёт балок, изгиб с кручением
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ABSTRACT
The article is devoted to the mechanics of thin-walled beams. A solution to the Vlasov equation for bending with 
torsion of a thin-walled beam with two axes of symmetry is provided, the effect of bearing joint rigidity being taken 
into account.
Introduction. The current state of the issue of designing thin-walled beams subjected to transverse bending with 
torsion is described.
Materials and methods. The solution of the system of differential equations of stability of the plane bending form 
of V.Z. Vlasov for thin-walled beams under transverse bending with torsion is presented, the effect of bearing joint 
rigidity being taken into account. The original equations of V.Z. Vlasov for bending and torsion of a thin-walled 
beam with two axes of symmetry are transformed into a right-hand coordinate system. Next, from two differential 
equations of V.Z. Vlasov, a system of 12 equations is obtained for all calculated forces and deformations in a thin-
walled beam. Boundary conditions were also obtained that take into account the relationship between forces and 
deformations in the support section. The results of solving the specified system of equations using the Euler method 
are presented.
Results. The solution of Vlasov system of equations for the stability of thin-walled beams under transverse bending 
is obtained, taking into account the rigidity (malleability) of the support nodes by the Euler method and the general 
form of the function of the angle of rotation of the cross section. The solution is obtained for beams with any support 
nodes, from a pure hinge to absolutely rigid nodes. The paper presents the results of numerical verification and 
draws conclusions on the accuracy of the obtained solution. During verification, a special case of beams of various 
cross-sections with absolutely rigid support units was considered. The difference between the numerical solution in 
the LIRA-CAD PC and the solution proposed in the article is within 12 per cent.
Discussion and conclusions. Conclusions have been drawn on the accuracy of the developed mathematical 
model. The difference is caused by the accuracy in determining the moments of inertia of the section for pure torsion 
and the stiffness of the support units.
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РАЗДЕЛ III СТРОИТЕЛЬСТВО И АРХИТЕКТУРА

ВВЕДЕНИЕ
Вопросы общей устойчивости балок при 

изгибе в плоскости максимальной жёсткости 
впервые рассмотрены А.Г. Мичеллом в 1899 г.1  
При этом Мичелл рассматривал балки, длина 
которых намного больше высоты сечения, и 
влиянием жёсткости полок из плоскости изги-
ба на общую устойчивость можно пренебречь.

Л. Прандтль в работе2 также рассматри-
вал отличные от большинства применяемых 
в строительстве профилей, а именно – тонкие 
пластинки.

Однако большинство тонкостенных балок, 
используемых в реальных конструкциях, име-
ют такие размеры, при которых длину нельзя 
считать бесконечно большой, а влиянием по-
лок невозможно пренебречь.

Впервые вопросы общей устойчивости тон-
костенных стержней, и в частности двутавро-
вых балок, рассмотрены С.П. Тимошенко 34. 
В работе С.П. Тимошенко «Об устойчивости 
плоской формы изгиба двутавровой балки под 
влиянием сил, действующих в плоскости её 
наибольшей жёсткости»2. С.П. Тимошенко по-
лучены выражения, позволяющие определить 
критическую силу для частных случаев (кон-
сольная балка, случай чистого изгиба, равно-
мерно распределённая нагрузка).

В работе5 В.З. Власов обобщает представ-
ления С.П. Тимошенко на все тонкостенные 
стержни. В.З. Власовым получена система 
уравнений для равновесия тонкостенного 
стержня с несимметричным сечением при 
одновременном сжатии и изгибе в двух пло-
скостях внешней нагрузкой [с. 369 в работе5], 
а также система уравнений для изгиба с кру-
чением тонкостенного стержня с двумя осями 
симметрии.

Работы [1, 2] посвящены исследованию 
механики холодногнутых тонкостенных стерж-
ней. В статье [3] рассматривается конечно-э-
лементный расчёт тонкостенных стержней в 
рамках полусдвиговой теории В.И. Сливкера. 
Статьи [4]-[5] посвящены расчёту НДС тонко-
стенных стержней методом асимптотического 
расщепления. В работе [6] рассматривается 

1 Michell A.G. Elastic stability of elastic beams under transverse forces // Philosophic magazine and journal of science, London-
Edinburg-Dublin, Series 5. 1899; 48 (292): 298-309.

2 Prandtl L. Kipperscheinungen. Ein Fall von instabilen elastischen Gleichgewicht. Dissertation der Universitat Munehen / L. 
Prandtl. Nurnberg. 1900. 75

3 Тимошенко С.П. Устойчивость упругих систем. Л.,М.: Гостехиздат, 1946. 532 с.
4 Тимошенко С.П. Устойчивость стержней пластин и оболочек. М.: Наука, 1971. 810 с.
5 Власов В.З. Тонкостенные упругие стержни. М.: Физматгиз, 1959. 586 с.

расчёт изгиба и стеснённого кручения тонко-
стенных стержней произвольного сечения.

В работе [7] исследуются вопросы расчёта 
композиционных тонкостенных стержней. В 
статье [8] изучаются вопросы расчёта тонко-
стенных стержней с учётом сдвига, в [9] – ме-
тоды расчета перфорированных тонкостенных 
стержней. Статья [10] посвящена вопросам 
моделирования разрушения тонкостенных 
элементов при изгибе в упругопластической 
постановке.

В статье [17] авторами представлена уточ-
нённая стержневая модель расчёта балок на 
общую устойчивость. Работа [12] посвящена 
исследованию стесненного изгиба с кручени-
ем тонкостенных стержней при неравномер-
но распределённой нагрузке. В статье [13] 
рассматриваются вопросы прочности компо-
зиционных тонкостенных балок. В статье [14] 
авторы проводят сравнение стержневой и 
оболочечной моделей расчёта тонкостенных 
балок. В работе [15] рассматриваются вопро-
сы параметрической оптимизации конструк-
ций из тонкостенных стержней.

В статье [16] авторами описывается экспе-
римент, посвященный образованию трещин 
в композиционных тонкостенных стержнях. 
Статья [17] посвящена вопросам расчёта НДС 
тонкостенных стержней, выполненных из ани-
зотропных материалов.

Статья [18] посвящена уточнению методик 
расчёта напряжений при стеснённом изгибе с 
кручением балок швеллерного сечения, статья 
[19] – вопросам численного моделирования 
стержней из композиционных материалов.

В работе [20] исследуется упругость и проч-
ность тонкостенных стержней, изготовленных 
с применением аддитивных технологий.

В качестве обобщения приведенных ма-
териалов сделан вывод о том, что вопросы 
влияния жёсткости опорных узлов на общую 
устойчивость тонкостенных стержней остают-
ся не вполне изученными в современной стро-
ительной механике.

Существующие российские нормы предпи-
сывают проверять общую устойчивость балок 
по методикам, основанным на теории тонко-
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стенных стержней В.З. Власова и С.П. Тимо-
шенко. При этом методика, приведённая в  
СП 16.13330.20176, представляет собой про-
верку напряжений в балке при действующих 
нагрузках с учётом влияния начальных несо-
вершенств (начальной погиби и эксцентриси-
тета приложения нагрузки) и геометрической 
нелинейности7 (п. 7.2.3 СП 294.1325800.2017 
с изм. № 1, 2, 3).

Так как система уравнений В.З. Власова 
для изгиба с кручением тонкостенного стерж-
ня не имеет общего аналитического реше-
ния, действующие нормы содержат ограни-
ченное число вариантов схем закрепления и 
загружений балок. Так, в приложении Ж к СП 
16.13330.2017 с Изм. 1, 2, 3, 4 содержится 9 
вариантов загружения для двутавровой балки 
симметричного сечения с консольным и шар-
нирным опиранием.

Однако в существующих нормах не рассма-
триваются балки с жёсткими опорными узла-
ми, а также не учитывается жёсткость опорных 
узлов как таковых.

В данной работе рассматривается реше-
ние системы уравнений устойчивости плоской 
формы изгиба В.З. Власова тонкостенного 
стержня, учитывающее угловую жёсткость 
опорных узлов. Полученная система уравне-
ний позволяет определять НДС стержней с 
возможностью варьирования угловых жестко-
стей опорных узлов от нуля (шаровой/цилин-
дрический шарнир) до бесконечности (жест-

6 СП 16.13330.2017 «Стальные конструкции. Актуализированная редакция СНиП II-23-81*» (с Поправкой, с изменением 
№ 1,2,3,4).

7 СП 294.1325800.2017 с изм. № 1,2,3 «Конструкции стальные. Правила проектирования». 

кое закрепление). Также в работе приведены 
результаты расчёта для частного случая (аб-
солютно жёстких опорных узлов) и сопостав-
ление полученных результатов с расчётом в 
ПК «ЛИРА-САПР».

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ

В статье задача общей устойчивости тонко-
стенного стержня рассматривается как задача 
расчёта на изгиб с кручением с учётом геоме-
трической нелинейности.

Рассмотрим однопролётную балку с опор-
ными узлами, имеющими компоненты угловой 
жёсткости 

стержней при неравномерно распределённой нагрузке. В статье [13] рассматриваются вопросы 
прочности композиционных тонкостенных балок. В статье [14] авторы проводят сравнение 
стержневой и оболочечной моделей расчёта тонкостенных балок. В работе [15] рассматриваются 
вопросы параметрической оптимизации конструкций из тонкостенных стержней. 

В статье [16] авторами описывается эксперимент, посвященный образованию трещин в 
композиционных тонкостенных стержнях. Статья [17] посвящена вопросам расчёта НДС 
тонкостенных стержней, выполненных из анизотропных материалов. 

Статья [18] посвящена уточнению методик расчёта напряжений при стеснённом изгибе с 
кручением балок швеллерного сечения, статья [19] – вопросам численного моделирования 
стержней из композиционных материалов. 

В работе [20] исследуется упругость и прочность тонкостенных стержней, изготовленных с 
применением аддитивных технологий. 

В качестве обобщения приведенных материалов сделан вывод о том, что вопросы влияния 
жёсткости опорных узлов на общую устойчивость тонкостенных стержней остаются не вполне 
изученными в современной строительной механике. 

Существующие российские нормы предписывают проверять общую устойчивость балок по 
методикам, основанным на теории тонкостенных стержней В.З. Власова и С.П. Тимошенко. При 
этом методика, приведённая в СП 16.13330.20176,  представляет собой проверку напряжений в 
балке при действующих нагрузках с учётом влияния начальных несовершенств (начальной погиби 
и эксцентриситета приложения нагрузки) и геометрической нелинейности7 (п. 7.2.3 СП 
294.1325800.2017 с изм. № 1, 2, 3). 

Так как система уравнений В.З. Власова для изгиба с кручением тонкостенного стержня не 
имеет общего аналитического решения, действующие нормы содержат ограниченное число 
вариантов схем закрепления и загружений балок. Так, в приложении Ж к СП 16.13330.2017 с Изм. 
1, 2, 3, 4 содержится 9 вариантов загружения для двутавровой балки симметричного сечения с 
консольным и шарнирным опиранием. 

Однако  в существующих нормах не рассматриваются балки с жёсткими опорными узлами, а 
также не учитывается жёсткость опорных узлов как таковых. 

В данной работе рассматривается решение системы уравнений устойчивости плоской 
формы изгиба В.З. Власова тонкостенного стержня, учитывающее угловую жёсткость опорных 
узлов. Полученная система уравнений позволяет определять НДС стержней с возможностью 
варьирования угловых жесткостей опорных узлов от нуля (шаровой/цилиндрический шарнир) до 
бесконечности (жесткое закрепление). Также в работе приведены результаты расчёта для частного 
случая (абсолютно жёстких опорных узлов) и сопоставление полученных результатов с расчётом в 
ПК «ЛИРА-САПР». 

 
МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 

 
В статье задача общей устойчивости тонкостенного стержня рассматривается как задача 

расчёта на изгиб с кручением с учётом геометрической нелинейности. 
Рассмотрим однопролётную балку с опорными узлами, имеющими компоненты угловой 

жёсткости 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 и сопротивление депланации 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈 (рисунок 1). На рисунке 1 опорные узлы 
показаны условно и включают в себя четыре компоненты жёсткости. Неподвижные оси обозначены 
как 𝑋𝑋𝑋𝑋, 𝑌𝑌𝑌𝑌, 𝑍𝑍𝑍𝑍. При этом ось, проходящую через центры масс сечений стержня, обозначена как 𝑧𝑧𝑧𝑧, а 
главные оси сечений как 𝑥𝑥𝑥𝑥 и 𝑦𝑦𝑦𝑦. Моменты инерции сечения обозначены как 𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈 , 𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈 , 𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 , 𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔, модуль 
упругости материала как 𝐸𝐸𝐸𝐸, а модуль сдвига как 𝐺𝐺𝐺𝐺.  

В недеформированном состоянии (рис. 2(а)) оси 𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑦𝑦𝑦𝑦 и 𝑧𝑧𝑧𝑧 параллельны неподвижным осям Х, У, 
Z, а в деформированном (рис. 2(б)) между парами осей 𝑋𝑋𝑋𝑋 − 𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑌𝑌𝑌𝑌 − 𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑍𝑍𝑍𝑍 − 𝑧𝑧𝑧𝑧 образуются углу 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑋𝑋𝑋𝑋, 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑌𝑌𝑌𝑌, 

  
6 СП 16.13330.2017 «Стальные конструкции. Актуализированная редакция СНиП II-23-81*» (с 

Поправкой, с изменением № 1,2,3,4). 
7 СП 294.1325800.2017 с изм. № 1,2,3 «Конструкции стальные. Правила проектирования».  

 и сопротивление де-
планации 

стержней при неравномерно распределённой нагрузке. В статье [13] рассматриваются вопросы 
прочности композиционных тонкостенных балок. В статье [14] авторы проводят сравнение 
стержневой и оболочечной моделей расчёта тонкостенных балок. В работе [15] рассматриваются 
вопросы параметрической оптимизации конструкций из тонкостенных стержней. 

В статье [16] авторами описывается эксперимент, посвященный образованию трещин в 
композиционных тонкостенных стержнях. Статья [17] посвящена вопросам расчёта НДС 
тонкостенных стержней, выполненных из анизотропных материалов. 

Статья [18] посвящена уточнению методик расчёта напряжений при стеснённом изгибе с 
кручением балок швеллерного сечения, статья [19] – вопросам численного моделирования 
стержней из композиционных материалов. 

В работе [20] исследуется упругость и прочность тонкостенных стержней, изготовленных с 
применением аддитивных технологий. 

В качестве обобщения приведенных материалов сделан вывод о том, что вопросы влияния 
жёсткости опорных узлов на общую устойчивость тонкостенных стержней остаются не вполне 
изученными в современной строительной механике. 

Существующие российские нормы предписывают проверять общую устойчивость балок по 
методикам, основанным на теории тонкостенных стержней В.З. Власова и С.П. Тимошенко. При 
этом методика, приведённая в СП 16.13330.20176,  представляет собой проверку напряжений в 
балке при действующих нагрузках с учётом влияния начальных несовершенств (начальной погиби 
и эксцентриситета приложения нагрузки) и геометрической нелинейности7 (п. 7.2.3 СП 
294.1325800.2017 с изм. № 1, 2, 3). 

Так как система уравнений В.З. Власова для изгиба с кручением тонкостенного стержня не 
имеет общего аналитического решения, действующие нормы содержат ограниченное число 
вариантов схем закрепления и загружений балок. Так, в приложении Ж к СП 16.13330.2017 с Изм. 
1, 2, 3, 4 содержится 9 вариантов загружения для двутавровой балки симметричного сечения с 
консольным и шарнирным опиранием. 

Однако  в существующих нормах не рассматриваются балки с жёсткими опорными узлами, а 
также не учитывается жёсткость опорных узлов как таковых. 

В данной работе рассматривается решение системы уравнений устойчивости плоской 
формы изгиба В.З. Власова тонкостенного стержня, учитывающее угловую жёсткость опорных 
узлов. Полученная система уравнений позволяет определять НДС стержней с возможностью 
варьирования угловых жесткостей опорных узлов от нуля (шаровой/цилиндрический шарнир) до 
бесконечности (жесткое закрепление). Также в работе приведены результаты расчёта для частного 
случая (абсолютно жёстких опорных узлов) и сопоставление полученных результатов с расчётом в 
ПК «ЛИРА-САПР». 

 
МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 

 
В статье задача общей устойчивости тонкостенного стержня рассматривается как задача 

расчёта на изгиб с кручением с учётом геометрической нелинейности. 
Рассмотрим однопролётную балку с опорными узлами, имеющими компоненты угловой 

жёсткости 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 и сопротивление депланации 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈 (рисунок 1). На рисунке 1 опорные узлы 
показаны условно и включают в себя четыре компоненты жёсткости. Неподвижные оси обозначены 
как 𝑋𝑋𝑋𝑋, 𝑌𝑌𝑌𝑌, 𝑍𝑍𝑍𝑍. При этом ось, проходящую через центры масс сечений стержня, обозначена как 𝑧𝑧𝑧𝑧, а 
главные оси сечений как 𝑥𝑥𝑥𝑥 и 𝑦𝑦𝑦𝑦. Моменты инерции сечения обозначены как 𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈 , 𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈 , 𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 , 𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔, модуль 
упругости материала как 𝐸𝐸𝐸𝐸, а модуль сдвига как 𝐺𝐺𝐺𝐺.  

В недеформированном состоянии (рис. 2(а)) оси 𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑦𝑦𝑦𝑦 и 𝑧𝑧𝑧𝑧 параллельны неподвижным осям Х, У, 
Z, а в деформированном (рис. 2(б)) между парами осей 𝑋𝑋𝑋𝑋 − 𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑌𝑌𝑌𝑌 − 𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑍𝑍𝑍𝑍 − 𝑧𝑧𝑧𝑧 образуются углу 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑋𝑋𝑋𝑋, 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑌𝑌𝑌𝑌, 
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𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍. При этом сечения поворачиваются вокруг местных осей 𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧 на угол 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧. 
Перемещения центра тяжести сечения стержня обозначим как ∆𝑋𝑋𝑋𝑋, ∆𝑌𝑌𝑌𝑌. 

 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 
 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0) 

 
Рисунок 1 – Расчётная схема балки в правой системе координат 

Источник: составлено авторами. 
 

Figure 1 – Graphical representation of a beam in the right-hand coordinate system 
Source: compiled by the authors. 
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Рисунок 2 – Поперечное сечение тонкостенного стержня в середине пролёта: 
а – недеформированное состояние; б – деформированное состояние   

Источник: составлено авторами. 
 

Figure 2 – Thin-walled beam cross-section in the middle part of the span 
а – unstrained state; b – under deformation 

Source: compiled by the authors. 
Обозначим как 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 угловые жесткости опорных узлов (изгибающие и крутящий 
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высота приложения соответствующей нагрузки. При этом за положительное направление нагруз-
ки 

высота приложения соответствующей нагрузки. При этом за положительное направление нагрузки 
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 принято −𝑌𝑌𝑌𝑌. 

Для балок, нагруженных только поперечной нагрузкой в плоскости максимальной жёсткости, 
математическая модель устойчивости плоской формы изгиба В.З. Власова в левой системе 
координат имеет следующий вид [с. 375 в работе5], система уравнений (3.3)):  

 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                      (1) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                    (2) 
 
Чтобы перевести систему уравнений (1)-(2) для записи в правой системе координат, необхо-

димо произвести следующие преобразования: 
 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′лев., 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈прав. = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈лев., 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)прав. = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′лев.. 

Тогда система уравнений (1)-(2) примет вид 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                                  (3) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                               (4) 
 
Проинтегрировав дважды уравнение (3), получим следующее выражение: 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                               (5) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝐶𝐶𝐶𝐶2.                                                                                           (6) 

 
Для определения констант интегрирования 𝐶𝐶𝐶𝐶1  и 𝐶𝐶𝐶𝐶2 необходимо 2 граничных условия. Первым 

условие запишем для изгибающего момента в опорном узле: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                                                  (7) 
𝐶𝐶𝐶𝐶2 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                 (8) 

 
Для определения параметра 𝐶𝐶𝐶𝐶1 необходимо задать условие для поперечной силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈. Попереч-

ная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 определяется как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                      (9) 
 

В принятой расчётной схеме на балку в середине пролёта воздействует сила 
           𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈sin �𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�� = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�. Так как усилия в левой и правой частях балки распределяются оди-

наково относительно середины пролёта, поперечные силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� и 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� отличаются 

только знаком. Поэтому усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� определится как 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ,                                                                                      (10) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′

+ 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                   (11) 
 

 принято 
высота приложения соответствующей нагрузки. При этом за положительное направление нагрузки 
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 принято −𝑌𝑌𝑌𝑌. 

Для балок, нагруженных только поперечной нагрузкой в плоскости максимальной жёсткости, 
математическая модель устойчивости плоской формы изгиба В.З. Власова в левой системе 
координат имеет следующий вид [с. 375 в работе5], система уравнений (3.3)):  

 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                      (1) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                    (2) 
 
Чтобы перевести систему уравнений (1)-(2) для записи в правой системе координат, необхо-

димо произвести следующие преобразования: 
 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′лев., 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈прав. = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈лев., 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)прав. = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′лев.. 

Тогда система уравнений (1)-(2) примет вид 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                                  (3) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                               (4) 
 
Проинтегрировав дважды уравнение (3), получим следующее выражение: 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                               (5) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝐶𝐶𝐶𝐶2.                                                                                           (6) 

 
Для определения констант интегрирования 𝐶𝐶𝐶𝐶1  и 𝐶𝐶𝐶𝐶2 необходимо 2 граничных условия. Первым 

условие запишем для изгибающего момента в опорном узле: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                                                  (7) 
𝐶𝐶𝐶𝐶2 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                 (8) 

 
Для определения параметра 𝐶𝐶𝐶𝐶1 необходимо задать условие для поперечной силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈. Попереч-

ная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 определяется как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                      (9) 
 

В принятой расчётной схеме на балку в середине пролёта воздействует сила 
           𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈sin �𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�� = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�. Так как усилия в левой и правой частях балки распределяются оди-

наково относительно середины пролёта, поперечные силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� и 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� отличаются 

только знаком. Поэтому усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� определится как 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ,                                                                                      (10) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′

+ 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                   (11) 
 

.
Для балок, нагруженных только поперечной нагрузкой в плоскости максимальной жёсткости, 

математическая модель устойчивости плоской формы изгиба В.З. Власова в левой системе коор-
динат имеет следующий вид [с. 375 в работе5], система уравнений (3.3)): 

высота приложения соответствующей нагрузки. При этом за положительное направление нагрузки 
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 принято −𝑌𝑌𝑌𝑌. 

Для балок, нагруженных только поперечной нагрузкой в плоскости максимальной жёсткости, 
математическая модель устойчивости плоской формы изгиба В.З. Власова в левой системе 
координат имеет следующий вид [с. 375 в работе5], система уравнений (3.3)):  

 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                      (1) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                    (2) 
 
Чтобы перевести систему уравнений (1)-(2) для записи в правой системе координат, необхо-

димо произвести следующие преобразования: 
 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′лев., 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈прав. = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈лев., 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)прав. = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′лев.. 

Тогда система уравнений (1)-(2) примет вид 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                                  (3) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                               (4) 
 
Проинтегрировав дважды уравнение (3), получим следующее выражение: 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                               (5) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝐶𝐶𝐶𝐶2.                                                                                           (6) 

 
Для определения констант интегрирования 𝐶𝐶𝐶𝐶1  и 𝐶𝐶𝐶𝐶2 необходимо 2 граничных условия. Первым 

условие запишем для изгибающего момента в опорном узле: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                                                  (7) 
𝐶𝐶𝐶𝐶2 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                 (8) 

 
Для определения параметра 𝐶𝐶𝐶𝐶1 необходимо задать условие для поперечной силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈. Попереч-

ная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 определяется как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                      (9) 
 

В принятой расчётной схеме на балку в середине пролёта воздействует сила 
           𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈sin �𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�� = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�. Так как усилия в левой и правой частях балки распределяются оди-

наково относительно середины пролёта, поперечные силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� и 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� отличаются 

только знаком. Поэтому усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� определится как 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ,                                                                                      (10) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′

+ 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                   (11) 
 

(1)
(2)

Чтобы перевести систему уравнений (1)-(2) для записи в правой системе координат, необходи-
мо произвести следующие преобразования:

высота приложения соответствующей нагрузки. При этом за положительное направление нагрузки 
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 принято −𝑌𝑌𝑌𝑌. 

Для балок, нагруженных только поперечной нагрузкой в плоскости максимальной жёсткости, 
математическая модель устойчивости плоской формы изгиба В.З. Власова в левой системе 
координат имеет следующий вид [с. 375 в работе5], система уравнений (3.3)):  

 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                      (1) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                    (2) 
 
Чтобы перевести систему уравнений (1)-(2) для записи в правой системе координат, необхо-

димо произвести следующие преобразования: 
 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′лев., 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈прав. = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈лев., 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)прав. = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′лев.. 

Тогда система уравнений (1)-(2) примет вид 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                                  (3) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                               (4) 
 
Проинтегрировав дважды уравнение (3), получим следующее выражение: 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                               (5) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝐶𝐶𝐶𝐶2.                                                                                           (6) 

 
Для определения констант интегрирования 𝐶𝐶𝐶𝐶1  и 𝐶𝐶𝐶𝐶2 необходимо 2 граничных условия. Первым 

условие запишем для изгибающего момента в опорном узле: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                                                  (7) 
𝐶𝐶𝐶𝐶2 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                 (8) 

 
Для определения параметра 𝐶𝐶𝐶𝐶1 необходимо задать условие для поперечной силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈. Попереч-

ная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 определяется как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                      (9) 
 

В принятой расчётной схеме на балку в середине пролёта воздействует сила 
           𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈sin �𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�� = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�. Так как усилия в левой и правой частях балки распределяются оди-

наково относительно середины пролёта, поперечные силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� и 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� отличаются 

только знаком. Поэтому усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� определится как 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ,                                                                                      (10) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′

+ 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                   (11) 
 

Тогда система уравнений (1)-(2) примет вид

высота приложения соответствующей нагрузки. При этом за положительное направление нагрузки 
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 принято −𝑌𝑌𝑌𝑌. 

Для балок, нагруженных только поперечной нагрузкой в плоскости максимальной жёсткости, 
математическая модель устойчивости плоской формы изгиба В.З. Власова в левой системе 
координат имеет следующий вид [с. 375 в работе5], система уравнений (3.3)):  

 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                      (1) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                    (2) 
 
Чтобы перевести систему уравнений (1)-(2) для записи в правой системе координат, необхо-

димо произвести следующие преобразования: 
 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′лев., 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈прав. = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈лев., 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)прав. = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′лев.. 

Тогда система уравнений (1)-(2) примет вид 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                                  (3) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                               (4) 
 
Проинтегрировав дважды уравнение (3), получим следующее выражение: 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                               (5) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝐶𝐶𝐶𝐶2.                                                                                           (6) 

 
Для определения констант интегрирования 𝐶𝐶𝐶𝐶1  и 𝐶𝐶𝐶𝐶2 необходимо 2 граничных условия. Первым 

условие запишем для изгибающего момента в опорном узле: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                                                  (7) 
𝐶𝐶𝐶𝐶2 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                 (8) 

 
Для определения параметра 𝐶𝐶𝐶𝐶1 необходимо задать условие для поперечной силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈. Попереч-

ная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 определяется как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                      (9) 
 

В принятой расчётной схеме на балку в середине пролёта воздействует сила 
           𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈sin �𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�� = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�. Так как усилия в левой и правой частях балки распределяются оди-

наково относительно середины пролёта, поперечные силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� и 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� отличаются 

только знаком. Поэтому усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� определится как 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ,                                                                                      (10) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′

+ 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                   (11) 
 

(3)
(4)

Проинтегрировав дважды уравнение (3), получим следующее выражение:



Том 22, № 5. 2025
Vol. 22, No. 5. 2025

© 2004–2025 Вестник СибАДИ 
The Russian Automobile  

and Highway Industry Journal
849

PART IIICONSTRUCTION AND ARCHITECTURE

высота приложения соответствующей нагрузки. При этом за положительное направление нагрузки 
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 принято −𝑌𝑌𝑌𝑌. 

Для балок, нагруженных только поперечной нагрузкой в плоскости максимальной жёсткости, 
математическая модель устойчивости плоской формы изгиба В.З. Власова в левой системе 
координат имеет следующий вид [с. 375 в работе5], система уравнений (3.3)):  

 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                      (1) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                    (2) 
 
Чтобы перевести систему уравнений (1)-(2) для записи в правой системе координат, необхо-

димо произвести следующие преобразования: 
 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′лев., 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈прав. = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈лев., 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)прав. = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′лев.. 

Тогда система уравнений (1)-(2) примет вид 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                                  (3) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                               (4) 
 
Проинтегрировав дважды уравнение (3), получим следующее выражение: 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                               (5) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝐶𝐶𝐶𝐶2.                                                                                           (6) 

 
Для определения констант интегрирования 𝐶𝐶𝐶𝐶1  и 𝐶𝐶𝐶𝐶2 необходимо 2 граничных условия. Первым 

условие запишем для изгибающего момента в опорном узле: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                                                  (7) 
𝐶𝐶𝐶𝐶2 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                 (8) 

 
Для определения параметра 𝐶𝐶𝐶𝐶1 необходимо задать условие для поперечной силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈. Попереч-

ная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 определяется как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                      (9) 
 

В принятой расчётной схеме на балку в середине пролёта воздействует сила 
           𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈sin �𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�� = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�. Так как усилия в левой и правой частях балки распределяются оди-

наково относительно середины пролёта, поперечные силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� и 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� отличаются 

только знаком. Поэтому усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� определится как 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ,                                                                                      (10) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′

+ 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                   (11) 
 

(5)

высота приложения соответствующей нагрузки. При этом за положительное направление нагрузки 
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 принято −𝑌𝑌𝑌𝑌. 

Для балок, нагруженных только поперечной нагрузкой в плоскости максимальной жёсткости, 
математическая модель устойчивости плоской формы изгиба В.З. Власова в левой системе 
координат имеет следующий вид [с. 375 в работе5], система уравнений (3.3)):  

 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                      (1) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                    (2) 
 
Чтобы перевести систему уравнений (1)-(2) для записи в правой системе координат, необхо-

димо произвести следующие преобразования: 
 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′лев., 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈прав. = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈лев., 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)прав. = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′лев.. 

Тогда система уравнений (1)-(2) примет вид 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                                  (3) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                               (4) 
 
Проинтегрировав дважды уравнение (3), получим следующее выражение: 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                               (5) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝐶𝐶𝐶𝐶2.                                                                                           (6) 

 
Для определения констант интегрирования 𝐶𝐶𝐶𝐶1  и 𝐶𝐶𝐶𝐶2 необходимо 2 граничных условия. Первым 

условие запишем для изгибающего момента в опорном узле: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                                                  (7) 
𝐶𝐶𝐶𝐶2 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                 (8) 

 
Для определения параметра 𝐶𝐶𝐶𝐶1 необходимо задать условие для поперечной силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈. Попереч-

ная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 определяется как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                      (9) 
 

В принятой расчётной схеме на балку в середине пролёта воздействует сила 
           𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈sin �𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�� = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�. Так как усилия в левой и правой частях балки распределяются оди-

наково относительно середины пролёта, поперечные силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� и 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� отличаются 

только знаком. Поэтому усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� определится как 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ,                                                                                      (10) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′

+ 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                   (11) 
 

(6)

Для определения констант интегрирования 𝐶1 и 𝐶2 необходимо 2 граничных условия. Первым 
условие запишем для изгибающего момента в опорном узле:

высота приложения соответствующей нагрузки. При этом за положительное направление нагрузки 
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 принято −𝑌𝑌𝑌𝑌. 

Для балок, нагруженных только поперечной нагрузкой в плоскости максимальной жёсткости, 
математическая модель устойчивости плоской формы изгиба В.З. Власова в левой системе 
координат имеет следующий вид [с. 375 в работе5], система уравнений (3.3)):  

 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                      (1) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                    (2) 
 
Чтобы перевести систему уравнений (1)-(2) для записи в правой системе координат, необхо-

димо произвести следующие преобразования: 
 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′лев., 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈прав. = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈лев., 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)прав. = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′лев.. 

Тогда система уравнений (1)-(2) примет вид 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                                  (3) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                               (4) 
 
Проинтегрировав дважды уравнение (3), получим следующее выражение: 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                               (5) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝐶𝐶𝐶𝐶2.                                                                                           (6) 

 
Для определения констант интегрирования 𝐶𝐶𝐶𝐶1  и 𝐶𝐶𝐶𝐶2 необходимо 2 граничных условия. Первым 

условие запишем для изгибающего момента в опорном узле: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                                                  (7) 
𝐶𝐶𝐶𝐶2 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                 (8) 

 
Для определения параметра 𝐶𝐶𝐶𝐶1 необходимо задать условие для поперечной силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈. Попереч-

ная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 определяется как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                      (9) 
 

В принятой расчётной схеме на балку в середине пролёта воздействует сила 
           𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈sin �𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�� = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�. Так как усилия в левой и правой частях балки распределяются оди-

наково относительно середины пролёта, поперечные силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� и 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� отличаются 

только знаком. Поэтому усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� определится как 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ,                                                                                      (10) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′

+ 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                   (11) 
 

(7)

высота приложения соответствующей нагрузки. При этом за положительное направление нагрузки 
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 принято −𝑌𝑌𝑌𝑌. 

Для балок, нагруженных только поперечной нагрузкой в плоскости максимальной жёсткости, 
математическая модель устойчивости плоской формы изгиба В.З. Власова в левой системе 
координат имеет следующий вид [с. 375 в работе5], система уравнений (3.3)):  

 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                      (1) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                    (2) 
 
Чтобы перевести систему уравнений (1)-(2) для записи в правой системе координат, необхо-

димо произвести следующие преобразования: 
 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′лев., 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈прав. = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈лев., 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)прав. = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′лев.. 

Тогда система уравнений (1)-(2) примет вид 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                                  (3) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                               (4) 
 
Проинтегрировав дважды уравнение (3), получим следующее выражение: 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                               (5) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝐶𝐶𝐶𝐶2.                                                                                           (6) 

 
Для определения констант интегрирования 𝐶𝐶𝐶𝐶1  и 𝐶𝐶𝐶𝐶2 необходимо 2 граничных условия. Первым 

условие запишем для изгибающего момента в опорном узле: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                                                  (7) 
𝐶𝐶𝐶𝐶2 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                 (8) 

 
Для определения параметра 𝐶𝐶𝐶𝐶1 необходимо задать условие для поперечной силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈. Попереч-

ная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 определяется как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                      (9) 
 

В принятой расчётной схеме на балку в середине пролёта воздействует сила 
           𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈sin �𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�� = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�. Так как усилия в левой и правой частях балки распределяются оди-

наково относительно середины пролёта, поперечные силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� и 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� отличаются 

только знаком. Поэтому усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� определится как 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ,                                                                                      (10) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′

+ 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                   (11) 
 

(8)

Для определения параметра 𝐶1 необходимо задать условие для поперечной силы 𝑄𝑥. Попе-
реч-ная сила 𝑄𝑥 определяется как

высота приложения соответствующей нагрузки. При этом за положительное направление нагрузки 
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 принято −𝑌𝑌𝑌𝑌. 

Для балок, нагруженных только поперечной нагрузкой в плоскости максимальной жёсткости, 
математическая модель устойчивости плоской формы изгиба В.З. Власова в левой системе 
координат имеет следующий вид [с. 375 в работе5], система уравнений (3.3)):  

 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                      (1) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                    (2) 
 
Чтобы перевести систему уравнений (1)-(2) для записи в правой системе координат, необхо-

димо произвести следующие преобразования: 
 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′лев., 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈прав. = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈лев., 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)прав. = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′лев.. 

Тогда система уравнений (1)-(2) примет вид 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                                  (3) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                               (4) 
 
Проинтегрировав дважды уравнение (3), получим следующее выражение: 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                               (5) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝐶𝐶𝐶𝐶2.                                                                                           (6) 

 
Для определения констант интегрирования 𝐶𝐶𝐶𝐶1  и 𝐶𝐶𝐶𝐶2 необходимо 2 граничных условия. Первым 

условие запишем для изгибающего момента в опорном узле: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                                                  (7) 
𝐶𝐶𝐶𝐶2 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                 (8) 

 
Для определения параметра 𝐶𝐶𝐶𝐶1 необходимо задать условие для поперечной силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈. Попереч-

ная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 определяется как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                      (9) 
 

В принятой расчётной схеме на балку в середине пролёта воздействует сила 
           𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈sin �𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�� = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�. Так как усилия в левой и правой частях балки распределяются оди-

наково относительно середины пролёта, поперечные силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� и 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� отличаются 

только знаком. Поэтому усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� определится как 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ,                                                                                      (10) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′

+ 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                   (11) 
 

(9)

В принятой расчётной схеме на балку в середине пролёта воздействует сила 

высота приложения соответствующей нагрузки. При этом за положительное направление нагрузки 
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 принято −𝑌𝑌𝑌𝑌. 

Для балок, нагруженных только поперечной нагрузкой в плоскости максимальной жёсткости, 
математическая модель устойчивости плоской формы изгиба В.З. Власова в левой системе 
координат имеет следующий вид [с. 375 в работе5], система уравнений (3.3)):  

 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                      (1) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                    (2) 
 
Чтобы перевести систему уравнений (1)-(2) для записи в правой системе координат, необхо-

димо произвести следующие преобразования: 
 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′лев., 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈прав. = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈лев., 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)прав. = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′лев.. 

Тогда система уравнений (1)-(2) примет вид 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                                  (3) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                               (4) 
 
Проинтегрировав дважды уравнение (3), получим следующее выражение: 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                               (5) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝐶𝐶𝐶𝐶2.                                                                                           (6) 

 
Для определения констант интегрирования 𝐶𝐶𝐶𝐶1  и 𝐶𝐶𝐶𝐶2 необходимо 2 граничных условия. Первым 

условие запишем для изгибающего момента в опорном узле: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                                                  (7) 
𝐶𝐶𝐶𝐶2 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                 (8) 

 
Для определения параметра 𝐶𝐶𝐶𝐶1 необходимо задать условие для поперечной силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈. Попереч-

ная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 определяется как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                      (9) 
 

В принятой расчётной схеме на балку в середине пролёта воздействует сила 
           𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈sin �𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�� = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�. Так как усилия в левой и правой частях балки распределяются оди-

наково относительно середины пролёта, поперечные силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� и 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� отличаются 

только знаком. Поэтому усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� определится как 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ,                                                                                      (10) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′

+ 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                   (11) 
 

. Так как усилия в левой и правой частях балки распределяются одинаково 

относительно середины пролёта, поперечные силы 

высота приложения соответствующей нагрузки. При этом за положительное направление нагрузки 
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 принято −𝑌𝑌𝑌𝑌. 

Для балок, нагруженных только поперечной нагрузкой в плоскости максимальной жёсткости, 
математическая модель устойчивости плоской формы изгиба В.З. Власова в левой системе 
координат имеет следующий вид [с. 375 в работе5], система уравнений (3.3)):  

 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                      (1) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                    (2) 
 
Чтобы перевести систему уравнений (1)-(2) для записи в правой системе координат, необхо-

димо произвести следующие преобразования: 
 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′лев., 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈прав. = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈лев., 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)прав. = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′лев.. 

Тогда система уравнений (1)-(2) примет вид 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                                  (3) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                               (4) 
 
Проинтегрировав дважды уравнение (3), получим следующее выражение: 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                               (5) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝐶𝐶𝐶𝐶2.                                                                                           (6) 

 
Для определения констант интегрирования 𝐶𝐶𝐶𝐶1  и 𝐶𝐶𝐶𝐶2 необходимо 2 граничных условия. Первым 

условие запишем для изгибающего момента в опорном узле: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                                                  (7) 
𝐶𝐶𝐶𝐶2 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                 (8) 

 
Для определения параметра 𝐶𝐶𝐶𝐶1 необходимо задать условие для поперечной силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈. Попереч-

ная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 определяется как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                      (9) 
 

В принятой расчётной схеме на балку в середине пролёта воздействует сила 
           𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈sin �𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�� = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�. Так как усилия в левой и правой частях балки распределяются оди-

наково относительно середины пролёта, поперечные силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� и 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� отличаются 

только знаком. Поэтому усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� определится как 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ,                                                                                      (10) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′

+ 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                   (11) 
 

 отличаются только 
знаком. Поэтому усилие 

высота приложения соответствующей нагрузки. При этом за положительное направление нагрузки 
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 принято −𝑌𝑌𝑌𝑌. 

Для балок, нагруженных только поперечной нагрузкой в плоскости максимальной жёсткости, 
математическая модель устойчивости плоской формы изгиба В.З. Власова в левой системе 
координат имеет следующий вид [с. 375 в работе5], система уравнений (3.3)):  

 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                      (1) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                    (2) 
 
Чтобы перевести систему уравнений (1)-(2) для записи в правой системе координат, необхо-

димо произвести следующие преобразования: 
 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′лев., 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈прав. = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈лев., 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)прав. = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′лев.. 

Тогда система уравнений (1)-(2) примет вид 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                                  (3) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                               (4) 
 
Проинтегрировав дважды уравнение (3), получим следующее выражение: 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                               (5) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝐶𝐶𝐶𝐶2.                                                                                           (6) 

 
Для определения констант интегрирования 𝐶𝐶𝐶𝐶1  и 𝐶𝐶𝐶𝐶2 необходимо 2 граничных условия. Первым 

условие запишем для изгибающего момента в опорном узле: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                                                  (7) 
𝐶𝐶𝐶𝐶2 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                 (8) 

 
Для определения параметра 𝐶𝐶𝐶𝐶1 необходимо задать условие для поперечной силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈. Попереч-

ная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 определяется как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                      (9) 
 

В принятой расчётной схеме на балку в середине пролёта воздействует сила 
           𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈sin �𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�� = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�. Так как усилия в левой и правой частях балки распределяются оди-

наково относительно середины пролёта, поперечные силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� и 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� отличаются 

только знаком. Поэтому усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� определится как 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ,                                                                                      (10) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′

+ 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                   (11) 
 

определится как

высота приложения соответствующей нагрузки. При этом за положительное направление нагрузки 
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 принято −𝑌𝑌𝑌𝑌. 

Для балок, нагруженных только поперечной нагрузкой в плоскости максимальной жёсткости, 
математическая модель устойчивости плоской формы изгиба В.З. Власова в левой системе 
координат имеет следующий вид [с. 375 в работе5], система уравнений (3.3)):  

 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                      (1) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                    (2) 
 
Чтобы перевести систему уравнений (1)-(2) для записи в правой системе координат, необхо-

димо произвести следующие преобразования: 
 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′лев., 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈прав. = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈лев., 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)прав. = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′лев.. 

Тогда система уравнений (1)-(2) примет вид 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                                  (3) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                               (4) 
 
Проинтегрировав дважды уравнение (3), получим следующее выражение: 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                               (5) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝐶𝐶𝐶𝐶2.                                                                                           (6) 

 
Для определения констант интегрирования 𝐶𝐶𝐶𝐶1  и 𝐶𝐶𝐶𝐶2 необходимо 2 граничных условия. Первым 

условие запишем для изгибающего момента в опорном узле: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                                                  (7) 
𝐶𝐶𝐶𝐶2 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                 (8) 

 
Для определения параметра 𝐶𝐶𝐶𝐶1 необходимо задать условие для поперечной силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈. Попереч-

ная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 определяется как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                      (9) 
 

В принятой расчётной схеме на балку в середине пролёта воздействует сила 
           𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈sin �𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�� = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�. Так как усилия в левой и правой частях балки распределяются оди-

наково относительно середины пролёта, поперечные силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� и 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� отличаются 

только знаком. Поэтому усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� определится как 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ,                                                                                      (10) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′

+ 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                   (11) 
 

(10)

высота приложения соответствующей нагрузки. При этом за положительное направление нагрузки 
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 принято −𝑌𝑌𝑌𝑌. 

Для балок, нагруженных только поперечной нагрузкой в плоскости максимальной жёсткости, 
математическая модель устойчивости плоской формы изгиба В.З. Власова в левой системе 
координат имеет следующий вид [с. 375 в работе5], система уравнений (3.3)):  

 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                      (1) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                    (2) 
 
Чтобы перевести систему уравнений (1)-(2) для записи в правой системе координат, необхо-

димо произвести следующие преобразования: 
 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′лев., 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈прав. = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈лев., 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)прав. = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′лев.. 

Тогда система уравнений (1)-(2) примет вид 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                                  (3) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                               (4) 
 
Проинтегрировав дважды уравнение (3), получим следующее выражение: 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                               (5) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝐶𝐶𝐶𝐶2.                                                                                           (6) 

 
Для определения констант интегрирования 𝐶𝐶𝐶𝐶1  и 𝐶𝐶𝐶𝐶2 необходимо 2 граничных условия. Первым 

условие запишем для изгибающего момента в опорном узле: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                                                  (7) 
𝐶𝐶𝐶𝐶2 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                 (8) 

 
Для определения параметра 𝐶𝐶𝐶𝐶1 необходимо задать условие для поперечной силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈. Попереч-

ная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 определяется как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                      (9) 
 

В принятой расчётной схеме на балку в середине пролёта воздействует сила 
           𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈sin �𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�� = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�. Так как усилия в левой и правой частях балки распределяются оди-

наково относительно середины пролёта, поперечные силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� и 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� отличаются 

только знаком. Поэтому усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� определится как 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ,                                                                                      (10) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′

+ 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                   (11) 
 

(11)

Отметим, что так как в середине пролёта достигается максимальный угол поворота 𝑈𝑧, произ-
водная 

Отметим, что так как в середине пролёта достигается максимальный угол поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, произ-
водная  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′
 равна 0. 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                        (12) 

В используемой расчётной схеме  усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� определится как 

 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
− 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2

.                               (13) 
Подставим (12) в (13) и получим 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                                (14) 

𝐶𝐶𝐶𝐶1 = 0. 
В итоге уравнение (3) примет вид 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� .                                                (15) 
 

Поперечная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) выразится как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′.                                                (16) 
 

Далее в уравнении (4) заменим ∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ на  −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑈𝑈𝑈𝑈)

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦
: 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                        (17) 

Система уравнений (3)-(4) принимает вид: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                 (18) 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                      (19) 

Подставив в уравнение (15)  в уравнение (17), можно получить однородное дифференциаль-
ное уравнение 4-го порядка относительно угла закручивания: 

 

[E𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − [𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ −
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

(𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)) − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 = 0.                                 (20) 

 
Обозначим производную угла поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ как 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), внутренний бимомент −𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ как 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧),  внутренний крутящий момент как 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧). 
В соответствии с принятыми обозначениями выразим из уравнения (20) 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′: 
 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′′,                                                                                (21) 
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 ,                                                                               (22) 

−𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = −[𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) +  

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,     (23) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 . (24) 

Далее запишем выражения для определения 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧): 

равна 0.
Отметим, что так как в середине пролёта достигается максимальный угол поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, произ-

водная  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′
 равна 0. 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                        (12) 

В используемой расчётной схеме  усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� определится как 

 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
− 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2

.                               (13) 
Подставим (12) в (13) и получим 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                                (14) 

𝐶𝐶𝐶𝐶1 = 0. 
В итоге уравнение (3) примет вид 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� .                                                (15) 
 

Поперечная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) выразится как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′.                                                (16) 
 

Далее в уравнении (4) заменим ∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ на  −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑈𝑈𝑈𝑈)

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦
: 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                        (17) 

Система уравнений (3)-(4) принимает вид: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                 (18) 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                      (19) 

Подставив в уравнение (15)  в уравнение (17), можно получить однородное дифференциаль-
ное уравнение 4-го порядка относительно угла закручивания: 

 

[E𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − [𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ −
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

(𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)) − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 = 0.                                 (20) 

 
Обозначим производную угла поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ как 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), внутренний бимомент −𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ как 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧),  внутренний крутящий момент как 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧). 
В соответствии с принятыми обозначениями выразим из уравнения (20) 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′: 
 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′′,                                                                                (21) 
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 ,                                                                               (22) 

−𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = −[𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) +  

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,     (23) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 . (24) 

Далее запишем выражения для определения 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧): 

(12)

В используемой расчётной схеме усилие 

Отметим, что так как в середине пролёта достигается максимальный угол поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, произ-
водная  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′
 равна 0. 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                        (12) 

В используемой расчётной схеме  усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� определится как 

 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
− 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2

.                               (13) 
Подставим (12) в (13) и получим 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                                (14) 

𝐶𝐶𝐶𝐶1 = 0. 
В итоге уравнение (3) примет вид 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� .                                                (15) 
 

Поперечная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) выразится как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′.                                                (16) 
 

Далее в уравнении (4) заменим ∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ на  −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑈𝑈𝑈𝑈)

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦
: 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                        (17) 

Система уравнений (3)-(4) принимает вид: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                 (18) 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                      (19) 

Подставив в уравнение (15)  в уравнение (17), можно получить однородное дифференциаль-
ное уравнение 4-го порядка относительно угла закручивания: 

 

[E𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − [𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ −
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

(𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)) − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 = 0.                                 (20) 

 
Обозначим производную угла поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ как 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), внутренний бимомент −𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ как 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧),  внутренний крутящий момент как 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧). 
В соответствии с принятыми обозначениями выразим из уравнения (20) 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′: 
 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′′,                                                                                (21) 
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 ,                                                                               (22) 

−𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = −[𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) +  

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,     (23) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 . (24) 

Далее запишем выражения для определения 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧): 

определится как

Отметим, что так как в середине пролёта достигается максимальный угол поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, произ-
водная  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′
 равна 0. 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                        (12) 

В используемой расчётной схеме  усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� определится как 

 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
− 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2

.                               (13) 
Подставим (12) в (13) и получим 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                                (14) 

𝐶𝐶𝐶𝐶1 = 0. 
В итоге уравнение (3) примет вид 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� .                                                (15) 
 

Поперечная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) выразится как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′.                                                (16) 
 

Далее в уравнении (4) заменим ∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ на  −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑈𝑈𝑈𝑈)

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦
: 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                        (17) 

Система уравнений (3)-(4) принимает вид: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                 (18) 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                      (19) 

Подставив в уравнение (15)  в уравнение (17), можно получить однородное дифференциаль-
ное уравнение 4-го порядка относительно угла закручивания: 

 

[E𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − [𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ −
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

(𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)) − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 = 0.                                 (20) 

 
Обозначим производную угла поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ как 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), внутренний бимомент −𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ как 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧),  внутренний крутящий момент как 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧). 
В соответствии с принятыми обозначениями выразим из уравнения (20) 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′: 
 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′′,                                                                                (21) 
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 ,                                                                               (22) 

−𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = −[𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) +  

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,     (23) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 . (24) 

Далее запишем выражения для определения 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧): 

(13)

Подставим (12) в (13) и получим

Отметим, что так как в середине пролёта достигается максимальный угол поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, произ-
водная  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′
 равна 0. 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                        (12) 

В используемой расчётной схеме  усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� определится как 

 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
− 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2

.                               (13) 
Подставим (12) в (13) и получим 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                                (14) 

𝐶𝐶𝐶𝐶1 = 0. 
В итоге уравнение (3) примет вид 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� .                                                (15) 
 

Поперечная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) выразится как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′.                                                (16) 
 

Далее в уравнении (4) заменим ∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ на  −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑈𝑈𝑈𝑈)

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦
: 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                        (17) 

Система уравнений (3)-(4) принимает вид: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                 (18) 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                      (19) 

Подставив в уравнение (15)  в уравнение (17), можно получить однородное дифференциаль-
ное уравнение 4-го порядка относительно угла закручивания: 

 

[E𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − [𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ −
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

(𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)) − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 = 0.                                 (20) 

 
Обозначим производную угла поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ как 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), внутренний бимомент −𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ как 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧),  внутренний крутящий момент как 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧). 
В соответствии с принятыми обозначениями выразим из уравнения (20) 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′: 
 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′′,                                                                                (21) 
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 ,                                                                               (22) 

−𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = −[𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) +  

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,     (23) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 . (24) 

Далее запишем выражения для определения 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧): 

(14)

В итоге уравнение (3) примет вид

Отметим, что так как в середине пролёта достигается максимальный угол поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, произ-
водная  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′
 равна 0. 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                        (12) 

В используемой расчётной схеме  усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� определится как 

 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
− 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2

.                               (13) 
Подставим (12) в (13) и получим 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                                (14) 

𝐶𝐶𝐶𝐶1 = 0. 
В итоге уравнение (3) примет вид 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� .                                                (15) 
 

Поперечная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) выразится как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′.                                                (16) 
 

Далее в уравнении (4) заменим ∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ на  −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑈𝑈𝑈𝑈)

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦
: 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                        (17) 

Система уравнений (3)-(4) принимает вид: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                 (18) 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                      (19) 

Подставив в уравнение (15)  в уравнение (17), можно получить однородное дифференциаль-
ное уравнение 4-го порядка относительно угла закручивания: 

 

[E𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − [𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ −
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

(𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)) − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 = 0.                                 (20) 

 
Обозначим производную угла поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ как 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), внутренний бимомент −𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ как 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧),  внутренний крутящий момент как 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧). 
В соответствии с принятыми обозначениями выразим из уравнения (20) 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′: 
 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′′,                                                                                (21) 
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 ,                                                                               (22) 

−𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = −[𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) +  

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,     (23) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 . (24) 

Далее запишем выражения для определения 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧): 

(15)

Поперечная сила 𝑄𝑥 (𝑧) выразится как

Отметим, что так как в середине пролёта достигается максимальный угол поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, произ-
водная  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′
 равна 0. 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                        (12) 

В используемой расчётной схеме  усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� определится как 

 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
− 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2

.                               (13) 
Подставим (12) в (13) и получим 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                                (14) 

𝐶𝐶𝐶𝐶1 = 0. 
В итоге уравнение (3) примет вид 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� .                                                (15) 
 

Поперечная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) выразится как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′.                                                (16) 
 

Далее в уравнении (4) заменим ∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ на  −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑈𝑈𝑈𝑈)

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦
: 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                        (17) 

Система уравнений (3)-(4) принимает вид: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                 (18) 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                      (19) 

Подставив в уравнение (15)  в уравнение (17), можно получить однородное дифференциаль-
ное уравнение 4-го порядка относительно угла закручивания: 

 

[E𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − [𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ −
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

(𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)) − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 = 0.                                 (20) 

 
Обозначим производную угла поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ как 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), внутренний бимомент −𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ как 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧),  внутренний крутящий момент как 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧). 
В соответствии с принятыми обозначениями выразим из уравнения (20) 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′: 
 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′′,                                                                                (21) 
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 ,                                                                               (22) 

−𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = −[𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) +  

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,     (23) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 . (24) 

Далее запишем выражения для определения 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧): 

(16)

Далее в уравнении (4) заменим 

Отметим, что так как в середине пролёта достигается максимальный угол поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, произ-
водная  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′
 равна 0. 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                        (12) 

В используемой расчётной схеме  усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� определится как 

 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
− 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2

.                               (13) 
Подставим (12) в (13) и получим 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                                (14) 

𝐶𝐶𝐶𝐶1 = 0. 
В итоге уравнение (3) примет вид 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� .                                                (15) 
 

Поперечная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) выразится как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′.                                                (16) 
 

Далее в уравнении (4) заменим ∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ на  −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑈𝑈𝑈𝑈)

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦
: 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                        (17) 

Система уравнений (3)-(4) принимает вид: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                 (18) 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                      (19) 

Подставив в уравнение (15)  в уравнение (17), можно получить однородное дифференциаль-
ное уравнение 4-го порядка относительно угла закручивания: 

 

[E𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − [𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ −
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

(𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)) − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 = 0.                                 (20) 

 
Обозначим производную угла поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ как 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), внутренний бимомент −𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ как 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧),  внутренний крутящий момент как 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧). 
В соответствии с принятыми обозначениями выразим из уравнения (20) 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′: 
 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′′,                                                                                (21) 
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 ,                                                                               (22) 

−𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = −[𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) +  

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,     (23) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 . (24) 

Далее запишем выражения для определения 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧): 
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Отметим, что так как в середине пролёта достигается максимальный угол поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, произ-
водная  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′
 равна 0. 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                        (12) 

В используемой расчётной схеме  усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� определится как 

 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
− 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2

.                               (13) 
Подставим (12) в (13) и получим 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                                (14) 

𝐶𝐶𝐶𝐶1 = 0. 
В итоге уравнение (3) примет вид 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� .                                                (15) 
 

Поперечная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) выразится как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′.                                                (16) 
 

Далее в уравнении (4) заменим ∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ на  −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑈𝑈𝑈𝑈)

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦
: 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                        (17) 

Система уравнений (3)-(4) принимает вид: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                 (18) 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                      (19) 

Подставив в уравнение (15)  в уравнение (17), можно получить однородное дифференциаль-
ное уравнение 4-го порядка относительно угла закручивания: 

 

[E𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − [𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ −
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

(𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)) − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 = 0.                                 (20) 

 
Обозначим производную угла поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ как 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), внутренний бимомент −𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ как 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧),  внутренний крутящий момент как 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧). 
В соответствии с принятыми обозначениями выразим из уравнения (20) 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′: 
 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′′,                                                                                (21) 
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 ,                                                                               (22) 

−𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = −[𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) +  

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,     (23) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 . (24) 

Далее запишем выражения для определения 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧): 

(17)

Система уравнений (3)-(4) принимает вид:

Отметим, что так как в середине пролёта достигается максимальный угол поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, произ-
водная  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′
 равна 0. 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                        (12) 

В используемой расчётной схеме  усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� определится как 

 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
− 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2

.                               (13) 
Подставим (12) в (13) и получим 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                                (14) 

𝐶𝐶𝐶𝐶1 = 0. 
В итоге уравнение (3) примет вид 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� .                                                (15) 
 

Поперечная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) выразится как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′.                                                (16) 
 

Далее в уравнении (4) заменим ∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ на  −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑈𝑈𝑈𝑈)

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦
: 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                        (17) 

Система уравнений (3)-(4) принимает вид: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                 (18) 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                      (19) 

Подставив в уравнение (15)  в уравнение (17), можно получить однородное дифференциаль-
ное уравнение 4-го порядка относительно угла закручивания: 

 

[E𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − [𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ −
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

(𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)) − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 = 0.                                 (20) 

 
Обозначим производную угла поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ как 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), внутренний бимомент −𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ как 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧),  внутренний крутящий момент как 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧). 
В соответствии с принятыми обозначениями выразим из уравнения (20) 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′: 
 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′′,                                                                                (21) 
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 ,                                                                               (22) 

−𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = −[𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) +  

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,     (23) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 . (24) 

Далее запишем выражения для определения 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧): 

(18)
(19)

Подставив в уравнение (15) в уравнение (17), можно получить однородное дифференциаль-
ное уравнение 4-го порядка относительно угла закручивания:

Отметим, что так как в середине пролёта достигается максимальный угол поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, произ-
водная  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′
 равна 0. 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                        (12) 

В используемой расчётной схеме  усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� определится как 

 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
− 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2

.                               (13) 
Подставим (12) в (13) и получим 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                                (14) 

𝐶𝐶𝐶𝐶1 = 0. 
В итоге уравнение (3) примет вид 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� .                                                (15) 
 

Поперечная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) выразится как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′.                                                (16) 
 

Далее в уравнении (4) заменим ∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ на  −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑈𝑈𝑈𝑈)

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦
: 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                        (17) 

Система уравнений (3)-(4) принимает вид: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                 (18) 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                      (19) 

Подставив в уравнение (15)  в уравнение (17), можно получить однородное дифференциаль-
ное уравнение 4-го порядка относительно угла закручивания: 

 

[E𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − [𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ −
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

(𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)) − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 = 0.                                 (20) 

 
Обозначим производную угла поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ как 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), внутренний бимомент −𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ как 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧),  внутренний крутящий момент как 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧). 
В соответствии с принятыми обозначениями выразим из уравнения (20) 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′: 
 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′′,                                                                                (21) 
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 ,                                                                               (22) 

−𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = −[𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) +  

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,     (23) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 . (24) 

Далее запишем выражения для определения 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧): 

Отметим, что так как в середине пролёта достигается максимальный угол поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, произ-
водная  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′
 равна 0. 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                        (12) 

В используемой расчётной схеме  усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� определится как 

 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
− 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2

.                               (13) 
Подставим (12) в (13) и получим 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                                (14) 

𝐶𝐶𝐶𝐶1 = 0. 
В итоге уравнение (3) примет вид 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� .                                                (15) 
 

Поперечная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) выразится как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′.                                                (16) 
 

Далее в уравнении (4) заменим ∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ на  −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑈𝑈𝑈𝑈)

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦
: 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                        (17) 

Система уравнений (3)-(4) принимает вид: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                 (18) 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                      (19) 

Подставив в уравнение (15)  в уравнение (17), можно получить однородное дифференциаль-
ное уравнение 4-го порядка относительно угла закручивания: 

 

[E𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − [𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ −
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

(𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)) − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 = 0.                                 (20) 

 
Обозначим производную угла поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ как 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), внутренний бимомент −𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ как 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧),  внутренний крутящий момент как 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧). 
В соответствии с принятыми обозначениями выразим из уравнения (20) 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′: 
 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′′,                                                                                (21) 
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 ,                                                                               (22) 

−𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = −[𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) +  

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,     (23) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 . (24) 

Далее запишем выражения для определения 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧): 

(20)

Обозначим производную угла поворота 𝑈𝑧 (𝑧)′ как 𝐷𝑧 (𝑧), внутренний бимомент −𝐸𝐼𝜔𝑈𝑧(𝑧)′′ как 
𝐵𝑧(𝑧), внутренний крутящий момент как 𝐻𝑧(𝑧).

В соответствии с принятыми обозначениями выразим из уравнения (20) 𝐻𝑧(𝑧)′:

Отметим, что так как в середине пролёта достигается максимальный угол поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, произ-
водная  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′
 равна 0. 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                        (12) 

В используемой расчётной схеме  усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� определится как 

 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
− 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2

.                               (13) 
Подставим (12) в (13) и получим 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                                (14) 

𝐶𝐶𝐶𝐶1 = 0. 
В итоге уравнение (3) примет вид 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� .                                                (15) 
 

Поперечная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) выразится как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′.                                                (16) 
 

Далее в уравнении (4) заменим ∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ на  −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑈𝑈𝑈𝑈)

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦
: 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                        (17) 

Система уравнений (3)-(4) принимает вид: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                 (18) 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                      (19) 

Подставив в уравнение (15)  в уравнение (17), можно получить однородное дифференциаль-
ное уравнение 4-го порядка относительно угла закручивания: 

 

[E𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − [𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ −
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

(𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)) − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 = 0.                                 (20) 

 
Обозначим производную угла поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ как 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), внутренний бимомент −𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ как 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧),  внутренний крутящий момент как 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧). 
В соответствии с принятыми обозначениями выразим из уравнения (20) 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′: 
 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′′,                                                                                (21) 
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 ,                                                                               (22) 

−𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = −[𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) +  

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,     (23) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 . (24) 

Далее запишем выражения для определения 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧): 

(21)

Отметим, что так как в середине пролёта достигается максимальный угол поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, произ-
водная  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′
 равна 0. 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                        (12) 

В используемой расчётной схеме  усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� определится как 

 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
− 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2

.                               (13) 
Подставим (12) в (13) и получим 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                                (14) 

𝐶𝐶𝐶𝐶1 = 0. 
В итоге уравнение (3) примет вид 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� .                                                (15) 
 

Поперечная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) выразится как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′.                                                (16) 
 

Далее в уравнении (4) заменим ∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ на  −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑈𝑈𝑈𝑈)

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦
: 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                        (17) 

Система уравнений (3)-(4) принимает вид: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                 (18) 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                      (19) 

Подставив в уравнение (15)  в уравнение (17), можно получить однородное дифференциаль-
ное уравнение 4-го порядка относительно угла закручивания: 

 

[E𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − [𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ −
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

(𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)) − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 = 0.                                 (20) 

 
Обозначим производную угла поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ как 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), внутренний бимомент −𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ как 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧),  внутренний крутящий момент как 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧). 
В соответствии с принятыми обозначениями выразим из уравнения (20) 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′: 
 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′′,                                                                                (21) 
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 ,                                                                               (22) 

−𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = −[𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) +  

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,     (23) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 . (24) 

Далее запишем выражения для определения 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧): 

(22)

Отметим, что так как в середине пролёта достигается максимальный угол поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, произ-
водная  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′
 равна 0. 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                        (12) 

В используемой расчётной схеме  усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� определится как 

 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
− 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2

.                               (13) 
Подставим (12) в (13) и получим 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                                (14) 

𝐶𝐶𝐶𝐶1 = 0. 
В итоге уравнение (3) примет вид 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� .                                                (15) 
 

Поперечная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) выразится как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′.                                                (16) 
 

Далее в уравнении (4) заменим ∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ на  −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑈𝑈𝑈𝑈)

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦
: 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                        (17) 

Система уравнений (3)-(4) принимает вид: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                 (18) 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                      (19) 

Подставив в уравнение (15)  в уравнение (17), можно получить однородное дифференциаль-
ное уравнение 4-го порядка относительно угла закручивания: 

 

[E𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − [𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ −
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

(𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)) − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 = 0.                                 (20) 

 
Обозначим производную угла поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ как 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), внутренний бимомент −𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ как 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧),  внутренний крутящий момент как 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧). 
В соответствии с принятыми обозначениями выразим из уравнения (20) 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′: 
 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′′,                                                                                (21) 
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 ,                                                                               (22) 

−𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = −[𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) +  

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,     (23) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 . (24) 

Далее запишем выражения для определения 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧): 

Отметим, что так как в середине пролёта достигается максимальный угол поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, произ-
водная  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′
 равна 0. 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                        (12) 

В используемой расчётной схеме  усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� определится как 

 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
− 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2

.                               (13) 
Подставим (12) в (13) и получим 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                                (14) 

𝐶𝐶𝐶𝐶1 = 0. 
В итоге уравнение (3) примет вид 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� .                                                (15) 
 

Поперечная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) выразится как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′.                                                (16) 
 

Далее в уравнении (4) заменим ∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ на  −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑈𝑈𝑈𝑈)

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦
: 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                        (17) 

Система уравнений (3)-(4) принимает вид: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                 (18) 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                      (19) 

Подставив в уравнение (15)  в уравнение (17), можно получить однородное дифференциаль-
ное уравнение 4-го порядка относительно угла закручивания: 

 

[E𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − [𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ −
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

(𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)) − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 = 0.                                 (20) 

 
Обозначим производную угла поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ как 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), внутренний бимомент −𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ как 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧),  внутренний крутящий момент как 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧). 
В соответствии с принятыми обозначениями выразим из уравнения (20) 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′: 
 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′′,                                                                                (21) 
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 ,                                                                               (22) 

−𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = −[𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) +  

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,     (23) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 . (24) 

Далее запишем выражения для определения 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧): 

(23)

Отметим, что так как в середине пролёта достигается максимальный угол поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, произ-
водная  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′
 равна 0. 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                        (12) 

В используемой расчётной схеме  усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� определится как 

 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
− 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2

.                               (13) 
Подставим (12) в (13) и получим 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                                (14) 

𝐶𝐶𝐶𝐶1 = 0. 
В итоге уравнение (3) примет вид 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� .                                                (15) 
 

Поперечная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) выразится как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′.                                                (16) 
 

Далее в уравнении (4) заменим ∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ на  −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑈𝑈𝑈𝑈)

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦
: 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                        (17) 

Система уравнений (3)-(4) принимает вид: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                 (18) 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                      (19) 

Подставив в уравнение (15)  в уравнение (17), можно получить однородное дифференциаль-
ное уравнение 4-го порядка относительно угла закручивания: 

 

[E𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − [𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ −
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

(𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)) − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 = 0.                                 (20) 

 
Обозначим производную угла поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ как 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), внутренний бимомент −𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ как 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧),  внутренний крутящий момент как 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧). 
В соответствии с принятыми обозначениями выразим из уравнения (20) 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′: 
 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′′,                                                                                (21) 
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 ,                                                                               (22) 

−𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = −[𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) +  

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,     (23) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 . (24) 

Далее запишем выражения для определения 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧): 

(24)

Далее запишем выражения для определения 𝐷𝑧(𝑧), 𝐵𝑧(𝑧), 𝐻𝑧(𝑧):
 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                            (25) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = (𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                 (26) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) =
−𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                        (27) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧.                                                                                           (28) 
 

Далее запишем выражения для прогиба стержня по оси Y: 
 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧 = −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                           (29) 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
,                                                                     (30) 

−𝑌𝑌𝑌𝑌′ = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧 −
(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)

4𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧3

6𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                               (31) 

𝑌𝑌𝑌𝑌 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧2

2𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
−

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
12𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧3 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧4

24𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
.                                                          (32) 

Тогда полная система уравнений для изгиба с кручением тонкостенного стержня (далее – си-
стема I)  запишется как: 

 
𝑌𝑌𝑌𝑌′′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑥𝑥𝑥𝑥
= 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧 = − (𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦𝐿𝐿𝐿𝐿+𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦𝑦𝑦)

2
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                  (27) 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
,                                                                             (28) 

−𝑌𝑌𝑌𝑌′ = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧 −
(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)

4𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧3

6𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                                                         (29) 

𝑌𝑌𝑌𝑌 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧2

2𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
−

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
12𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧3 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧4

24𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                                                    (30) 

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 2𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′,                                                                                          (31) 
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′,                                                                                           (16) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                                       (15) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                (32) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑋𝑋𝑋𝑋 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                      (33) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,                (22) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                 (23) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = (𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                        (24) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = −
𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                              (25) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧.                                                                                                                                   (26) 
 

Для решения системы I необходимо определить следующие начальные параметры: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) , 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0). 
Опорные узлы рассматриваемой балки имеют 4 вращательных степени свободы:  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0). Связь между усилиями и деформациями в опорном узле выразится следующим обра-
зом: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),                                                                                                 (27) 

(25)
 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                            (25) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = (𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                 (26) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) =
−𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                        (27) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧.                                                                                           (28) 
 

Далее запишем выражения для прогиба стержня по оси Y: 
 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧 = −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                           (29) 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
,                                                                     (30) 

−𝑌𝑌𝑌𝑌′ = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧 −
(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)

4𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧3

6𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                               (31) 

𝑌𝑌𝑌𝑌 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧2

2𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
−

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
12𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧3 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧4

24𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
.                                                          (32) 

Тогда полная система уравнений для изгиба с кручением тонкостенного стержня (далее – си-
стема I)  запишется как: 

 
𝑌𝑌𝑌𝑌′′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑥𝑥𝑥𝑥
= 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧 = − (𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦𝐿𝐿𝐿𝐿+𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦𝑦𝑦)

2
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                  (27) 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
,                                                                             (28) 

−𝑌𝑌𝑌𝑌′ = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧 −
(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)

4𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧3

6𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                                                         (29) 

𝑌𝑌𝑌𝑌 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧2

2𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
−

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
12𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧3 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧4

24𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                                                    (30) 

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 2𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′,                                                                                          (31) 
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′,                                                                                           (16) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                                       (15) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                (32) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑋𝑋𝑋𝑋 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                      (33) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,                (22) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                 (23) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = (𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                        (24) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = −
𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                              (25) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧.                                                                                                                                   (26) 
 

Для решения системы I необходимо определить следующие начальные параметры: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) , 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0). 
Опорные узлы рассматриваемой балки имеют 4 вращательных степени свободы:  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0). Связь между усилиями и деформациями в опорном узле выразится следующим обра-
зом: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),                                                                                                 (27) 

(26) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                            (25) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = (𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                 (26) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) =
−𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                        (27) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧.                                                                                           (28) 
 

Далее запишем выражения для прогиба стержня по оси Y: 
 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧 = −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                           (29) 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
,                                                                     (30) 

−𝑌𝑌𝑌𝑌′ = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧 −
(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)

4𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧3

6𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                               (31) 

𝑌𝑌𝑌𝑌 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧2

2𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
−

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
12𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧3 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧4

24𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
.                                                          (32) 

Тогда полная система уравнений для изгиба с кручением тонкостенного стержня (далее – си-
стема I)  запишется как: 

 
𝑌𝑌𝑌𝑌′′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑥𝑥𝑥𝑥
= 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧 = − (𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦𝐿𝐿𝐿𝐿+𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦𝑦𝑦)

2
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                  (27) 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
,                                                                             (28) 

−𝑌𝑌𝑌𝑌′ = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧 −
(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)

4𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧3

6𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                                                         (29) 

𝑌𝑌𝑌𝑌 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧2

2𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
−

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
12𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧3 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧4

24𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                                                    (30) 

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 2𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′,                                                                                          (31) 
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′,                                                                                           (16) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                                       (15) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                (32) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑋𝑋𝑋𝑋 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                      (33) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,                (22) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                 (23) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = (𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                        (24) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = −
𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                              (25) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧.                                                                                                                                   (26) 
 

Для решения системы I необходимо определить следующие начальные параметры: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) , 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0). 
Опорные узлы рассматриваемой балки имеют 4 вращательных степени свободы:  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0). Связь между усилиями и деформациями в опорном узле выразится следующим обра-
зом: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),                                                                                                 (27) 

(27)

 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                            (25) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = (𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                 (26) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) =
−𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                        (27) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧.                                                                                           (28) 
 

Далее запишем выражения для прогиба стержня по оси Y: 
 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧 = −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                           (29) 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
,                                                                     (30) 

−𝑌𝑌𝑌𝑌′ = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧 −
(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)

4𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧3

6𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                               (31) 

𝑌𝑌𝑌𝑌 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧2

2𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
−

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
12𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧3 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧4

24𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
.                                                          (32) 

Тогда полная система уравнений для изгиба с кручением тонкостенного стержня (далее – си-
стема I)  запишется как: 

 
𝑌𝑌𝑌𝑌′′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑥𝑥𝑥𝑥
= 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧 = − (𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦𝐿𝐿𝐿𝐿+𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦𝑦𝑦)

2
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                  (27) 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
,                                                                             (28) 

−𝑌𝑌𝑌𝑌′ = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧 −
(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)

4𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧3

6𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                                                         (29) 

𝑌𝑌𝑌𝑌 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧2

2𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
−

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
12𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧3 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧4

24𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                                                    (30) 

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 2𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′,                                                                                          (31) 
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′,                                                                                           (16) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                                       (15) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                (32) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑋𝑋𝑋𝑋 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                      (33) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,                (22) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                 (23) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = (𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                        (24) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = −
𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                              (25) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧.                                                                                                                                   (26) 
 

Для решения системы I необходимо определить следующие начальные параметры: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) , 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0). 
Опорные узлы рассматриваемой балки имеют 4 вращательных степени свободы:  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0). Связь между усилиями и деформациями в опорном узле выразится следующим обра-
зом: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),                                                                                                 (27) 

(28)

Далее запишем выражения для прогиба стержня по оси Y:

 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                            (25) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = (𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                 (26) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) =
−𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                        (27) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧.                                                                                           (28) 
 

Далее запишем выражения для прогиба стержня по оси Y: 
 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧 = −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                           (29) 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
,                                                                     (30) 

−𝑌𝑌𝑌𝑌′ = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧 −
(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)

4𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧3

6𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                               (31) 

𝑌𝑌𝑌𝑌 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧2

2𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
−

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
12𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧3 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧4

24𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
.                                                          (32) 

Тогда полная система уравнений для изгиба с кручением тонкостенного стержня (далее – си-
стема I)  запишется как: 

 
𝑌𝑌𝑌𝑌′′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑥𝑥𝑥𝑥
= 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧 = − (𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦𝐿𝐿𝐿𝐿+𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦𝑦𝑦)

2
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                  (27) 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
,                                                                             (28) 

−𝑌𝑌𝑌𝑌′ = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧 −
(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)

4𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧3

6𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                                                         (29) 

𝑌𝑌𝑌𝑌 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧2

2𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
−

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
12𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧3 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧4

24𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                                                    (30) 

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 2𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′,                                                                                          (31) 
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′,                                                                                           (16) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                                       (15) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                (32) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑋𝑋𝑋𝑋 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                      (33) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,                (22) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                 (23) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = (𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                        (24) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = −
𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                              (25) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧.                                                                                                                                   (26) 
 

Для решения системы I необходимо определить следующие начальные параметры: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) , 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0). 
Опорные узлы рассматриваемой балки имеют 4 вращательных степени свободы:  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0). Связь между усилиями и деформациями в опорном узле выразится следующим обра-
зом: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),                                                                                                 (27) 

(29)

 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                            (25) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = (𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                 (26) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) =
−𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                        (27) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧.                                                                                           (28) 
 

Далее запишем выражения для прогиба стержня по оси Y: 
 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧 = −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                           (29) 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
,                                                                     (30) 

−𝑌𝑌𝑌𝑌′ = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧 −
(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)

4𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧3

6𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                               (31) 

𝑌𝑌𝑌𝑌 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧2

2𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
−

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
12𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧3 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧4

24𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
.                                                          (32) 

Тогда полная система уравнений для изгиба с кручением тонкостенного стержня (далее – си-
стема I)  запишется как: 

 
𝑌𝑌𝑌𝑌′′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑥𝑥𝑥𝑥
= 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧 = − (𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦𝐿𝐿𝐿𝐿+𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦𝑦𝑦)

2
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                  (27) 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
,                                                                             (28) 

−𝑌𝑌𝑌𝑌′ = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧 −
(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)

4𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧3

6𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                                                         (29) 

𝑌𝑌𝑌𝑌 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧2

2𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
−

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
12𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧3 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧4

24𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                                                    (30) 

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 2𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′,                                                                                          (31) 
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′,                                                                                           (16) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                                       (15) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                (32) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑋𝑋𝑋𝑋 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                      (33) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,                (22) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                 (23) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = (𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                        (24) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = −
𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                              (25) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧.                                                                                                                                   (26) 
 

Для решения системы I необходимо определить следующие начальные параметры: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) , 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0). 
Опорные узлы рассматриваемой балки имеют 4 вращательных степени свободы:  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0). Связь между усилиями и деформациями в опорном узле выразится следующим обра-
зом: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),                                                                                                 (27) 

(30)
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PART IIICONSTRUCTION AND ARCHITECTURE

 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                            (25) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = (𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                 (26) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) =
−𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                        (27) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧.                                                                                           (28) 
 

Далее запишем выражения для прогиба стержня по оси Y: 
 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧 = −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                           (29) 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
,                                                                     (30) 

−𝑌𝑌𝑌𝑌′ = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧 −
(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)

4𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧3

6𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                               (31) 

𝑌𝑌𝑌𝑌 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧2

2𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
−

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
12𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧3 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧4

24𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
.                                                          (32) 

Тогда полная система уравнений для изгиба с кручением тонкостенного стержня (далее – си-
стема I)  запишется как: 

 
𝑌𝑌𝑌𝑌′′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑥𝑥𝑥𝑥
= 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧 = − (𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦𝐿𝐿𝐿𝐿+𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦𝑦𝑦)

2
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                  (27) 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
,                                                                             (28) 

−𝑌𝑌𝑌𝑌′ = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧 −
(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)

4𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧3

6𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                                                         (29) 

𝑌𝑌𝑌𝑌 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧2

2𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
−

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
12𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧3 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧4

24𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                                                    (30) 

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 2𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′,                                                                                          (31) 
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′,                                                                                           (16) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                                       (15) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                (32) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑋𝑋𝑋𝑋 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                      (33) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,                (22) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                 (23) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = (𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                        (24) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = −
𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                              (25) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧.                                                                                                                                   (26) 
 

Для решения системы I необходимо определить следующие начальные параметры: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) , 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0). 
Опорные узлы рассматриваемой балки имеют 4 вращательных степени свободы:  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0). Связь между усилиями и деформациями в опорном узле выразится следующим обра-
зом: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),                                                                                                 (27) 

(31)

 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                            (25) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = (𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                 (26) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) =
−𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                        (27) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧.                                                                                           (28) 
 

Далее запишем выражения для прогиба стержня по оси Y: 
 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧 = −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                           (29) 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
,                                                                     (30) 

−𝑌𝑌𝑌𝑌′ = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧 −
(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)

4𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧3

6𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                               (31) 

𝑌𝑌𝑌𝑌 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧2

2𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
−

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
12𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧3 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧4

24𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
.                                                          (32) 

Тогда полная система уравнений для изгиба с кручением тонкостенного стержня (далее – си-
стема I)  запишется как: 

 
𝑌𝑌𝑌𝑌′′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑥𝑥𝑥𝑥
= 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧 = − (𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦𝐿𝐿𝐿𝐿+𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦𝑦𝑦)

2
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                  (27) 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
,                                                                             (28) 

−𝑌𝑌𝑌𝑌′ = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧 −
(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)

4𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧3

6𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                                                         (29) 

𝑌𝑌𝑌𝑌 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧2

2𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
−

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
12𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧3 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧4

24𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                                                    (30) 

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 2𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′,                                                                                          (31) 
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′,                                                                                           (16) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                                       (15) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                (32) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑋𝑋𝑋𝑋 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                      (33) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,                (22) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                 (23) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = (𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                        (24) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = −
𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                              (25) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧.                                                                                                                                   (26) 
 

Для решения системы I необходимо определить следующие начальные параметры: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) , 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0). 
Опорные узлы рассматриваемой балки имеют 4 вращательных степени свободы:  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0). Связь между усилиями и деформациями в опорном узле выразится следующим обра-
зом: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),                                                                                                 (27) 

(32)

Тогда полная система уравнений для изгиба с кручением тонкостенного стержня (далее – си-
стема I) запишется как:

 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                            (25) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = (𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                 (26) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) =
−𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                        (27) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧.                                                                                           (28) 
 

Далее запишем выражения для прогиба стержня по оси Y: 
 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧 = −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                           (29) 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
,                                                                     (30) 

−𝑌𝑌𝑌𝑌′ = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧 −
(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)

4𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧3

6𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                               (31) 

𝑌𝑌𝑌𝑌 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧2

2𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
−

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
12𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧3 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧4

24𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
.                                                          (32) 

Тогда полная система уравнений для изгиба с кручением тонкостенного стержня (далее – си-
стема I)  запишется как: 

 
𝑌𝑌𝑌𝑌′′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑥𝑥𝑥𝑥
= 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧 = − (𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦𝐿𝐿𝐿𝐿+𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦𝑦𝑦)

2
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                  (27) 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
,                                                                             (28) 

−𝑌𝑌𝑌𝑌′ = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧 −
(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)

4𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧3

6𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                                                         (29) 

𝑌𝑌𝑌𝑌 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧2

2𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
−

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
12𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧3 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧4

24𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                                                    (30) 

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 2𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′,                                                                                          (31) 
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′,                                                                                           (16) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                                       (15) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                (32) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑋𝑋𝑋𝑋 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                      (33) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,                (22) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                 (23) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = (𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                        (24) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = −
𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                              (25) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧.                                                                                                                                   (26) 
 

Для решения системы I необходимо определить следующие начальные параметры: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) , 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0). 
Опорные узлы рассматриваемой балки имеют 4 вращательных степени свободы:  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0). Связь между усилиями и деформациями в опорном узле выразится следующим обра-
зом: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),                                                                                                 (27) 

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)
(16)
(15)

(32)

(33)

(22)

(23)
(24)
(25)

(26)

Для решения системы I необходимо определить следующие начальные параметры:
𝑀𝑥(0), 𝑈𝑥(0), 𝑀𝑦(0), 𝑈𝑦(0), 𝐷𝑧(0), 𝐵𝑧(0), 𝐻𝑧(0), 𝑈𝑧(0).
Опорные узлы рассматриваемой балки имеют 4 вращательных степени свободы: 𝑈𝑥(0), 𝑈𝑦(0), 

𝑈𝑧(0), 𝐷𝑧(0). Связь между усилиями и деформациями в опорном узле выразится следующим об-
разом:

 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                            (25) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = (𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                 (26) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) =
−𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                        (27) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧.                                                                                           (28) 
 

Далее запишем выражения для прогиба стержня по оси Y: 
 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧 = −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                           (29) 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
,                                                                     (30) 

−𝑌𝑌𝑌𝑌′ = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧 −
(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)

4𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧3

6𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                               (31) 

𝑌𝑌𝑌𝑌 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧2

2𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
−

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
12𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧3 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧4

24𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
.                                                          (32) 

Тогда полная система уравнений для изгиба с кручением тонкостенного стержня (далее – си-
стема I)  запишется как: 

 
𝑌𝑌𝑌𝑌′′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑥𝑥𝑥𝑥
= 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧 = − (𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦𝐿𝐿𝐿𝐿+𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦𝑦𝑦)

2
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                  (27) 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
,                                                                             (28) 

−𝑌𝑌𝑌𝑌′ = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧 −
(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)

4𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧3

6𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                                                         (29) 

𝑌𝑌𝑌𝑌 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧2

2𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
−

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
12𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧3 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧4

24𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                                                    (30) 

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 2𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′,                                                                                          (31) 
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′,                                                                                           (16) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                                       (15) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                (32) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑋𝑋𝑋𝑋 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                      (33) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,                (22) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                 (23) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = (𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                        (24) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = −
𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                              (25) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧.                                                                                                                                   (26) 
 

Для решения системы I необходимо определить следующие начальные параметры: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) , 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0). 
Опорные узлы рассматриваемой балки имеют 4 вращательных степени свободы:  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0). Связь между усилиями и деформациями в опорном узле выразится следующим обра-
зом: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),                                                                                                 (27) (27)

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),                                                                                                (28) 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) =
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈

,                                                                                       (29) 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                    (30) 
 
С учётом уравнений (27) - (30)   для решения системы необходимо определить четыре незави-

симых начальных параметра: 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0). 

Для однозначного определения начальных параметров необходимо 4 условия. Для 1 формы 
потери устойчивости по условиям симметрии запишем следующие условия: 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝐿𝐿𝐿𝐿) = 0,                                                                                                                         (32) 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝐿𝐿𝐿𝐿) = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝐿𝐿𝐿𝐿) =
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈

,                                                                                               (33) 

𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝐿𝐿𝐿𝐿) = −𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                             (34) 

Начальный угол 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) можно однозначно определить из условия (32): 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = −� 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

0
= −� �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 =

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

0
 

= −
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝐿𝐿𝐿𝐿

2
+

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = −
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝐿𝐿𝐿𝐿

2
+

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
, 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) �1 +
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿

2
� =

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
, 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) =
𝐿𝐿𝐿𝐿2

48
�2𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈� �1 +

𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿
2

�� .                                                                   (35) 

Таким образом, граничные условия  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0) определяются из условий (32), 
(33), (34), (35). 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ 

 
Решение системы I проводилось методом Эйлера в табличном процессоре MS Excel. В ходе 

расчёта была определена критическая сила потери устойчивости для серии прокатных балок, 
представленных в таблице. Расчёты проводились для балок пролётом 6,0 м с жёсткими опорными 
узлами. Также были проведены проверочные расчёты в ПК «ЛИРА-САПР». В расчёте 
определялась критическая сила для балок, нагруженных без эксцентриситета и начальных 
несовершенств (критическая сила по Эйлеру), т.е. такая сила, при которой возможен резкий 
переход балки из плоской формы изгиба в состояние изгиба с кручением. 

На рисунках 3, 4, 5, 6 показаны графики усилий и деформаций при изгибе с кручением для 
балки 10Б1 (строка 1 таблицы). Результаты приведены для усилия 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 0,55 т приложенного с 
эксцентриситетом 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 5 мм. Значения приведены для усилия меньшего, чем Ркр.=0,64 т, т.к. при 
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 > 0 и 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑃𝑃𝑃𝑃кр. перемещения и усилия стремятся к бесконечности.  

 
 
 

Таблица 
 Результаты расчёта 

Источник: составлено авторами. 
 

(28)

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),                                                                                                (28) 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) =
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈

,                                                                                       (29) 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                    (30) 
 
С учётом уравнений (27) - (30)   для решения системы необходимо определить четыре незави-

симых начальных параметра: 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0). 

Для однозначного определения начальных параметров необходимо 4 условия. Для 1 формы 
потери устойчивости по условиям симметрии запишем следующие условия: 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝐿𝐿𝐿𝐿) = 0,                                                                                                                         (32) 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝐿𝐿𝐿𝐿) = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝐿𝐿𝐿𝐿) =
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈

,                                                                                               (33) 

𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝐿𝐿𝐿𝐿) = −𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                             (34) 

Начальный угол 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) можно однозначно определить из условия (32): 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = −� 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

0
= −� �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 =

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

0
 

= −
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝐿𝐿𝐿𝐿

2
+

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = −
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝐿𝐿𝐿𝐿

2
+

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
, 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) �1 +
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿

2
� =

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
, 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) =
𝐿𝐿𝐿𝐿2

48
�2𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈� �1 +

𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿
2

�� .                                                                   (35) 

Таким образом, граничные условия  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0) определяются из условий (32), 
(33), (34), (35). 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ 

 
Решение системы I проводилось методом Эйлера в табличном процессоре MS Excel. В ходе 

расчёта была определена критическая сила потери устойчивости для серии прокатных балок, 
представленных в таблице. Расчёты проводились для балок пролётом 6,0 м с жёсткими опорными 
узлами. Также были проведены проверочные расчёты в ПК «ЛИРА-САПР». В расчёте 
определялась критическая сила для балок, нагруженных без эксцентриситета и начальных 
несовершенств (критическая сила по Эйлеру), т.е. такая сила, при которой возможен резкий 
переход балки из плоской формы изгиба в состояние изгиба с кручением. 

На рисунках 3, 4, 5, 6 показаны графики усилий и деформаций при изгибе с кручением для 
балки 10Б1 (строка 1 таблицы). Результаты приведены для усилия 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 0,55 т приложенного с 
эксцентриситетом 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 5 мм. Значения приведены для усилия меньшего, чем Ркр.=0,64 т, т.к. при 
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 > 0 и 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑃𝑃𝑃𝑃кр. перемещения и усилия стремятся к бесконечности.  

 
 
 

Таблица 
 Результаты расчёта 

Источник: составлено авторами. 
 

(29)𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),                                                                                                (28) 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) =
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈

,                                                                                       (29) 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                    (30) 
 
С учётом уравнений (27) - (30)   для решения системы необходимо определить четыре незави-

симых начальных параметра: 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0). 

Для однозначного определения начальных параметров необходимо 4 условия. Для 1 формы 
потери устойчивости по условиям симметрии запишем следующие условия: 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝐿𝐿𝐿𝐿) = 0,                                                                                                                         (32) 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝐿𝐿𝐿𝐿) = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝐿𝐿𝐿𝐿) =
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈

,                                                                                               (33) 

𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝐿𝐿𝐿𝐿) = −𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                             (34) 

Начальный угол 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) можно однозначно определить из условия (32): 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = −� 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

0
= −� �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 =

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

0
 

= −
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝐿𝐿𝐿𝐿

2
+

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = −
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝐿𝐿𝐿𝐿

2
+

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
, 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) �1 +
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿

2
� =

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
, 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) =
𝐿𝐿𝐿𝐿2

48
�2𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈� �1 +

𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿
2

�� .                                                                   (35) 

Таким образом, граничные условия  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0) определяются из условий (32), 
(33), (34), (35). 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ 

 
Решение системы I проводилось методом Эйлера в табличном процессоре MS Excel. В ходе 

расчёта была определена критическая сила потери устойчивости для серии прокатных балок, 
представленных в таблице. Расчёты проводились для балок пролётом 6,0 м с жёсткими опорными 
узлами. Также были проведены проверочные расчёты в ПК «ЛИРА-САПР». В расчёте 
определялась критическая сила для балок, нагруженных без эксцентриситета и начальных 
несовершенств (критическая сила по Эйлеру), т.е. такая сила, при которой возможен резкий 
переход балки из плоской формы изгиба в состояние изгиба с кручением. 

На рисунках 3, 4, 5, 6 показаны графики усилий и деформаций при изгибе с кручением для 
балки 10Б1 (строка 1 таблицы). Результаты приведены для усилия 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 0,55 т приложенного с 
эксцентриситетом 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 5 мм. Значения приведены для усилия меньшего, чем Ркр.=0,64 т, т.к. при 
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 > 0 и 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑃𝑃𝑃𝑃кр. перемещения и усилия стремятся к бесконечности.  

 
 
 

Таблица 
 Результаты расчёта 

Источник: составлено авторами. 
 

(30)

С учётом уравнений (27) - (30) для решения системы необходимо определить четыре незави-
симых начальных параметра:

𝑈𝑥(0), 𝑈𝑦(0), 𝐷𝑧(0), 𝐻𝑧(0).
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РАЗДЕЛ III СТРОИТЕЛЬСТВО И АРХИТЕКТУРА

Для однозначного определения начальных параметров необходимо 4 условия. Для 1 формы 
потери устойчивости по условиям симметрии запишем следующие условия:

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),                                                                                                (28) 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) =
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈

,                                                                                       (29) 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                    (30) 
 
С учётом уравнений (27) - (30)   для решения системы необходимо определить четыре незави-

симых начальных параметра: 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0). 

Для однозначного определения начальных параметров необходимо 4 условия. Для 1 формы 
потери устойчивости по условиям симметрии запишем следующие условия: 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝐿𝐿𝐿𝐿) = 0,                                                                                                                         (32) 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝐿𝐿𝐿𝐿) = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝐿𝐿𝐿𝐿) =
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈

,                                                                                               (33) 

𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝐿𝐿𝐿𝐿) = −𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                             (34) 

Начальный угол 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) можно однозначно определить из условия (32): 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = −� 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

0
= −� �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 =

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

0
 

= −
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝐿𝐿𝐿𝐿

2
+

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = −
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝐿𝐿𝐿𝐿

2
+

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
, 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) �1 +
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿

2
� =

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
, 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) =
𝐿𝐿𝐿𝐿2

48
�2𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈� �1 +

𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿
2

�� .                                                                   (35) 

Таким образом, граничные условия  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0) определяются из условий (32), 
(33), (34), (35). 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ 

 
Решение системы I проводилось методом Эйлера в табличном процессоре MS Excel. В ходе 

расчёта была определена критическая сила потери устойчивости для серии прокатных балок, 
представленных в таблице. Расчёты проводились для балок пролётом 6,0 м с жёсткими опорными 
узлами. Также были проведены проверочные расчёты в ПК «ЛИРА-САПР». В расчёте 
определялась критическая сила для балок, нагруженных без эксцентриситета и начальных 
несовершенств (критическая сила по Эйлеру), т.е. такая сила, при которой возможен резкий 
переход балки из плоской формы изгиба в состояние изгиба с кручением. 

На рисунках 3, 4, 5, 6 показаны графики усилий и деформаций при изгибе с кручением для 
балки 10Б1 (строка 1 таблицы). Результаты приведены для усилия 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 0,55 т приложенного с 
эксцентриситетом 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 5 мм. Значения приведены для усилия меньшего, чем Ркр.=0,64 т, т.к. при 
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 > 0 и 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑃𝑃𝑃𝑃кр. перемещения и усилия стремятся к бесконечности.  

 
 
 

Таблица 
 Результаты расчёта 

Источник: составлено авторами. 
 

(32)

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),                                                                                                (28) 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) =
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈

,                                                                                       (29) 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                    (30) 
 
С учётом уравнений (27) - (30)   для решения системы необходимо определить четыре незави-

симых начальных параметра: 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0). 

Для однозначного определения начальных параметров необходимо 4 условия. Для 1 формы 
потери устойчивости по условиям симметрии запишем следующие условия: 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝐿𝐿𝐿𝐿) = 0,                                                                                                                         (32) 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝐿𝐿𝐿𝐿) = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝐿𝐿𝐿𝐿) =
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈

,                                                                                               (33) 

𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝐿𝐿𝐿𝐿) = −𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                             (34) 

Начальный угол 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) можно однозначно определить из условия (32): 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = −� 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

0
= −� �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 =

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

0
 

= −
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝐿𝐿𝐿𝐿

2
+

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = −
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝐿𝐿𝐿𝐿

2
+

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
, 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) �1 +
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿

2
� =

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
, 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) =
𝐿𝐿𝐿𝐿2

48
�2𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈� �1 +

𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿
2

�� .                                                                   (35) 

Таким образом, граничные условия  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0) определяются из условий (32), 
(33), (34), (35). 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ 

 
Решение системы I проводилось методом Эйлера в табличном процессоре MS Excel. В ходе 

расчёта была определена критическая сила потери устойчивости для серии прокатных балок, 
представленных в таблице. Расчёты проводились для балок пролётом 6,0 м с жёсткими опорными 
узлами. Также были проведены проверочные расчёты в ПК «ЛИРА-САПР». В расчёте 
определялась критическая сила для балок, нагруженных без эксцентриситета и начальных 
несовершенств (критическая сила по Эйлеру), т.е. такая сила, при которой возможен резкий 
переход балки из плоской формы изгиба в состояние изгиба с кручением. 

На рисунках 3, 4, 5, 6 показаны графики усилий и деформаций при изгибе с кручением для 
балки 10Б1 (строка 1 таблицы). Результаты приведены для усилия 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 0,55 т приложенного с 
эксцентриситетом 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 5 мм. Значения приведены для усилия меньшего, чем Ркр.=0,64 т, т.к. при 
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 > 0 и 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑃𝑃𝑃𝑃кр. перемещения и усилия стремятся к бесконечности.  

 
 
 

Таблица 
 Результаты расчёта 

Источник: составлено авторами. 
 

(33)

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),                                                                                                (28) 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) =
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈

,                                                                                       (29) 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                    (30) 
 
С учётом уравнений (27) - (30)   для решения системы необходимо определить четыре незави-

симых начальных параметра: 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0). 

Для однозначного определения начальных параметров необходимо 4 условия. Для 1 формы 
потери устойчивости по условиям симметрии запишем следующие условия: 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝐿𝐿𝐿𝐿) = 0,                                                                                                                         (32) 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝐿𝐿𝐿𝐿) = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝐿𝐿𝐿𝐿) =
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈

,                                                                                               (33) 

𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝐿𝐿𝐿𝐿) = −𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                             (34) 

Начальный угол 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) можно однозначно определить из условия (32): 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = −� 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

0
= −� �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 =

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

0
 

= −
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝐿𝐿𝐿𝐿

2
+

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = −
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝐿𝐿𝐿𝐿

2
+

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
, 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) �1 +
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿

2
� =

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
, 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) =
𝐿𝐿𝐿𝐿2

48
�2𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈� �1 +

𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿
2

�� .                                                                   (35) 

Таким образом, граничные условия  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0) определяются из условий (32), 
(33), (34), (35). 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ 

 
Решение системы I проводилось методом Эйлера в табличном процессоре MS Excel. В ходе 

расчёта была определена критическая сила потери устойчивости для серии прокатных балок, 
представленных в таблице. Расчёты проводились для балок пролётом 6,0 м с жёсткими опорными 
узлами. Также были проведены проверочные расчёты в ПК «ЛИРА-САПР». В расчёте 
определялась критическая сила для балок, нагруженных без эксцентриситета и начальных 
несовершенств (критическая сила по Эйлеру), т.е. такая сила, при которой возможен резкий 
переход балки из плоской формы изгиба в состояние изгиба с кручением. 

На рисунках 3, 4, 5, 6 показаны графики усилий и деформаций при изгибе с кручением для 
балки 10Б1 (строка 1 таблицы). Результаты приведены для усилия 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 0,55 т приложенного с 
эксцентриситетом 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 5 мм. Значения приведены для усилия меньшего, чем Ркр.=0,64 т, т.к. при 
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 > 0 и 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑃𝑃𝑃𝑃кр. перемещения и усилия стремятся к бесконечности.  

 
 
 

Таблица 
 Результаты расчёта 

Источник: составлено авторами. 
 

(34)

Начальный угол 𝑈𝑥(0) можно однозначно определить из условия (32):

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),                                                                                                (28) 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) =
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈

,                                                                                       (29) 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                    (30) 
 
С учётом уравнений (27) - (30)   для решения системы необходимо определить четыре незави-

симых начальных параметра: 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0). 

Для однозначного определения начальных параметров необходимо 4 условия. Для 1 формы 
потери устойчивости по условиям симметрии запишем следующие условия: 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝐿𝐿𝐿𝐿) = 0,                                                                                                                         (32) 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝐿𝐿𝐿𝐿) = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝐿𝐿𝐿𝐿) =
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈

,                                                                                               (33) 

𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝐿𝐿𝐿𝐿) = −𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                             (34) 

Начальный угол 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) можно однозначно определить из условия (32): 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = −� 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

0
= −� �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 =

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

0
 

= −
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝐿𝐿𝐿𝐿

2
+

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = −
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝐿𝐿𝐿𝐿

2
+

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
, 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) �1 +
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿

2
� =

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
, 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) =
𝐿𝐿𝐿𝐿2

48
�2𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈� �1 +

𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿
2

�� .                                                                   (35) 

Таким образом, граничные условия  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0) определяются из условий (32), 
(33), (34), (35). 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ 

 
Решение системы I проводилось методом Эйлера в табличном процессоре MS Excel. В ходе 

расчёта была определена критическая сила потери устойчивости для серии прокатных балок, 
представленных в таблице. Расчёты проводились для балок пролётом 6,0 м с жёсткими опорными 
узлами. Также были проведены проверочные расчёты в ПК «ЛИРА-САПР». В расчёте 
определялась критическая сила для балок, нагруженных без эксцентриситета и начальных 
несовершенств (критическая сила по Эйлеру), т.е. такая сила, при которой возможен резкий 
переход балки из плоской формы изгиба в состояние изгиба с кручением. 

На рисунках 3, 4, 5, 6 показаны графики усилий и деформаций при изгибе с кручением для 
балки 10Б1 (строка 1 таблицы). Результаты приведены для усилия 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 0,55 т приложенного с 
эксцентриситетом 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 5 мм. Значения приведены для усилия меньшего, чем Ркр.=0,64 т, т.к. при 
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 > 0 и 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑃𝑃𝑃𝑃кр. перемещения и усилия стремятся к бесконечности.  

 
 
 

Таблица 
 Результаты расчёта 

Источник: составлено авторами. 
 

(35)

Таким образом, граничные условия 𝑈𝑥(0), 𝑈𝑦(0), 𝐷𝑧(0), 𝐻𝑧(0) определяются из условий (32), 
(33), (34), (35).

РЕЗУЛЬТАТЫ
Решение системы I проводилось методом Эйлера в табличном процессоре MS Excel. В ходе 

расчёта была определена критическая сила потери устойчивости для серии прокатных балок, 
представленных в таблице. Расчёты проводились для балок пролётом 6,0 м с жёсткими опорны-
ми узлами. Также были проведены проверочные расчёты в ПК «ЛИРА-САПР». В расчёте опре-
делялась критическая сила для балок, нагруженных без эксцентриситета и начальных несовер-
шенств (критическая сила по Эйлеру), т.е. такая сила, при которой возможен резкий переход 
балки из плоской формы изгиба в состояние изгиба с кручением.

На рисунках 3, 4, 5, 6 показаны графики усилий и деформаций при изгибе с кручением для 
балки 10Б1 (строка 1 таблицы). Результаты приведены для усилия 𝑃𝑦=0,55 т приложенного с экс-
центриситетом 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),                                                                                                (28) 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) =
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈

,                                                                                       (29) 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                    (30) 
 
С учётом уравнений (27) - (30)   для решения системы необходимо определить четыре незави-

симых начальных параметра: 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0). 

Для однозначного определения начальных параметров необходимо 4 условия. Для 1 формы 
потери устойчивости по условиям симметрии запишем следующие условия: 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝐿𝐿𝐿𝐿) = 0,                                                                                                                         (32) 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝐿𝐿𝐿𝐿) = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝐿𝐿𝐿𝐿) =
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈

,                                                                                               (33) 

𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝐿𝐿𝐿𝐿) = −𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                             (34) 

Начальный угол 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) можно однозначно определить из условия (32): 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = −� 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

0
= −� �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 =

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

0
 

= −
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝐿𝐿𝐿𝐿

2
+

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = −
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝐿𝐿𝐿𝐿

2
+

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
, 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) �1 +
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿

2
� =

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
, 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) =
𝐿𝐿𝐿𝐿2

48
�2𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈� �1 +

𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿
2

�� .                                                                   (35) 

Таким образом, граничные условия  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0) определяются из условий (32), 
(33), (34), (35). 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ 

 
Решение системы I проводилось методом Эйлера в табличном процессоре MS Excel. В ходе 

расчёта была определена критическая сила потери устойчивости для серии прокатных балок, 
представленных в таблице. Расчёты проводились для балок пролётом 6,0 м с жёсткими опорными 
узлами. Также были проведены проверочные расчёты в ПК «ЛИРА-САПР». В расчёте 
определялась критическая сила для балок, нагруженных без эксцентриситета и начальных 
несовершенств (критическая сила по Эйлеру), т.е. такая сила, при которой возможен резкий 
переход балки из плоской формы изгиба в состояние изгиба с кручением. 

На рисунках 3, 4, 5, 6 показаны графики усилий и деформаций при изгибе с кручением для 
балки 10Б1 (строка 1 таблицы). Результаты приведены для усилия 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 0,55 т приложенного с 
эксцентриситетом 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 5 мм. Значения приведены для усилия меньшего, чем Ркр.=0,64 т, т.к. при 
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 > 0 и 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑃𝑃𝑃𝑃кр. перемещения и усилия стремятся к бесконечности.  

 
 
 

Таблица 
 Результаты расчёта 

Источник: составлено авторами. 
 

. Значения приведены для усилия меньшего, чем Ркр.=0,64 т, т.к. при 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),                                                                                                (28) 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) =
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈

,                                                                                       (29) 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                    (30) 
 
С учётом уравнений (27) - (30)   для решения системы необходимо определить четыре незави-

симых начальных параметра: 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0). 

Для однозначного определения начальных параметров необходимо 4 условия. Для 1 формы 
потери устойчивости по условиям симметрии запишем следующие условия: 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝐿𝐿𝐿𝐿) = 0,                                                                                                                         (32) 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝐿𝐿𝐿𝐿) = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝐿𝐿𝐿𝐿) =
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈

,                                                                                               (33) 

𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝐿𝐿𝐿𝐿) = −𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                             (34) 

Начальный угол 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) можно однозначно определить из условия (32): 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = −� 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

0
= −� �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 =

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
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= −
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝐿𝐿𝐿𝐿

2
+

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = −
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝐿𝐿𝐿𝐿

2
+

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
, 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) �1 +
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿

2
� =

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
, 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) =
𝐿𝐿𝐿𝐿2

48
�2𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈� �1 +

𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿
2

�� .                                                                   (35) 

Таким образом, граничные условия  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0) определяются из условий (32), 
(33), (34), (35). 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ 

 
Решение системы I проводилось методом Эйлера в табличном процессоре MS Excel. В ходе 

расчёта была определена критическая сила потери устойчивости для серии прокатных балок, 
представленных в таблице. Расчёты проводились для балок пролётом 6,0 м с жёсткими опорными 
узлами. Также были проведены проверочные расчёты в ПК «ЛИРА-САПР». В расчёте 
определялась критическая сила для балок, нагруженных без эксцентриситета и начальных 
несовершенств (критическая сила по Эйлеру), т.е. такая сила, при которой возможен резкий 
переход балки из плоской формы изгиба в состояние изгиба с кручением. 

На рисунках 3, 4, 5, 6 показаны графики усилий и деформаций при изгибе с кручением для 
балки 10Б1 (строка 1 таблицы). Результаты приведены для усилия 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 0,55 т приложенного с 
эксцентриситетом 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 5 мм. Значения приведены для усилия меньшего, чем Ркр.=0,64 т, т.к. при 
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 > 0 и 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑃𝑃𝑃𝑃кр. перемещения и усилия стремятся к бесконечности.  

 
 
 

Таблица 
 Результаты расчёта 

Источник: составлено авторами. 
 

 и 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),                                                                                                (28) 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) =
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈

,                                                                                       (29) 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                    (30) 
 
С учётом уравнений (27) - (30)   для решения системы необходимо определить четыре незави-

симых начальных параметра: 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0). 

Для однозначного определения начальных параметров необходимо 4 условия. Для 1 формы 
потери устойчивости по условиям симметрии запишем следующие условия: 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝐿𝐿𝐿𝐿) = 0,                                                                                                                         (32) 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝐿𝐿𝐿𝐿) = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝐿𝐿𝐿𝐿) =
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈

,                                                                                               (33) 

𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝐿𝐿𝐿𝐿) = −𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                             (34) 

Начальный угол 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) можно однозначно определить из условия (32): 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = −� 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

0
= −� �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 =

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

0
 

= −
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝐿𝐿𝐿𝐿

2
+

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = −
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝐿𝐿𝐿𝐿

2
+

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
, 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) �1 +
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿

2
� =

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
, 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) =
𝐿𝐿𝐿𝐿2

48
�2𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈� �1 +

𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿
2

�� .                                                                   (35) 

Таким образом, граничные условия  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0) определяются из условий (32), 
(33), (34), (35). 
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расчёта была определена критическая сила потери устойчивости для серии прокатных балок, 
представленных в таблице. Расчёты проводились для балок пролётом 6,0 м с жёсткими опорными 
узлами. Также были проведены проверочные расчёты в ПК «ЛИРА-САПР». В расчёте 
определялась критическая сила для балок, нагруженных без эксцентриситета и начальных 
несовершенств (критическая сила по Эйлеру), т.е. такая сила, при которой возможен резкий 
переход балки из плоской формы изгиба в состояние изгиба с кручением. 

На рисунках 3, 4, 5, 6 показаны графики усилий и деформаций при изгибе с кручением для 
балки 10Б1 (строка 1 таблицы). Результаты приведены для усилия 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 0,55 т приложенного с 
эксцентриситетом 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 5 мм. Значения приведены для усилия меньшего, чем Ркр.=0,64 т, т.к. при 
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 > 0 и 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑃𝑃𝑃𝑃кр. перемещения и усилия стремятся к бесконечности.  

 
 
 

Таблица 
 Результаты расчёта 

Источник: составлено авторами. 
 

 перемещения и усилия стремятся к бесконечности. 

Таблица
 Результаты расчёта

Источник: составлено авторами.

Table
Calculation results

Source: compiled by the authors.

№ Сечение Ркр. ЛИРА, т Ркр. расчёт, т Погрешность расчёта ε, %

1 10Б1 0,63 0,64 -2.08

2 20Б2 5,25 5,72 -9.03

3 30Б2 13,77 14,56 -5.77

4 40Б2 57,68 59,97 -3.98

5 50Б2 68,98 76,90 -11.48
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Table 
Calculation results 

Source: compiled by the authors. 
 

№ Сечение Ркр. ЛИРА, т Ркр. расчёт, т Погрешность расчёта ε, 
% 

1 10Б1  0,63 0,64 -2.08 

2 20Б2 5,25 5,72 -9.03 

3 30Б2  13,77 14,56 -5.77 

4 40Б2  57,68 59,97 -3.98 

5 50Б2 68,98 76,90 -11.48 
 
 

 
 

Рисунок 3 – График функции внутреннего крутящего момента в сечении 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) 
Источник: составлено авторами. 

 
Figure 3 –Internal torque function for 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) section 

Source: compiled by the authors. 
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Рисунок 3 – График функции внутреннего крутящего момента в сечении 
Источник: составлено авторами.

Figure 3 –Internal torque function for section
Source: compiled by the authors.

 
 

Рисунок 4 – График функции бимомента 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) в сечении 
Источник: составлено авторами. 

 
Figure 4 – Graphical representation of 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) bimoment function 

Source: compiled by the authors. 

 
Рисунок 5 – График функции депланации сечения 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) 

Источник: составлено авторами. 
 

Figure 5 – Function of  𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) cross-section distortion 
Source: compiled by the authors. 
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Рисунок 4 – График функции бимомента в сечении
Источник: составлено авторами.

Figure 4 – Graphical representation of bimoment function
Source: compiled by the authors.
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Рисунок 4 – График функции бимомента 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) в сечении 
Источник: составлено авторами. 

 
Figure 4 – Graphical representation of 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) bimoment function 

Source: compiled by the authors. 

 
Рисунок 5 – График функции депланации сечения 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) 

Источник: составлено авторами. 
 

Figure 5 – Function of  𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) cross-section distortion 
Source: compiled by the authors. 
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Рисунок 5 – График функции депланации сечения 
Источник: составлено авторами.

Figure 5 – Function of cross-section distortion
Source: compiled by the authors.

 
 

Рисунок 6 – График функции угла закручивания сечения 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝑧𝑧𝑧𝑧) 
Источник: составлено авторами. 

 
Figure 6 – Function of  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝑧𝑧𝑧𝑧)section angular twist 

Source: compiled by the authors. 
ОБСУЖДЕНИЕ И ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 
В работе приведено решение системы дифференциальных уравнений устойчивости плоской 

формы изгиба В.З. Власова для тонкостенных стержней, учитывающее угловые жёсткости опорных 
узлов с возможностью варьирования жесткостей опор от нуля (шаровой/цилиндрический шарнир) 
до бесконечности (жесткое закрепление). 

Получено дифференциальное уравнение четвёртого порядка для угла поворота поперечного 
сечения тонкостенного стержня при изгибе с кручением, учитывающее жёсткость опорных узлов.  

Также получена система уравнений, описывающая деформации тонкостенного стержня при 
изгибе с кручением. 

Полученная система уравнений решена для частного случая (жесткие опоры) численно 
методом Эйлера в табличном процессоре MS Excel для представленной серии прокатных балок с 
вычислением критической силы в середине пролета – погрешность вычислений в Excel в 
сравнении с решениями в ЛИРА-САПР находятся в пределах точности и инженерных расчетов.  

Дальнейшие задачи исследования: 
- решение полученной системы уравнений более точными методами; 
- экспериментальная проверка адекватности полученной математической модели с разработкой 

и изготовлением испытательного стенда, образцов балок с подготовкой программы проведения 
работ. 
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Рисунок 6 – График функции угла закручивания сечения 
Источник: составлено авторами.

Figure 6 – Function of section angular twist
Source: compiled by the authors.
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ОБСУЖДЕНИЕ И ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе приведено решение системы 

дифференциальных уравнений устойчивости 
плоской формы изгиба В.З. Власова для тон-
костенных стержней, учитывающее угловые 
жёсткости опорных узлов с возможностью ва-
рьирования жесткостей опор от нуля (шаро-
вой/цилиндрический шарнир) до бесконечно-
сти (жесткое закрепление).

Получено дифференциальное уравнение 
четвёртого порядка для угла поворота попе-
речного сечения тонкостенного стержня при 
изгибе с кручением, учитывающее жёсткость 
опорных узлов. 

Также получена система уравнений, описы-
вающая деформации тонкостенного стержня 
при изгибе с кручением.

Полученная система уравнений решена 
для частного случая (жесткие опоры) числен-
но методом Эйлера в табличном процессоре 
MS Excel для представленной серии прокат-
ных балок с вычислением критической силы в 
середине пролета – погрешность вычислений 
в Excel в сравнении с решениями в ЛИРА-СА-
ПР находятся в пределах точности и инженер-
ных расчетов. 

Дальнейшие задачи исследования:
- решение полученной системы уравнений 

более точными методами;
- экспериментальная проверка адекват-

ности полученной математической модели с 
разработкой и изготовлением испытательно-
го стенда, образцов балок с подготовкой про-
граммы проведения работ.
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Для публикации принимаются рукописи по направлениям: Транспорт. Транспортные и технологические 

машины; Строительство. Строительные материалы и изделия; Редакция принимает к рассмотрению ори-
гинальные научные статьи объемом 8–10 стр. машинописного текста через 1 интервал, 5–8 рисунков 
и (или) таблиц, 20–40 ссылок; обзорные статьи – (критическое обобщение какой-то исследовательской 
темы) – от 10 и более страниц, от 5 и более рисунков, до 80 ссылок.

Статья должна быть неопубликованной ранее в других изданиях, написана в контексте современной 
литературы, обладать новизной и соответствовать профилю журнала. Автор отвечает за достоверность 
сведений, точность цитирования и ссылок на официальные документы и другие источники. Редакция при-
нимает на себя обязательство ограничить круг лиц, имеющих доступ к присланной в редакцию рукописи, со-
трудниками редакции, членами редколлегии, а также рецензентами данной работы. В случае обнаружения 
одновременной подачи рукописи в несколько изданий статья будет ретрагирована (отозвана из печати).

Следует уделить особенное внимание качеству перевода. Недопустимо при переводе пользоваться ма-
шинами-переводчиками. Перевод должен быть выполнен профессиональными переводчиками, а лучше 
– носителем английского языка. Необходимо учесть, что законодательство охраняет права переводчиков 
авторским правом наравне с правами авторов оригинальных произведений. Перевод текста – творческий 
процесс, производный объект авторского права, т.е. переводчик – соавтор нового произведения. 

1 УДК. На первой странице, слева в верхнем углу без отступа, указываются индекс по универсальной 
десятичной классификации (УДК) (размер шрифта 10 пт).

2.	 Заглавие статьи. Заголовок (максимально 10-12 слов) должен быть информативным, лаконичным, 
соответствовать научному стилю текста, содержать основные ключевые слова, характеризующие тему 
(предмет) исследования и содержание работы. Приводится на русском и английском языках, по центру по-
лужирным шрифтом размером 12 пт. прописными буквами.

3. Фамилии авторов. Количество авторов не должно превышать четырех. Для англоязычных метадан-
ных важно соблюдать вариант написания сведений об авторе в последовательности: полное имя, инициал 
отчества, фамилия (Anna V. Ivanova). При латинизации фамилии можно воспользоваться системой 1 BSI 
– Британский Институт Стандартов (British Standards Institution) транслитерации на сайте https://translit.ru, 
при этом необходимо выбрать вариант стандарта, например, BSI. Перечень авторов располагается после 
заголовка статьи обычным шрифтом (размер шрифта 12 пт.).

4. Аннотация. Аннотация включает характеристику основной темы, проблемы объекта, цели исследова-
ния, основные методы, результаты исследования и главные выводы. В аннотации необходимо указать, что 
нового несет в себе научная статья в сравнении с другими, родственными по тематике и целевому назна-
чению, объем от 200 до 250 слов. Структура аннотации представлена на сайте журнала vestnik.sibadi.org. 

Приводится на русском и английском языках. Начинается словом «Аннотация» с прописной буквы (шрифт 
полужирный, курсив, 10 пт); точка; затем с прописной буквы текст (курсив, 10 пт). 

5. Ключевые слова служат ориентиром для читателя и используются для поиска статей в электронных 
базах, поэтому должны отражать дисциплину (область науки, в рамках которой написана статья), тему, цель 
и объект исследования.

Рекомендуемое количество ключевых слов − 10–12, количество слов внутри ключевой фразы − не более 
трех. 

Размещаются после аннотации, на русском и английском языках.
6. Благодарности. Раздел включен в требования всеми крупными издательствами. В этом разделе сле-

дует упомянуть людей, помогавших автору подготовить настоящую статью, организации, оказавшие финан-
совую поддержку. Хорошим тоном считается выражение благодарности анонимным рецензентам.

7. Основные положения. Отражают ключевые результаты исследования, основное содержание статьи, 
изложенные тезисно и оформленные в виде 3–5 пунктов маркированного списка.

8. Основной текст статьи излагается на русском или английском языках, в электронном и бумажном 
виде (шрифт «Arial» (10 пт), отступ первой строки 0,6 см, межстрочный интервал одинарный), в следующей 
последовательности: 

Введение (1−4 стр.) В этом разделе описываются общая тема исследования, цели и задачи планируемой 
работы, теоретическая и практическая значимость, приводятся наиболее известные и авторитетные публи-
кации по изучаемой теме, обозначаются нерешенные проблемы. Данный раздел должен содержать обосно-
вание необходимости и актуальности исследования. Информация во Введении должна быть организована 
по принципу «от общего к частному».

Подразделы введения представлены на сайте журнала vestnik.sibadi.org.
Методы и материалы (от 2 стр. и более) В этом разделе в деталях описываются методы, которые исполь-

зовались для получения результатов. Обычно сначала дается общая схема экспериментов/исследования, 
затем они представляются настолько подробно и с таким количеством деталей, чтобы любой компетентный 
специалист мог воспроизвести их, пользуясь лишь текстом статьи. Более подробно содержание раздела 
представлено на сайте журнала vestnik.sibadi.org.
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Результаты. В этом разделе представлены экспериментальные или теоретические данные, полученные 
в ходе исследования. Результаты даются в обработанном варианте: в виде таблиц, графиков, организаци-
онных или структурных диаграмм, уравнений, фотографий, рисунков. В этом разделе приводятся только 
факты. Если было получено много похожих зависимостей, представляемых в виде графиков, то приведите 
только один типичный график, а данные об имеющихся количественных отличиях между ними, представьте 
в таблице.

Способы представления результатов представлена на сайте журнала vestnik.sibadi.org.
Обсуждение и заключение. Раздел содержит интерпретацию полученных результатов исследования, 

предположения о полученных фактах, сравнение полученных собственных результатов с результатами дру-
гих авторов. Более подробно содержание раздела представлено на сайте журнала vestnik.sibadi.org.
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Рукописи статей, подготовленные в соответствии с правилами оформления научно-исследовательской 

публикации и принятыми редакцией журнала международными стандартами, в электронном (через офици-
альный сайт журнала) и бумажном виде предоставляются в редакцию журнала в комплекте: 

– с экспертным заключением о возможности опубликования в открытой печати; 
– согласие на обработку персональных данных в научном периодическом издании; 
При регистрации присваивается дата поступления и регистрационный номер статьи. Статьи регистриру-

ются через электронную редакцию. Регистрация осуществляется бесплатно.
Первичная экспертиза на соответствие требованиям и профилю журнала (модерация). Зареги-

стрированные рукописи статей проходят первичную экспертизу на соответствие требованиям и профилю 
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