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АННОТАЦИЯ
Введение. Уменьшение колебаний груза, перемещаемого грузоподъемными кранами с гибким 
канатным подвесом груза, является актуальной задачей, поскольку позволяет существенно 
уменьшить время, затрачиваемое на выполнение рабочей операции перемещения груза. Пер-
спективным направлением уменьшения колебаний груза, позволяющим обойтись без усложне-
ния конструкции грузоподъемного крана, является оптимизация траектории перемещения 
верхней точки подвеса груза.
Материалы и методы. В статье рассматривается способ имитационного математиче-
ского моделирования плоских колебаний груза, перемещаемого грузоподъемным краном с го-
ризонтально перемещающейся точкой подвеса, при помощи программных средств системы 
MATLAB. Для моделирования использована функция системы MATLAB ode45, предназначенная 
для численного решения систем нестационарных дифференциальных уравнений произволь-
ного порядка. Приводится дифференциальное уравнение второго порядка, используемое для 
описания колебаний перемещаемого груза, и его реализация в виде программного кода. Дают-
ся элементы программного кода для анализа и визуализации результатов моделирования.
Результаты. В качестве примера в статье приведен ряд графиков изменения с течением 
времени угла наклона грузового каната, ускорения точки подвеса, значения целевой функции 
при синусоидальном характере ускорения точки подвеса. Целевая функция представляет со-
бой сумму абсолютных значений угла отклонения каната и его первой производной в конечный 
момент времени движения точки подвеса с ускорением.
Обсуждение и заключение. Показано, что при симметричном характере разгона и торможе-
ния точки подвеса система с диссипацией энергии не достигает нулевого значения целевой 
функции. Необходимо придать асимметричность периодам разгона и торможения точки под-
веса, для того чтобы полностью погасить остаточные колебания груза. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: груз, колебания, маятник, канат, грузоподъемный кран, гашение коле-
баний, точка подвеса.
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ABSTRACT
Introduction. Reducing fluctuations in the load transported by hoisting cranes with a flexible rope 
suspension of the load is an urgent task since it can significantly reduce the time taken to complete 
the operation of moving the load. A promising direction for reducing load fluctuations is to optimize the 
trajectory of movement of the load suspension upper point.
Materials and methods. The paper discussed the method of mathematical simulation of plane 
vibrations of a load moved by a crane with a horizontally moving suspension point, using the software 
of the MATLAB system. For modeling, the authors used the function of the MATLAB ode45 system, 
intended for the numerical solution of systems of non-stationary differential equations of arbitrary order. 
The second-order differential equation used to describe the fluctuations of the transported load and its 
implementation in the form of program code was presented. Moreover, the authors demonstrated the 
elements of program code for the analysis and visualization of simulation results.
Results. The authors obtained and presented the series of graphs in the inclination angle’s changing 
of the cargo rope, the acceleration of the suspension point and the value of the objective function with 
the sinusoidal nature of the acceleration. The objective function was the sum of the absolute values of 
the deflection angle of the rope and the first derivative at the final moment of the suspension point’s 
movement with acceleration.
Discussion and conclusions. As a result, the paper shows that the system with energy dissipation 
does not reach the zero value of the objective function even by a symmetrical nature of acceleration and 
deceleration of the suspension point. Therefore, it is necessary to give asymmetry to the acceleration 
and deceleration periods of the suspension point in order to completely absorb the residual fluctuations 
of the load.

KEYWORDS: load, vibrations, pendulum, rope, crane, damping, suspension point.
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ВВЕДЕНИЕ
Грузоподъемные краны (ГК) – основное 

средство механизации погрузочно-разгрузоч-
ных работ в строительстве [1], в черной и цвет-
ной металлургии [2], в портах и логистических 
центрах [3], на железнодорожном транспорте. 
Их основной задачей является захват груза 
с помощью грузозахватного устройства, его 
подъем, перемещение на заданное расстоя-
ние и опускание в целевую точку [4].

Как механическая динамическая система, 
состоящая из отдельных звеньев, ГК может 
быть описан с помощью дифференциальных 
уравнений (ДУ) [5]. Одна из основных и до кон-
ца не решенных в настоящее время проблем, 
связанных с использованием ГК с нежестким 
подвесом груза, – неуправляемые колебания 
последнего в горизонтальном и вертикальном 
направлениях [6, 7]. Горизонтальные колеба-
ния груза на порядок превышают вертикаль-
ные и возникают при любом перемещении 
верхней точки подвеса груза в горизонтальной 
плоскости [8].

Улучшить работу, эффективность и безо-
пасность ГК возможно при активном подавле-
нии горизонтальных колебаний груза вместе с 
грузозахватным приспособлением [9]. Это по-
зволяет существенно сократить время рабоче-
го цикла ГК [10].

Нелинейность и сложная динамика ус-
ложняют перемещение грузозахватного при-
способления с грузом в определенную точку 
пространства, поэтому хорошо продуманный 
подавляющий колебания процесс управления 
ГК позволяет выйти на режим и поддерживать 
в нем малый диапазон раскачивания груза 
либо полностью подавить неуправляемые ко-
лебания. Таким способом будет повышена эф-
фективность работы ГК при одновременном 
снижении энергопотребления в приводах [11].

В реальной работе грузозахватное при-
способление ГК имеет большой ход, поэтому 
процесс управления в основном включает три 
этапа: этап ускорения и устранения раскачи-
ваний груза, этап равномерного движения и 
этап замедления и устранения раскачиваний 
груза. Среди них стадия ускорения и устра-
нения раскачиваний груза является наиболее 
сложной частью управления грузозахватным 
приспособлением ГК. Существует ряд распро-
страненных методов контроля положения гру-
зозахватного приспособления и груза ГК [12], 
основные из них заключаются в рациональном 
планировании траектории движения, чтобы 
перемещения рабочего оборудования ГК мог-
ли подавлять раскачивание груза [13]. Разноо-

бразны и методы измерения величин, необхо-
димых для работы системы управления. Так, 
в статье [14] для измерения угла наклона гру-
зового каната с грузом в процессе управления 
предлагается использовать звуковые сигналы.

Проблема возникновения неуправляемых 
колебаний характерна для всех видов ГК с ка-
натным подвесом груза, в том числе для мо-
стовых ГК [15] и для башенных ГК [16]. Для ее 
решения, помимо традиционных подходов, та-
ких как использование ПИД-регуляторов [17], 
применяются самые разные подходы, в част-
ности и достаточно нестандартные: нечеткие 
системы управления [18], эволюционные алго-
ритмы [19] и т.д.

Большинство методов контроля положе-
ния грузозахватного приспособления и груза 
ГК для проверки их работоспособности и эф-
фективности могут использовать различные 
математические модели объекта, включая 
имитационные [20]. Однако при всех своих пре-
имуществах имитационные математические 
модели сравнительно сложны и ресурсоемки.

В настоящей работе представлена менее 
ресурсоемкая математическая модель, ос-
нованная на непосредственном решении си-
стемы ДУ, описывающих динамику больших 
угловых колебаний груза ГК в отдельной пло-
скости. Пространственные колебания груза 
при углах отклонения каната от гравитацион-
ной вертикали менее 5° могут быть с доста-
точной точностью описаны как суперпозиция 
плоских колебаний [7, 20].

Для разработки данной математической 
модели необходимо выбрать вид ДУ, описы-
вающего исследуемые движения динамиче-
ской системы ГК с достаточной степенью де-
тализации, представить данное ДУ в форме 
Коши, допускающее его решение численными 
методами, составить программный код для 
решения и произвести его отладку. Для под-
тверждения работоспособности математиче-
ской модели необходимо представить приме-
ры результатов ее использования.

Важность проведенного исследования об-
условлена тем, что математические модели, 
в том числе представленная в данной статье, 
могут быть использованы для описания пове-
дения объекта, т.е. ГК, при любом из описан-
ных выше подходов к решению задачи пода-
вления неуправляемых колебаний груза.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Рассмотрена маятниковая колебательная 

система в виде груза массой m, подвешенно-
го на нерастяжимой нити постоянной длины L. 
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Верхняя точка подвеса маятника подвижна, 
ее ускорение в горизонтальном направлении 
вдоль оси x обозначено x . Учтена диссипация 
энергии угловых колебаний, описанная приве-
денным к угловой координате маятника q коэф-
фициентом диссипации энергии B, Н∙м∙с/рад.

Для случая больших углов отклонений гру-
зового каната от гравитационной вертикали 
ДУ второго порядка, описывающего динамику 
системы, имеет вид [7, 20]:

2 sin( ) cos( ) 0b g xq q q q
m L L

+ + + =


  .
 (1)

Здесь и далее точками над символами обо-
значены производные параметров по време-
ни. Система ДУ (1) с достаточной степенью 
детализации показывает колебания груза, 
перемещаемого ГК, в отдельной плоскости 
пространства [7, 20]. При принятии допуще-
ния о постоянстве длины грузового каната при 
горизонтальных перемещениях груза рассма-
тривался основной, занимающий наиболь-
шее время этап перемещения груза после его 
подъема. Использование ДУ (1) предполагает 
допущение о том, что влияние массы груза на 
ускорение точки подвеса пренебрежимо мало 
(система ГК мало нагружена).

Для решения ДУ (1) численными методами 
необходимо представить его в форме Коши 
[5]. Введем новую переменную ω для произ-
водной угла первого порядка, тогда ДУ (1) при-
мет вид системы из двух ДУ первого порядка:

;
2 sin( ) cos( ).

q
b g xq q

m L L

= ω


ω = − ω− −




  (2)

Для численного решения системы ДУ (2) 
использовалась функции ode45 языка про-
граммирования системы MATLAB. Формат вы-
зова процедуры решателя при помощи данной 
функции в системе MATLAB имел вид

[T,Y]=ode45 (fun,[0,Tkon],[0 0]),

где [0,Tkon] – вектор из двух значений началь-
ного и конечного времени моделирования; [0 
0] – вектор из двух нулевых начальных значе-
ний переменных ω и q в начальный (нулевой) 
момент времени; fun – название (в данном 
случае т.н. «маска») функции, где вычисля-
ются правые части системы ДУ (2); T – вектор 
значений времени для массива решений Y 
(значений переменных ω и q в данном случае).

Файл-функция с названием func1, описы-
вающая правые части системы ДУ в форме 
Коши, имела вид

function dy = func1(t,y,B,L,A,k) % Название
dy = zeros(2,1);
g=9.81; % Ускорение свободного падения
dy(1)=-B*y(1)-g*sin(y(2)/L-A*sin(k*t)*cos(y(2))/L); 
% Правые части системы ДУ
dy(2) = y(1);
end

В ней в качестве примера, демонстриру-
ющего работоспособность математической 
модели, воздействие со стороны привода ГК, 
т.е. ускорение подвеса в горизонтальном на-
правлении вдоль оси x задавалось в виде си-
нусоиды

( )sinx A k t⋅ ⋅= , (3)

где A – амплитуда ускорения точки подвеса; 
k – коэффициент задания периода колебаний 
ускорения точки подвеса.

В данной функции, помимо времени t и век-
тора y из двух переменных ДУ ω и q, в каче-
стве входных параметров выступает коэффи-
циент диссипации энергии B, длина грузового 
каната L, амплитуда ускорения точки подвеса 
A и коэффициент задания периода колебаний 
ускорения точки подвеса k.

Функция func1 вычисления правых частей 
системы ДУ имеет 6 входных параметров, из 
которых один векторный, остальные скаляр-
ные, в то время как функция численного ре-
шения системы ДУ языка программирования 
MATLAB предусматривает только два входных 
параметра вызываемой функции вычисления 
правых частей системы ДУ: время и вектор 
переменных систем ДУ. Напрямую использо-
вать функцию func1 в строке вызова решателя 
ode45 невозможно. 

Для обхода этого ограничения был исполь-
зован аппарат анонимных функций.

В строке основной программы, предше-
ствующей вызову решателя ode45, описыва-
лась анонимная функция fun аргументов t и y, 
которая «маскирует» функцию 6 аргументов 
func1, приведенную выше:

fun = @(t,y) func1(t,y,B,L,A,k).

При вызове в строке с ode45 функции fun 
требования решателя ode45 выполняются.

РЕЗУЛЬТАТЫ
Для исследования влияния времени движе-

ния системы точки подвеса с грузом с ускоре-
нием коэффициент задания периода колеба-
ний ускорения точки подвеса k варьировался 
от 0.1 до 0.2 с шагом 0.0001 в цикле:
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for k = 0.1:0.0001:0.2
Tkon = (2*pi)/k;
……………….
end

Конечное время моделирования задава-
лось по зависимости 

2
konT

k
π

= ,

которая при использовании синусоиды (3) в 
качестве функции ускорения подвеса обеспе-
чивает нулевое значение ускорения (выход на 
установившийся режим движения либо пол-
ную остановку) грузовой тележки ГК в конеч-
ный момент рассматриваемого процесса.

Прочие параметры модели принимали зна-
чения: b = 0.5; m = 100; L = 10; A = 0.1.

Минимизируемая функция F вычислялась 
по зависимости

( ) ( )kon konTF q q T+=  .
 

(4)

Соответствующие строки программного 
кода для вычисления функции (4) имели вид

Nkon = length(Y(:,1));

CF(i) = abs(Y(nkon,1)) + abs(Y(nkon,2)).

На рисунке 1 а, в приведены временные 
зависимости угла q наклона грузового каната 
ГК и его первой производной (а) и функции F 
(в) при k = 0.1. На рисунке 1, б, г приведены 
аналогичные зависимости при оптимальном 
значении k = 0.1419.

Было установлено, что даже при оптималь-
ном значении k = 0.1419 симметричная форма 
функции (3) ускорения точки подвеса груза на ГК 
не позволяет полностью устранить остаточные 
колебания грузового каната и груза после окон-
чания периода ускорения (см. рисунок 1, б, г).

Поэтому была исследована также несимме-
тричная форма функции ускорения точки под-
веса при прочих равных условиях (рисунок 2, е):

( )1(1 s n) iA kk tx t⋅ ⋅ ⋅= ⋅− , (5)

где k1 – коэффициент приращения (уменьше-
ния) ускорения. При k1 = 0 функция (5) стано-
вится тождественна симметричной функции (3).

В результате было установлено, что при 
оптимальном значении k1 = 0.0045 значение 
целевой функции может быть снижено до нуля 
при k = 0.1418 (рисунок 2, д).

Рисунок 1 – Временные зависимости угла q наклона грузового каната ГК и его первой производной
(а, б), а также целевой минимизируемой функции F (в, г) (пример)

Figure 1 – Time dependences of the q tilt angle of the cargo rope of the main cargo ship and its first derivative (a, b), as well as
the target minimized function F (c, d) (example)

Минимизируемая функция F вычислялась по зависимости

( ) ( )kon konTF q q T+=  . (4)

Соответствующие строки программного кода для вычисления функции (4) имели вид

Nkon = length(Y(:,1));
CF(i) = abs(Y(nkon,1)) + abs(Y(nkon,2)).

На рисунке 1 а, в приведены временные зависимости угла q наклона грузового каната ГК и его 
первой производной (а) и функции F (в) при k = 0.1. На рисунке 1, б, г приведены аналогичные 
зависимости при оптимальном значении k = 0.1419.

Было установлено, что даже при оптимальном значении k = 0.1419 симметричная форма 
функции (3) ускорения точки подвеса груза на ГК не позволяет полностью устранить остаточные 
колебания грузового каната и груза после окончания периода ускорения (см. рисунок 1, б, г).

Поэтому была исследована также несимметричная форма функции ускорения точки подвеса
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Рисунок 2 – Функциональные зависимости целевой функции F и временные зависимости ускорения точки подвеса x , 
угла отклонения каната q и перемещения точки подвеса x: а – F(k) при k1=0; б – ( )x t при k1 = 0 и k = 0.1419; в – q
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Figure 2 – Functional dependences of the F objective function and time dependences of the suspension point’s 
acceleration, the angle of the q rope deflection and the movement of the x suspension point: a – F(k) at k1 = 0; 

b – ( )x t for k1 = 0 and k = 0.1419; c – q for k1 = 0 and k = 0.1419; d – x(t) for k1 = 0 and k = 0.1419; e – F(k) at k1 =
0.0045; f – ( )x t at k1 = 0.0045 and k = 0.1418;

 g – q (t) at k1 = 0.0045 and k = 0.1418; h – x(t) at k1 = 0.0045 and k = 0.1418

ОБСУЖДЕНИЕ И ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Разработан способ математического мо-

делирования колебаний груза ГК мостового 
типа, у которого точка подвеса совершает пе-
ремещения с ускорением в горизонтальном 
направлении при помощи встроенных функ-
ций языка программирования математической 
системы MATLAB.

Элементы программного кода могут быть 
использованы для моделирования колебаний 
грузового каната с грузом при рабочих переме-
щениях ГК различных типов.

В качестве примера, демонстрирующего 
работоспособность созданной математиче-
ской модели, приведены данные результатов 
моделирования при движении точки подвеса 
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груза с ускорением, изменяющимся по сину-
соиде, а также по синусоиде с равномерным 
убыванием амплитуды.

Показано, что при отсутствии убывания ам-
плитуды у синусоиды ускорения точки подве-
са, т.е. при симметричном характере разгона 
и последующего торможения, не достигается 
полное устранение остаточных колебаний в ко-
нечный момент времени процесса. Хотя вели-
чина угловой скорости остаточных колебаний 
грузового каната ГК и составляет незначитель-
ную величину 3-го порядка малости в самом 
благоприятном расчетном случае (порядка 10–3 
рад/с).

Наиболее подходящий расчетный случай 
при симметричном характере разгона и после-
дующего торможения точки подвеса по синусо-
иде достигается при симметричном характере 
скорости изменения угла наклона грузового ка-
ната (см. рисунок 1, б).

В то же время изменение характера уско-
рения точки подвеса с симметричного на не-
симметричный (введение убывания амплитуды 
синусоиды ускорения точки подвеса) позволяет 
полностью устранить остаточные колебания 
грузового каната ГК после окончания цикла 
разгона с торможением.

Разработанная математическая модель с 
использованием элементов программирования 
языка MATLAB может быть при необходимости 
легко модифицирована и использована для ис-
следования колебаний динамической системы 
ГК с подвижной точкой подвеса груза при лю-
бых других видах воздействий со стороны при-
вода. Перспективная область использования 
разработанной модели – исследование и раз-
работка методов уменьшения неуправляемых 
колебаний груза, перемещаемого ГК с нежест-
ким грузовым канатом.
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