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АННОТАЦИЯ
Введение. Подтопление подземными водами остаётся одной из проблем городского строи-
тельства. Оно связано с движением подземных вод под зданиями и сооружениями. Эти процес-
сы чаще всего нестационарные. Расчёт их сложный. Данной работой начинаем цикл статей 
по методологии решения задач фильтрации подземных вод при защите от подтопления в 
городском строительстве с помощью операторного метода. Практическое применение ма-
тематических операторов для решения инженерных задач начал Оливер Хевисайд. Использо-
ван операторный метод с преобразованием Лапласа. Показано, как с помощью Интернета и 
свободной программы Maxima легко сделать обратные преобразования Лапласа. 
Методы и материалы. Рассмотрено решение о подтоплении городской дороги при наличии 
купола обводнения под асфальтовым покрытием в грунтовом основании дороги. При этом 
впервые для фильтрационных задач подобного типа учтено уплотнение инженерной зоны 
грунта под дорогой. Показано, как можно решить сложную нестационарную задачу растека-
ния купола подтопления под городской дорогой. Технология решения приведена не только со 
всеми математическими подробностями операторного метода, но также снабжена новыми 
физическими представлениями рассматриваемой методологии. Такой оригинальный подход, 
на взгляд автора, поможет будущим исследователям лучше представлять физику процесса 
подтопления в городском строительстве. Это позволит решать задачи защиты от подто-
пления новым, более эффективным, способом с учётом реальных нестационарных процессов 
фильтрации подземных вод на застроенных и застраиваемых территориях.
Обсуждение. Дана новая постановка операторного метода для решения конкретной пробле-
мы подтопления в городском строительстве в виде последовательности – от простого к 
сложному. Вначале на конкретном примере продемонстрирован способ использования Интер-
нета и лицензионно свободной программы Maxima. При этом взят самый простой случай  в 
виде аналогии электричества и фильтрации. Затем рассмотрено фильтрационное растека-
ние купола техногенных подземных вод под городской дорогой. Получены новые решения не-
стационарной фильтрации подземных вод в инженерной зоне грунта, которые сопоставлены 
с известными в мировой практике результатами.
Заключение. Таким образом, представлена методология решения задач нестационарной 
фильтрации подземных вод при защите от подтопления в городском строительстве с по-
мощью операторного метода с использованием преобразований Лапласа. Это позволяет по-
лучить удобные инженерные формулы, по которым можно рассчитать уровни подземных вод 
и обосновать практические решения и мероприятия по защите от подтопления в городском 
строительстве. Работа имеет постановочный характер. Предполагается дальнейшее разви-
тие подобных научных идей и решений по защите от подтопления на территориях застройки.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: подтопление, подземные воды, операторный метод, преобразования 
Лапласа, теория фильтрации, городское строительство.
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ABSTRACT
Introduction. The submergence by underground water remains one of the problems in urban 
construction. It is also associated with the movement of groundwater under buildings and structures. 
Such processes are non-stationary and their calculation is complex. The paper begins the series of 
researches on the methodology for solving problems of filtering groundwater while protecting against 
flooding in urban construction by using an operator method. Oliver Heaviside began the practical 
application of mathematical operators for solving engineering problems. The operator method with 
Laplace transformations was used. It was shown how, with the help of the Internet and Maxima program, 
it is easy to make inverse Laplace transformations.
Methods and materials. The author considered the decision on the submergence of the city road in 
the presence of a dome watering under asphalt pavement in the dirt road foundation. At the same time, 
for filtration problems of such type, the author took into account the compaction of the engineering 
zone of the soil under the road. The paper showed how to solve the complex non-stationary problem 
of spreading the dome of the flooding under the city road. The technology of the solution is presented 
not only with all the mathematical details of the operator method, but also provided with new physical 
representations. Such an original approach, by the author’s opinion, would help better understanding 
of  the flooding process physics in urban construction. Moreover, it would allow solving problems of 
protection against flooding by a new, more efficient way, taking into account the real non-stationary 
processes of filtration of groundwater in built-up areas.
Discussion. As a result, the author presents anew statement of the operator method for solving 
the submergence specific problem in urban construction. First, a specific example demonstrates how 
to use the Internet and the license-free Maxima program. In this case, the simplest case is taken, in 
the form of the electricity and filtration analogy. Then the author considers the filtration spreading of the 
domed man-made groundwater beneath the city road. Therefore, the paper demonstrates new solutions 
for non-stationary filtration of groundwater in the engineering zone, which are also compared with the 
world practice results.
Conclusions. The author presents the methodology for solving unsteady groundwater filtration problems 
for the submergence protection in urban construction by using the operator method and Laplace 
transformations. Such decisions make it possible to obtain convenient engineering formulae, by which 
groundwater levels, substantiate practical solutions and measures for protection against submergence 
in urban construction could be found. The author intends to further development of such scientific ideas 
and solutions for submergence protection in the built-up areas.

KEYWORDS: submergence, groundwater, operator method, Laplace transformations, filtration theory, 
urban construction.
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ВВЕДЕНИЕ
Подтопление подземными водами продол-

жает оставаться одной из проблем городско-
го строительства [1-4], особенно подземного
строительства [5]. Требуется совершенство-
вать понимание механизмов движения под-
земных вод в пористой среде [6]. Геотехника 
всё больше и больше соприкасается с подзем-
ными водами [7-14]. Вода, насыщающая грунт, 
вызывает его размягчение. Это уменьшает 
несущую способность грунта в основании зда-
ний и сооружений. Возникают осадки строи-
тельных конструкций, зданий и сооружений. 
Неравномерные осадки приводят к трещинам 
в ограждающих конструкциях зданий, автомо-
бильные дороги разрушаются. Далее через 
трещины строительных конструкций подзем-
ные воды просачиваются в подвалы и подзем-
ные сооружения. Подтопление усугубляется, 
возникают его неблагоприятные последствия, 
вплоть до загрязнения подземных вод и окру-
жающей среды [15]. Такие процессы связаны 
с движением подземных вод под зданиями и 
сооружениями. Чаще всего эти процессы не-
стационарные, реже стационарные. Поэтому 
их инженерный расчёт более сложный. По-
лучение необходимых расчётных формул на-
учным работником для дальнейшего исполь-
зования инженерами является трудоёмкой 
задачей. Особенно в случае нестационарной 
фильтрации подземных вод в условиях го-
родского строительства. Данной работой на-
чинаем цикл статей по методологии решения 
задач фильтрации подземных вод при защите 
от подтопления в городском строительстве с 
помощью операторного метода.

Практическое применение математических 
операторов для решения инженерных задач 

начал англичанин Оливер Хевисайд (Oliver 
Heaviside) в конце XIX века. Правда, он зани-
мался электричеством, тем не менее полезно 
начать с его простейшего примера. Начнём с 
известной задачи Хевисайда, попутно проде-
монстрировав аналогичность фильтрации и
электричества.

В 1887 году Оливер Хевисайд предложил 
добавить катушку индуктивности в электриче-
скую цепь для коррекции возникавших искаже-
ний в линии связи трансатлантического теле-
графа между Англией и США. Рассмотрим это 
как пример пуска электрической цепи с катуш-
кой индуктивности (рисунок 1).

Справа на рисунке 1 ступенчатым графи-
ком показано напряжение U(t), В. Такой гра-
фик иногда называют ступенчатой функцией 
Хевисайда. Там же изображена кривая посте-
пенного нарастания (установления) во време-
ни силы тока I(t), А. Сила тока стремится к пре-
делу U/R, А. Найдём силу тока I(t), А.

Исходное дифференциальное уравнение 
электрического тока запишем по правилу 
Кирхгофа о том, что напряжение источника 
тока равно сумме падений напряжений на со-
противлениях электрической цепи:

всего эти процессы нестационарные, реже стационарные. Поэтому их инженерный расчёт
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дальнейшего использования инженерами является трудоёмкой задачей. Особенно в случае
нестационарной фильтрации подземных вод в условиях городского строительства. Данной
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защите от подтопления в городском строительстве с помощью операторного метода.

Практическое применение математических операторов для решения инженерных задач
начал англичанин Оливер Хевисайд (Oliver Heaviside) в конце XIX века. Правда, он занимался
электричеством, тем не менее полезно начать с его простейшего примера. Начнём с известной
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Рисунок 1 – Пуск электрической цепи с катушкой индуктивности: U – источник напряжения,
В; K – ключ; R – сопротивление, Ом; L – катушка индуктивности с коэффициентом самоиндукции L, 

В·с/А

Figure 1 – Start of the electrical circuit with an inductor: U – voltage source, V; K – electric key; 
R – resistance, Om; L – inductor with the L self-inductance coefficient, V·s/A

Источник: составлено автором

Справа на рисунке 1 ступенчатым графиком показано напряжение U(t), В. Такой график 
иногда называют ступенчатой функцией Хевисайда. Там же изображена кривая постепенного
нарастания (установления) во времени силы тока I(t), А. Сила тока стремится к пределу U/R, А. 
Найдём силу тока I(t), А.

Исходное дифференциальное уравнение электрического тока запишем по правилу
Кирхгофа о том, что напряжение источника тока равно сумме падений напряжений на
сопротивлениях электрической цепи:

( ) ( ) ,
dt

tdILtIRU ⋅+⋅=  (1)

где все обозначения см. на рисунке 1. Переменными величинами являются сила тока I(t) и
время t (независимая переменная). Аналогом такого уравнения в теории фильтрации может
быть нестационарное движение воды в грунте по вертикали.

В простой манере, в стиле Хевисайда, используем операторный метод, но с
преобразованием Лапласа, которое Хевисайд не применял, ограничиваясь разложением в ряд.
Тем не менее, постараемся сохранить его простой инженерный стиль с физическим смыслом,
без отягощения математическими доказательствами.

Оператор d/dt заменим на букву p с размерностью 1/с. Величину p будем считать
аргументом, вернее независимой переменной. Попутно отметим, что в иностранной
англоязычной литературе вместо p пишут s. Это одно и то же. Зависимую переменную I(t)
заменяем на её изображение J(p). Константу U разделим на p. В результате вместо
дифференциального уравнения электрического тока в оригиналах (1) имеем уже
алгебраическое уравнение в изображениях по Лапласу в виде
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ванием Лапласа, которое Хевисайд не приме-
нял, ограничиваясь разложением в ряд. Тем 
не менее, постараемся сохранить его простой 
инженерный стиль с физическим смыслом, 
без отягощения математическими доказатель-
ствами.

Оператор d/dt заменим на букву p с раз-
мерностью 1/с. Величину p будем считать ар-
гументом, вернее независимой переменной. 
Попутно отметим, что в иностранной англоя-
зычной литературе вместо p пишут s. Это одно 
и то же. Зависимую переменную I(t) заменяем 
на её изображение J(p). Константу U разделим 
на p. В результате вместо дифференциально-
го уравнения электрического тока в оригина-
лах (1) имеем уже алгебраическое уравнение 
в изображениях по Лапласу в виде
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при этом дробь разложили на простейшие с целью использования стандартного табличного
обратного преобразования Лапласа.

Получив решение в изображениях, осталось сделать обратное преобразование Лапласа и
получить решение в оригиналах в виде силы тока I(t). 

Теперь покажем, как с помощью Интернета и свободной программы Maxima легко сделать
такие обратные преобразования. Заходим на доступный испанский сайт http://maxima.cesga.es/, 
набираем в жёлтой строке сайта для правой дроби в скобках в выражении (3) следующую
команду обратного преобразования Лапласа на языке Maxima:

ilt(1/(p + R/L), p, t). (4)

Щёлкаем мышкой по кнопке сайта Clic и через несколько секунд видим ответ для правой
дроби в скобках:
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Таким же путём далее, после элементарных действий и выкладок, получаем решение в
оригиналах для изменяющейся во времени силы тока в цепи (см. рисунок 1) в виде
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Это решение, полученное операторным методом, имеет простой и понятный смысл. Сила 
тока в электрической цепи, имеющей реактивное и индуктивное сопротивления, при включении
нарастает плавно и быстро по закону экспоненты (график см. на рисунке 1). Аналогично будет
происходить нестационарное движение нисходящего потока подземных вод по вертикали. При
этом надо перейти от параметров электрических к гидрогеологическим. Для чего можно
воспользоваться нашей монографией [16].

МЕТОДЫ И МАТЕРИАЛЫ

После такого простого введения в использование операторного метода можно перейти к
более сложным задачам теории фильтрации применительно к городскому строительству.
Рассмотрим фильтрационное растекание купола подтопления под городской дорогой. Вначале 
надо произвести постановочную часть задачи. При этом уровень подземных вод сокращённо 
обозначим как УПВ.

На рисунке 2 показано первоначальное положение купола техногенных подземных вод под
городской дорогой. В первом приближении аппроксимируем его форму как прямоугольную в
вертикальном разрезе. Начинать рассмотрение таких задач следует именно с простейших
геометрических форм. Это даст возможность получать наиболее простые и понятные решения.
В дальнейшем исходные данные можно усложнить и исследовать применительно к конкретному
случаю проведения научных исследований. Задачу рассматриваем симметричную. Водоупор,
на котором залегают подземные воды, считаем совпадающим с горизонтальной плоскостью. 
Первоначальную мощность подземных вод в естественном состоянии без влияния инженерного
сооружения принимаем He. Максимальная мощность (высота) купола Hк. Напоры подземных
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при этом дробь разложили на простейшие с 
целью использования стандартного таблично-
го обратного преобразования Лапласа.

Получив решение в изображениях, оста-
лось сделать обратное преобразование Ла-
пласа и получить решение в оригиналах в 
виде силы тока I(t). 

Теперь покажем, как с помощью Интернета 
и свободной программы Maxima легко сделать 
такие обратные преобразования. Заходим 
на доступный испанский сайт http://maxima.
cesga.es/, набираем в жёлтой строке сайта 
для правой дроби в скобках в выражении (3) 
следующую команду обратного преобразова-
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при этом дробь разложили на простейшие с целью использования стандартного табличного
обратного преобразования Лапласа.

Получив решение в изображениях, осталось сделать обратное преобразование Лапласа и
получить решение в оригиналах в виде силы тока I(t). 

Теперь покажем, как с помощью Интернета и свободной программы Maxima легко сделать
такие обратные преобразования. Заходим на доступный испанский сайт http://maxima.cesga.es/, 
набираем в жёлтой строке сайта для правой дроби в скобках в выражении (3) следующую
команду обратного преобразования Лапласа на языке Maxima:
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Таким же путём далее, после элементарных действий и выкладок, получаем решение в
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Это решение, полученное операторным методом, имеет простой и понятный смысл. Сила 
тока в электрической цепи, имеющей реактивное и индуктивное сопротивления, при включении
нарастает плавно и быстро по закону экспоненты (график см. на рисунке 1). Аналогично будет
происходить нестационарное движение нисходящего потока подземных вод по вертикали. При
этом надо перейти от параметров электрических к гидрогеологическим. Для чего можно
воспользоваться нашей монографией [16].
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Рассмотрим фильтрационное растекание купола подтопления под городской дорогой. Вначале 
надо произвести постановочную часть задачи. При этом уровень подземных вод сокращённо 
обозначим как УПВ.

На рисунке 2 показано первоначальное положение купола техногенных подземных вод под
городской дорогой. В первом приближении аппроксимируем его форму как прямоугольную в
вертикальном разрезе. Начинать рассмотрение таких задач следует именно с простейших
геометрических форм. Это даст возможность получать наиболее простые и понятные решения.
В дальнейшем исходные данные можно усложнить и исследовать применительно к конкретному
случаю проведения научных исследований. Задачу рассматриваем симметричную. Водоупор,
на котором залегают подземные воды, считаем совпадающим с горизонтальной плоскостью. 
Первоначальную мощность подземных вод в естественном состоянии без влияния инженерного
сооружения принимаем He. Максимальная мощность (высота) купола Hк. Напоры подземных
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Это решение, полученное операторным 
методом, имеет простой и понятный смысл. 
Сила тока в электрической цепи, имеющей 
реактивное и индуктивное сопротивления, 
при включении нарастает плавно и быстро по 
закону экспоненты (график см. на рисунке 1). 
Аналогично будет происходить нестационар-
ное движение нисходящего потока подземных 
вод по вертикали. При этом надо перейти от  
параметров электрических к гидрогеологиче-
ским. Для чего можно воспользоваться нашей 
монографией [16].

МЕТОДЫ И МАТЕРИАЛЫ
После такого простого введения в исполь-

зование операторного метода можно перейти 
к более сложным задачам теории фильтрации
применительно к городскому строительству.
Рассмотрим фильтрационное растекание ку-
пола подтопления под городской дорогой. 
Вначале надо произвести постановочную 
часть задачи. При этом уровень подземных 
вод сокращённо обозначим как УПВ.

На рисунке 2 показано первоначальное по-
ложение купола техногенных подземных вод 
под городской дорогой. В первом приближе-
нии аппроксимируем его форму как прямоу-
гольную в вертикальном разрезе. Начинать 
рассмотрение таких задач следует именно с 
простейших геометрических форм. Это даст 
возможность получать наиболее простые и 
понятные решения. В дальнейшем исходные 
данные можно усложнить и исследовать при-
менительно к конкретному случаю проведения 
научных исследований. Задачу рассматрива-
ем симметричную. Водоупор, на котором зале-
гают подземные воды, считаем совпадающим 
с горизонтальной плоскостью. Первоначаль-
ную мощность подземных вод в естественном 
состоянии без влияния инженерного сооруже-
ния принимаем He. Максимальная мощность 
(высота) купола Hк. Напоры подземных вод 
рассматриваем в двух зонах: под дорогой – 
H1, за пределами дороги – H2. Максимальная 
разность напоров DHн наблюдается в момент 
времени t = 0 сут.
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Процесс растекания купола подземных 
вод под инженерным сооружением является 
нестационарным (см. рисунок 2). Стрелками 
показаны линии тока опускающегося уровня 
подземных вод. Первоначальное положение 
купола, близкое к прямоугольной форме, мо-
жет сформироваться при переходе от холод-
ного периода года к тёплому, то есть весной. В 
предыдущий зимний период городские дороги 
регулярно очищают от снега, поэтому в срав-
нении с прилегающей территорией поверх-
ность дороги интенсивно отдаёт тепло из грун-
тового основания в атмосферу. Под влиянием 
температурного градиента пары влаги в грунте 
с поверхности УПВ начинают перемещаться 
вверх к холодной поверхности асфальтово-
го покрытия. Встречаясь с отрицательными 
температурами, водяные пары начинают вы-
падать в порах грунта в виде конденсата, ко-
торый тут же замерзает, образуя внутренний 
лёд. Так образуется морозное пучение грунта. 
Подробности данного процесса приведены, 
например в трудах учёных МГУ [17], а также в 
монографии Р.Ш. Абжалимова [18].

При наступлении весны грунт, содержащий 
столб замёрзшей влаги под дорогой, начина-

ет оттаивать сверху. Поэтому такое состояние 
можно представить как первоначальное поло-
жение купола подземных вод в виде прямоу-
гольного сечения 3, показанного на рисунке 2. 
Именно с этого положения нужно считать на-
чало растекания купола под дорогой, прини-
мая момент времени растекания t = 0 сут при 
максимальной высоте купола Hк и максималь-
ной разности напоров DHн.

Автомобильные дороги и их грунтовые ос-
нования подвергаются интенсивному уплотне-
нию со стороны статических и динамических 
нагрузок как в процессе строительства, так и 
в процессе эксплуатации. Поэтому под доро-
гами фильтрационные характеристики грунта 
изменяются в сторону уменьшения проница-
емости, водоотдачи и недостатка насыщения. 
Такую зону грунтового основания обозначим 
шириной 2B (см. рисунок 2). В ходе изыска-
тельских работ фильтрационные характери-
стики и размеры этой зоны пониженной про-
ницаемости на существующих дорогах могут 
быть уточнены бурением.

Фильтрационные характеристики грунтово-
го основания под дорогой шириной 2B в тече-
ние длительного периода эксплуатации доро-

вод рассматриваем в двух зонах: под дорогой – H1, за пределами дороги – H2. Максимальная
разность напоров ∆Hн наблюдается в момент времени t = 0 сут.

Рисунок 2 – Растекание купола подтопления под городской дорогой: 1 – начальное положение
естественного УПВ; 2 – поверхность дороги; 3 – начальное положение купола УПВ; 4 – промежуточное
положение УПВ с течением времени (купол подтопления); 5 – уплотнённая зона грунта и материалов

под дорогой; 6 – грунт в естественном состоянии; 7 – водоупор; 8 – снег

Figure 2 – Spreading of the submergence dome under the city road: 1 – initial provision of UPV natural;
2 – road surface; 3 – initial provision of the UPV dome; 4 – intermediate position of UPV eventually

(submergence dome); 5 –condensed zone of soil and materials under the road; 6 – soil in natural state;
7 – water emphasis; 8 – snow
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нестационарным (см. рисунок 2). Стрелками показаны линии тока опускающегося уровня
подземных вод. Первоначальное положение купола, близкое к прямоугольной форме, может
сформироваться при переходе от холодного периода года к тёплому, то есть весной. В
предыдущий зимний период городские дороги регулярно очищают от снега, поэтому в
сравнении с прилегающей территорией поверхность дороги интенсивно отдаёт тепло из
грунтового основания в атмосферу. Под влиянием температурного градиента пары влаги в
грунте с поверхности УПВ начинают перемещаться вверх к холодной поверхности асфальтового
покрытия. Встречаясь с отрицательными температурами, водяные пары начинают выпадать в 
порах грунта в виде конденсата, который тут же замерзает, образуя внутренний лёд. Так
образуется морозное пучение грунта. Подробности данного процесса приведены, например в 
трудах учёных МГУ [17], а также в монографии Р.Ш. Абжалимова [18].

При наступлении весны грунт, содержащий столб замёрзшей влаги под дорогой, начинает
оттаивать сверху. Поэтому такое состояние можно представить как первоначальное положение 
купола подземных вод в виде прямоугольного сечения 3, показанного на рисунке 2. Именно с
этого положения нужно считать начало растекания купола под дорогой, принимая момент
времени растекания t = 0 сут при максимальной высоте купола Hк и максимальной разности
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Автомобильные дороги и их грунтовые основания подвергаются интенсивному уплотнению
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Рисунок 2 – Растекание купола подтопления под городской дорогой:  
1 – начальное положение естественного УПВ; 2 – поверхность дороги;  

3 – начальное положение купола УПВ;  
4 – промежуточное положение УПВ с течением времени (купол подтопления);  

5 – уплотнённая зона грунта и материалов под дорогой; 6 – грунт в естественном состоянии;  
7 – водоупор; 8 – снег

Figure 2 – Spreading of the submergence dome under the city road: 1 – initial provision of UPV natural; 
2 – road surface; 3 – initial provision of the UPV dome; 4 – intermediate position of UPV eventually (submergence dome);  

5 –condensed zone of soil and materials under the road; 6 – soil in natural state; 
7 – water emphasis; 8 – snow
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ги изменятся. Коэффициент фильтрации k1 в этой зоне под влиянием уплотнения станет меньше, 
чем коэффициент фильтрации k2 за пределами этой зоны, то есть в ненарушенном грунте. Коэф-
фициенты водоотдачи (недостатка насыщения) для соответствующих грунтовых зон m1 и m2 тоже 
должны измениться. Все эти особенности показаны на рисунке 2.

Другим важным моментом в процессе постановки задачи является определение возможно-
го способа линеаризации исходных дифференциальных уравнений фильтрации, которые изна-
чально являются нелинейными. Подземные воды в основании зданий  и сооружений чаще всего 
встречаются как грунтовые воды. Это означает, что водоносный горизонт имеет свободную по-
верхность, давление на которой равно атмосферному. Кроме того, над этой свободной поверх-
ностью имеется зона капиллярного подъёма. Пока её наличие учитывать не будем, отложив для 
более сложных случаев расчёта.

Используя принцип сохранения баланса фильтрующейся под дорогой влаги и закон Дарси, со-
ставим систему из двух дифференциальных уравнений. При этом выбор способа линеаризации 
произведём по рекомендациям Н.П. Куранова [19, 20]. Данная задача относится к прогнозам под-
топления. Поэтому выбираем 1-й способ линеаризации, который в иностранной литературе на-
зывают способом линеаризации по Буссинеску. Тогда систему из двух дифференциальных урав-
нений нестационарной безнапорной фильтрации подземных вод можно записать в таком виде:
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Для постановки решения системы уравнений в частных производных необходимо также запи-
сать краевые условия в следующем виде:

Фильтрационные характеристики грунтового основания под дорогой шириной 2B в течение 
длительного периода эксплуатации дороги изменятся. Коэффициент фильтрации k1 в этой зоне 
под влиянием уплотнения станет меньше, чем коэффициент фильтрации k2 за пределами этой
зоны, то есть в ненарушенном грунте. Коэффициенты водоотдачи (недостатка насыщения) для
соответствующих грунтовых зон m1 и m2 тоже должны измениться. Все эти особенности
показаны на рисунке 2.
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всего встречаются как грунтовые воды. Это означает, что водоносный горизонт имеет свободную
поверхность, давление на которой равно атмосферному. Кроме того, над этой свободной
поверхностью имеется зона капиллярного подъёма. Пока её наличие учитывать не будем,
отложив для более сложных случаев расчёта.

Используя принцип сохранения баланса фильтрующейся под дорогой влаги и закон Дарси,
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линеаризации произведём по рекомендациям Н.П. Куранова [19, 20]. Данная задача относится к
прогнозам подтопления. Поэтому выбираем 1-й способ линеаризации, который в иностранной
литературе называют способом линеаризации по Буссинеску. Тогда систему из двух
дифференциальных уравнений нестационарной безнапорной фильтрации подземных вод
можно записать в таком виде:
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Для постановки решения системы уравнений в частных производных необходимо также
записать краевые условия в следующем виде:
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Условия (8) требуют дополнительного пояснения, которое сделаем в порядке их следования.
Первое условие является начальным условием для внутренней зоны под дорогой при x = x1 на
момент времени растекания t = 0 сут при максимальной высоте купола Hк и максимальной
разности напоров ∆Hн. Второе условие – это то же начальное условие, но уже для наружной
зоны за пределами дороги при x = x2, тут всюду принимаем естественный напор подземных вод
H = He. Третье условие означает, что градиент напора подземных вод в центральной точке 
купола при x = 0 в любой момент времени t равен нулю, то есть движение купола в его центре
(апогее) является лишь вертикальным в виде опускания УПВ вниз. Четвёртое условие отражает
равенство скоростей фильтрации по закону Дарси на контакте двух зон x1 и x2 в течение всего
периода прогнозирования при любых t, что является аналогом уравнения неразрывности. Пятое 
условие выражает равенство напоров подземных вод на границе двух упомянутых зон. Наконец,
шестое условие «на бесконечности» является реальным фактом, что на значительном удалении
от объекта исследования влияние инженерного сооружения на природные подземные воды
сходит на нет.

Постановка задачи закончена. Теперь покажем, как решить операторным методом систему
уравнений (7) при краевых условиях (8). Для этого вначале к оригиналам, то есть к системе (7) и
условиям (8), надо применить преобразование Лапласа по времени, что позволит превратить
нестационарные уравнения в псевдостационарные в виде изображений, которые будет проще 
решать, так как будет условно исключена зависимость от времени. Затем полученные решения
в изображениях надо вернуть к оригиналам с помощью обратного преобразования Лапласа.
Тогда нестационарная задача растекания купола подземных вод под дорогой будет
окончательно решена. Таков план решения. Начнём.

(8)
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следования влияние инженерного сооружения на природные подземные воды сходит на нет.

Постановка задачи закончена. Теперь покажем, как решить операторным методом систему 
уравнений (7) при краевых условиях (8). Для этого вначале к оригиналам, то есть к системе (7) 
и условиям (8), надо применить преобразование Лапласа по времени, что позволит превратить 
нестационарные уравнения в псевдостационарные в виде изображений, которые будет проще 
решать, так как будет условно исключена зависимость от времени. Затем полученные решения в 
изображениях надо вернуть к оригиналам с помощью обратного преобразования Лапласа. Тогда 
нестационарная задача растекания купола подземных вод под дорогой будет окончательно ре-
шена. Таков план решения. Начнём.

Преобразование Лапласа по времени в применении к напору как функции горизонтальной ко-
ординаты x и времени опускания купола подтопления t имеет следующий вид [21-27]:
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Преобразование Лапласа по времени в применении к напору как функции горизонтальной
координаты x и времени опускания купола подтопления t имеет следующий вид [21-27]:
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Для начинающего исследователя применение данного преобразования требует
дополнительных пояснений. Интеграл (9) мысленно надо представлять как большую сумму
произведений напоров на экспоненту с отрицательной степенью. Интегрирование по времени в
(9) представляет собой в результате некоторую конечную величину h (не напор, а изображение 
напора с размерностью в метрах водяного столба, умноженного на единицу времени). В целом
интеграл будет всегда сходящимся, так как при увеличении времени t (переменная) величина
параметра p всегда остаётся константой, а подынтегральная экспонента, в свою очередь,
быстро стремится к нулю. Поэтому большая сумма (то есть интеграл) стремится к конечному
значению. Значит преобразование (9) приводит к переходу от оригинала H к изображению h, 
уже не зависящему от времени t. Производя таким образом преобразования
дифференциальных уравнений (7) и краевых условий (8), можно получить фильтрационную
задачу уже чисто стационарную, то есть не зависящую от времени. А решение таких задач уже
хорошо известно. Например, можно воспользоваться справочником Камке [28], что мы и
сделаем. Покажем ход решения.

Преобразование Лапласа (9), применённое к уравнениям (7), позволяет получить такую
систему обыкновенных дифференциальных уравнений в изображениях:
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причём, дополнительно (в качестве примера), поясним как получено первое из уравнений
системы (10). Для этого умножим соответствующее первое уравнение (7) на экспоненту в
отрицательной степени pt и проинтегрируем обе части уравнения по формуле (9) в пределах от
нуля до бесконечности. Раскрывая значение интеграла в его пределах, получаем (10).

С краевыми условиями в оригиналах (8) проделываем такие же действия. Тогда получим
краевые условия для области в изображениях в виде
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при этом обращаем внимание, что в отличие от (8) в системе (11) исчезли начальные условия,
то есть краевые условия (8) превратились в формулах (11) в граничные условия без учёта
времени, что и требовалось получить на данном промежуточном этапе решения.

Чтобы решить систему обыкновенных дифференциальных уравнений (10), можно в целях
экономии сил обратиться к справочнику Камке [28]. Находим по данной книге стандартное 
решение в виде
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при этом C1, C2, C3, C4 – произвольные константы интегрирования, которые определим из
граничных условий (11).

Процесс нахождения C1, C2, C3, C4 элементарен, его здесь не будем расписывать.

(9)

Для начинающего исследователя применение данного преобразования требует дополнитель-
ных пояснений. Интеграл (9) мысленно надо представлять как большую сумму произведений на-
поров на экспоненту с отрицательной степенью. Интегрирование по времени в (9) представляет 
собой в результате некоторую конечную величину h (не напор, а изображение напора с размер-
ностью в метрах водяного столба, умноженного на единицу времени). В целом интеграл будет 
всегда сходящимся, так как при увеличении времени t (переменная) величина параметра p всегда 
остаётся константой, а подынтегральная экспонента, в свою очередь, быстро стремится к нулю. 
Поэтому большая сумма (то есть интеграл) стремится к конечному значению. Значит преобразо-
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(8), можно получить фильтрационную задачу уже чисто стационарную, то есть не зависящую от 
времени. А решение таких задач уже хорошо известно. Например, можно воспользоваться спра-
вочником Камке [28], что мы и сделаем. Покажем ход решения.

Преобразование Лапласа (9), применённое к уравнениям (7), позволяет получить такую систе-
му обыкновенных дифференциальных уравнений в изображениях:

Преобразование Лапласа по времени в применении к напору как функции горизонтальной
координаты x и времени опускания купола подтопления t имеет следующий вид [21-27]:
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задачу уже чисто стационарную, то есть не зависящую от времени. А решение таких задач уже
хорошо известно. Например, можно воспользоваться справочником Камке [28], что мы и
сделаем. Покажем ход решения.

Преобразование Лапласа (9), применённое к уравнениям (7), позволяет получить такую
систему обыкновенных дифференциальных уравнений в изображениях:
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причём, дополнительно (в качестве примера), поясним как получено первое из уравнений
системы (10). Для этого умножим соответствующее первое уравнение (7) на экспоненту в
отрицательной степени pt и проинтегрируем обе части уравнения по формуле (9) в пределах от
нуля до бесконечности. Раскрывая значение интеграла в его пределах, получаем (10).

С краевыми условиями в оригиналах (8) проделываем такие же действия. Тогда получим
краевые условия для области в изображениях в виде
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при этом обращаем внимание, что в отличие от (8) в системе (11) исчезли начальные условия,
то есть краевые условия (8) превратились в формулах (11) в граничные условия без учёта
времени, что и требовалось получить на данном промежуточном этапе решения.

Чтобы решить систему обыкновенных дифференциальных уравнений (10), можно в целях
экономии сил обратиться к справочнику Камке [28]. Находим по данной книге стандартное 
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при этом C1, C2, C3, C4 – произвольные константы интегрирования, которые определим из
граничных условий (11).

Процесс нахождения C1, C2, C3, C4 элементарен, его здесь не будем расписывать.
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причём, дополнительно (в качестве примера), поясним как получено первое из уравнений си-
стемы (10). Для этого умножим соответствующее первое уравнение (7) на экспоненту в отрица-
тельной степени pt и проинтегрируем обе части уравнения по формуле (9) в пределах от нуля до 
бесконечности. Раскрывая значение интеграла в его пределах, получаем (10).

С краевыми условиями в оригиналах (8) проделываем такие же действия. Тогда получим кра-
евые условия для области в изображениях в виде

Преобразование Лапласа по времени в применении к напору как функции горизонтальной
координаты x и времени опускания купола подтопления t имеет следующий вид [21-27]:
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Для начинающего исследователя применение данного преобразования требует
дополнительных пояснений. Интеграл (9) мысленно надо представлять как большую сумму
произведений напоров на экспоненту с отрицательной степенью. Интегрирование по времени в
(9) представляет собой в результате некоторую конечную величину h (не напор, а изображение 
напора с размерностью в метрах водяного столба, умноженного на единицу времени). В целом
интеграл будет всегда сходящимся, так как при увеличении времени t (переменная) величина
параметра p всегда остаётся константой, а подынтегральная экспонента, в свою очередь,
быстро стремится к нулю. Поэтому большая сумма (то есть интеграл) стремится к конечному
значению. Значит преобразование (9) приводит к переходу от оригинала H к изображению h, 
уже не зависящему от времени t. Производя таким образом преобразования
дифференциальных уравнений (7) и краевых условий (8), можно получить фильтрационную
задачу уже чисто стационарную, то есть не зависящую от времени. А решение таких задач уже
хорошо известно. Например, можно воспользоваться справочником Камке [28], что мы и
сделаем. Покажем ход решения.

Преобразование Лапласа (9), применённое к уравнениям (7), позволяет получить такую
систему обыкновенных дифференциальных уравнений в изображениях:
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причём, дополнительно (в качестве примера), поясним как получено первое из уравнений
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при этом обращаем внимание, что в отличие от (8) в системе (11) исчезли начальные условия,
то есть краевые условия (8) превратились в формулах (11) в граничные условия без учёта
времени, что и требовалось получить на данном промежуточном этапе решения.

Чтобы решить систему обыкновенных дифференциальных уравнений (10), можно в целях
экономии сил обратиться к справочнику Камке [28]. Находим по данной книге стандартное 
решение в виде
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при этом C1, C2, C3, C4 – произвольные константы интегрирования, которые определим из
граничных условий (11).

Процесс нахождения C1, C2, C3, C4 элементарен, его здесь не будем расписывать.
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Процесс нахождения C1, C2, C3, C4 элементарен, его здесь не будем расписывать.
Подставив найденные C1, C2, C3, C4 в (12), имеем в изображениях такую систему:
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От системы в изображениях (13) необходимо перейти к оригиналам, то есть к напорам
подземных вод под дорогой и вне её, зависящих от времени. Задача не простая, требует
нескольких шагов. Покажем, как это делать.

Вначале обратим внимание на гиперболические синус и косинус в (13). Крайне желательно 
эти фунции выразить через экспоненты, ибо тогда обратное преобразование Лапласа легче
находить. Такие действия достаточно громоздкие, но не очень сложные. Оставляем читателю в 
качестве полезной тренировки выполнить их самостоятельно, пользуясь хорошим
математическим справочником для научных работников типа такого, как [26]. В результате
получим систему уравнений в виде
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При этом с целью устранения громоздкости введено дополнительное обозначение
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Следующим шагом является разложение (14) в ряд по степеням:

.e
2

n

ac
pB

s











⋅ ⋅

⋅−
(16)

Тогда получим

(13)

От системы в изображениях (13) необходимо перейти к оригиналам, то есть к напорам под-
земных вод под дорогой и вне её, зависящих от времени. Задача не простая, требует нескольких 
шагов. Покажем, как это делать.

Вначале обратим внимание на гиперболические синус и косинус в (13). Крайне желательно 
эти фунции выразить через экспоненты, ибо тогда обратное преобразование Лапласа легче на-
ходить. Такие действия достаточно громоздкие, но не очень сложные. Оставляем читателю в
качестве полезной тренировки выполнить их самостоятельно, пользуясь хорошим математиче-
ским справочником для научных работников типа такого, как [26]. В результате получим систему 
уравнений в виде

Подставив найденные C1, C2, C3, C4 в (12), имеем в изображениях такую систему:

( )

.
shch

she

;
shch

ch

0

0

2

0

1


















⋅

⋅⋅⋅+





⋅

⋅⋅







⋅

⋅⋅⋅⋅⋅∆
+=


















⋅

⋅⋅⋅+





⋅

⋅⋅







⋅

⋅⋅∆
+=

⋅−

ac
pBfm

ac
pBp

ac
pBcmH

pHh

ac
pBcm

ac
pBp

ac
pxH

pHh

a
pxB

н

e

н

к

(13)

От системы в изображениях (13) необходимо перейти к оригиналам, то есть к напорам
подземных вод под дорогой и вне её, зависящих от времени. Задача не простая, требует
нескольких шагов. Покажем, как это делать.

Вначале обратим внимание на гиперболические синус и косинус в (13). Крайне желательно 
эти фунции выразить через экспоненты, ибо тогда обратное преобразование Лапласа легче
находить. Такие действия достаточно громоздкие, но не очень сложные. Оставляем читателю в 
качестве полезной тренировки выполнить их самостоятельно, пользуясь хорошим
математическим справочником для научных работников типа такого, как [26]. В результате
получим систему уравнений в виде

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
.

e11

ee

;

e11

ee

2

0

2

2

0

1











⋅−⋅+⋅⋅











+⋅∆

+=











⋅−⋅+⋅⋅











+⋅∆

+=

⋅
⋅−

⋅+−⋅−−

⋅
⋅−

⋅+−⋅−−

ac
pB

a
pxB

a
pxB

н

e

ac
pB

a
pxB

a
pxB

н

к

scmp

H

pHh

scmp

H

pHh

 (14)

При этом с целью устранения громоздкости введено дополнительное обозначение

.
1
1

0

0

+⋅
−⋅

=
cm
cms (15)

Следующим шагом является разложение (14) в ряд по степеням:

.e
2

n

ac
pB

s











⋅ ⋅

⋅−
(16)

Тогда получим

 

(14)

При этом с целью устранения громоздкости введено дополнительное обозначение

.
1
1

0

0

+⋅
−⋅

=
cm
cms (15)

Следующим шагом является разложение (14) в ряд по степеням:

.e
2

n

ac
pB

s











⋅ ⋅

⋅−
(16)



Том 16, № 1. 2019. Сквозной номер выпуска – 65
(Vol. 16, no. 1. 2019. Continuous issue – 65

70 © 2004–2019 Вестник СибАДИ 
The Russian Automobile 
and Highway Industry Journal

РАЗДЕЛ III.
СТРОИТЕЛЬСТВО И АРХИТЕКТУРА 

Тогда получим

( )
( )[ ] ( )[ ]

( )
( )[ ] ( ) ( )[ ]

.ee
1

;ee
1

0

12

0

2

0
2

0

12

0

12

0
1












⋅−⋅⋅

+⋅⋅
∆

+=












⋅+⋅⋅

+⋅⋅
∆

+=

∑∑

∑∑
∞

=

⋅
⋅+⋅⋅+⋅−−∞

=

⋅
⋅⋅⋅+⋅−−

∞

=

⋅
⋅+⋅+−∞

=

⋅
⋅−⋅+−

n

ac
pnBcBxn

n

ac
pBncBxnн

e

n

ac
pxBnn

n

ac
pxBnnн

к

ss
cmp

HpHh

ss
cmp

HpHh

(17)

В системе (17) члены бесконечных рядов имеют оригиналы обратного преобразования
Лапласа, которые можно найти, например в книгах [21, 22]. Поэтому окончательно получим
искомое решение в общем виде для определения напоров (УПВ) под дорогой и за её
пределами, зависящее от времени растекания купола грунтовых вод в виде такой системы:
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причём все обозначения для расчёта по данным формулам показаны на рисунке 2 и в
пояснениях к уравнениям (7) и (15). Функция erfc – это дополнительный интеграл вероятности. В
русской версии электронных таблиц MS Excel она обозначена как ДФОШ (дополнительная
функция ошибок).

Легко заметить по внешнему виду формул (18), что в зоне под дорогой происходит
нестационарное опускание свободной поверхности грунтовых вод, а во внешней зоне за 
пределами дороги, наоборот, будет подъём, то есть подтопление с повышением УПВ. Такое 
утверждение основано на правой части решения в виде поправки H1 со знаком минус
(опускание) и поправки H2 со знаком плюс (подтопление).

На основе полученного решения (18) можно записать формулу для вычисления
нестационарного опускания центра купола подземных вод при x=0 в виде такого частного 
случая для середины дороги:
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ОБСУЖДЕНИЕ

Сравним полученные новые решения (18) и (19) с известными в мировой практике
результатами. Академик П.Я. Полубаринова-Кочина [29, 30, 31] получила нестационарное
решение для напоров подземных вод в однородном пласте в общем виде
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а для центра купола при x=0 в виде
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Наши формулы (18) и (19) при m0=1 и k0=1 переходят в формулы П.Я. Полубариновой-
Кочиной, соответственно, (20) и (21). Следовательно, наши решения (18) и (19) верны и могут
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В системе (17) члены бесконечных рядов имеют оригиналы обратного преобразования
Лапласа, которые можно найти, например в книгах [21, 22]. Поэтому окончательно получим
искомое решение в общем виде для определения напоров (УПВ) под дорогой и за её
пределами, зависящее от времени растекания купола грунтовых вод в виде такой системы:
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причём все обозначения для расчёта по данным формулам показаны на рисунке 2 и в
пояснениях к уравнениям (7) и (15). Функция erfc – это дополнительный интеграл вероятности. В
русской версии электронных таблиц MS Excel она обозначена как ДФОШ (дополнительная
функция ошибок).

Легко заметить по внешнему виду формул (18), что в зоне под дорогой происходит
нестационарное опускание свободной поверхности грунтовых вод, а во внешней зоне за 
пределами дороги, наоборот, будет подъём, то есть подтопление с повышением УПВ. Такое 
утверждение основано на правой части решения в виде поправки H1 со знаком минус
(опускание) и поправки H2 со знаком плюс (подтопление).

На основе полученного решения (18) можно записать формулу для вычисления
нестационарного опускания центра купола подземных вод при x=0 в виде такого частного 
случая для середины дороги:
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ОБСУЖДЕНИЕ

Сравним полученные новые решения (18) и (19) с известными в мировой практике
результатами. Академик П.Я. Полубаринова-Кочина [29, 30, 31] получила нестационарное
решение для напоров подземных вод в однородном пласте в общем виде
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а для центра купола при x=0 в виде
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Наши формулы (18) и (19) при m0=1 и k0=1 переходят в формулы П.Я. Полубариновой-
Кочиной, соответственно, (20) и (21). Следовательно, наши решения (18) и (19) верны и могут
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В системе (17) члены бесконечных рядов имеют оригиналы обратного преобразования Лапла-
са, которые можно найти, например в книгах [21, 22]. Поэтому окончательно получим искомое ре-
шение в общем виде для определения напоров (УПВ) под дорогой и за её пределами, зависящее 
от времени растекания купола грунтовых вод в виде такой системы:
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В системе (17) члены бесконечных рядов имеют оригиналы обратного преобразования
Лапласа, которые можно найти, например в книгах [21, 22]. Поэтому окончательно получим
искомое решение в общем виде для определения напоров (УПВ) под дорогой и за её
пределами, зависящее от времени растекания купола грунтовых вод в виде такой системы:
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причём все обозначения для расчёта по данным формулам показаны на рисунке 2 и в
пояснениях к уравнениям (7) и (15). Функция erfc – это дополнительный интеграл вероятности. В
русской версии электронных таблиц MS Excel она обозначена как ДФОШ (дополнительная
функция ошибок).

Легко заметить по внешнему виду формул (18), что в зоне под дорогой происходит
нестационарное опускание свободной поверхности грунтовых вод, а во внешней зоне за 
пределами дороги, наоборот, будет подъём, то есть подтопление с повышением УПВ. Такое 
утверждение основано на правой части решения в виде поправки H1 со знаком минус
(опускание) и поправки H2 со знаком плюс (подтопление).

На основе полученного решения (18) можно записать формулу для вычисления
нестационарного опускания центра купола подземных вод при x=0 в виде такого частного 
случая для середины дороги:
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ОБСУЖДЕНИЕ

Сравним полученные новые решения (18) и (19) с известными в мировой практике
результатами. Академик П.Я. Полубаринова-Кочина [29, 30, 31] получила нестационарное
решение для напоров подземных вод в однородном пласте в общем виде
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Наши формулы (18) и (19) при m0=1 и k0=1 переходят в формулы П.Я. Полубариновой-
Кочиной, соответственно, (20) и (21). Следовательно, наши решения (18) и (19) верны и могут
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В системе (17) члены бесконечных рядов имеют оригиналы обратного преобразования
Лапласа, которые можно найти, например в книгах [21, 22]. Поэтому окончательно получим
искомое решение в общем виде для определения напоров (УПВ) под дорогой и за её
пределами, зависящее от времени растекания купола грунтовых вод в виде такой системы:
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(18) 

причём все обозначения для расчёта по данным формулам показаны на рисунке 2 и в
пояснениях к уравнениям (7) и (15). Функция erfc – это дополнительный интеграл вероятности. В
русской версии электронных таблиц MS Excel она обозначена как ДФОШ (дополнительная
функция ошибок).

Легко заметить по внешнему виду формул (18), что в зоне под дорогой происходит
нестационарное опускание свободной поверхности грунтовых вод, а во внешней зоне за 
пределами дороги, наоборот, будет подъём, то есть подтопление с повышением УПВ. Такое 
утверждение основано на правой части решения в виде поправки H1 со знаком минус
(опускание) и поправки H2 со знаком плюс (подтопление).

На основе полученного решения (18) можно записать формулу для вычисления
нестационарного опускания центра купола подземных вод при x=0 в виде такого частного 
случая для середины дороги:
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ОБСУЖДЕНИЕ

Сравним полученные новые решения (18) и (19) с известными в мировой практике
результатами. Академик П.Я. Полубаринова-Кочина [29, 30, 31] получила нестационарное
решение для напоров подземных вод в однородном пласте в общем виде
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а для центра купола при x=0 в виде
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Наши формулы (18) и (19) при m0=1 и k0=1 переходят в формулы П.Я. Полубариновой-
Кочиной, соответственно, (20) и (21). Следовательно, наши решения (18) и (19) верны и могут
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причём все обозначения для расчёта по данным формулам показаны на рисунке 2 и в пояснениях 
к уравнениям (7) и (15). Функция erfc – это дополнительный интеграл вероятности. В русской вер-
сии электронных таблиц MS Excel она обозначена как ДФОШ (дополнительная функция ошибок).

Легко заметить по внешнему виду формул (18), что в зоне под дорогой происходит неста-
ционарное опускание свободной поверхности грунтовых вод, а во внешней зоне за пределами 
дороги, наоборот, будет подъём, то есть подтопление с повышением УПВ. Такое утверждение 
основано на правой части решения в виде поправки H1 со знаком минус (опускание) и поправки 
H2 со знаком плюс (подтопление).

На основе полученного решения (18) можно записать формулу для вычисления нестационар-
ного опускания центра купола подземных вод при x=0 в виде такого частного случая для середи-
ны дороги:
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В системе (17) члены бесконечных рядов имеют оригиналы обратного преобразования
Лапласа, которые можно найти, например в книгах [21, 22]. Поэтому окончательно получим
искомое решение в общем виде для определения напоров (УПВ) под дорогой и за её
пределами, зависящее от времени растекания купола грунтовых вод в виде такой системы:
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причём все обозначения для расчёта по данным формулам показаны на рисунке 2 и в
пояснениях к уравнениям (7) и (15). Функция erfc – это дополнительный интеграл вероятности. В
русской версии электронных таблиц MS Excel она обозначена как ДФОШ (дополнительная
функция ошибок).

Легко заметить по внешнему виду формул (18), что в зоне под дорогой происходит
нестационарное опускание свободной поверхности грунтовых вод, а во внешней зоне за 
пределами дороги, наоборот, будет подъём, то есть подтопление с повышением УПВ. Такое 
утверждение основано на правой части решения в виде поправки H1 со знаком минус
(опускание) и поправки H2 со знаком плюс (подтопление).

На основе полученного решения (18) можно записать формулу для вычисления
нестационарного опускания центра купола подземных вод при x=0 в виде такого частного 
случая для середины дороги:
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ОБСУЖДЕНИЕ

Сравним полученные новые решения (18) и (19) с известными в мировой практике
результатами. Академик П.Я. Полубаринова-Кочина [29, 30, 31] получила нестационарное
решение для напоров подземных вод в однородном пласте в общем виде
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Наши формулы (18) и (19) при m0=1 и k0=1 переходят в формулы П.Я. Полубариновой-
Кочиной, соответственно, (20) и (21). Следовательно, наши решения (18) и (19) верны и могут
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В системе (17) члены бесконечных рядов имеют оригиналы обратного преобразования
Лапласа, которые можно найти, например в книгах [21, 22]. Поэтому окончательно получим
искомое решение в общем виде для определения напоров (УПВ) под дорогой и за её
пределами, зависящее от времени растекания купола грунтовых вод в виде такой системы:
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причём все обозначения для расчёта по данным формулам показаны на рисунке 2 и в
пояснениях к уравнениям (7) и (15). Функция erfc – это дополнительный интеграл вероятности. В
русской версии электронных таблиц MS Excel она обозначена как ДФОШ (дополнительная
функция ошибок).

Легко заметить по внешнему виду формул (18), что в зоне под дорогой происходит
нестационарное опускание свободной поверхности грунтовых вод, а во внешней зоне за 
пределами дороги, наоборот, будет подъём, то есть подтопление с повышением УПВ. Такое 
утверждение основано на правой части решения в виде поправки H1 со знаком минус
(опускание) и поправки H2 со знаком плюс (подтопление).

На основе полученного решения (18) можно записать формулу для вычисления
нестационарного опускания центра купола подземных вод при x=0 в виде такого частного 
случая для середины дороги:
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ОБСУЖДЕНИЕ

Сравним полученные новые решения (18) и (19) с известными в мировой практике
результатами. Академик П.Я. Полубаринова-Кочина [29, 30, 31] получила нестационарное
решение для напоров подземных вод в однородном пласте в общем виде
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а для центра купола при x=0 в виде
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Наши формулы (18) и (19) при m0=1 и k0=1 переходят в формулы П.Я. Полубариновой-
Кочиной, соответственно, (20) и (21). Следовательно, наши решения (18) и (19) верны и могут
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В системе (17) члены бесконечных рядов имеют оригиналы обратного преобразования
Лапласа, которые можно найти, например в книгах [21, 22]. Поэтому окончательно получим
искомое решение в общем виде для определения напоров (УПВ) под дорогой и за её
пределами, зависящее от времени растекания купола грунтовых вод в виде такой системы:
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причём все обозначения для расчёта по данным формулам показаны на рисунке 2 и в
пояснениях к уравнениям (7) и (15). Функция erfc – это дополнительный интеграл вероятности. В
русской версии электронных таблиц MS Excel она обозначена как ДФОШ (дополнительная
функция ошибок).

Легко заметить по внешнему виду формул (18), что в зоне под дорогой происходит
нестационарное опускание свободной поверхности грунтовых вод, а во внешней зоне за 
пределами дороги, наоборот, будет подъём, то есть подтопление с повышением УПВ. Такое 
утверждение основано на правой части решения в виде поправки H1 со знаком минус
(опускание) и поправки H2 со знаком плюс (подтопление).

На основе полученного решения (18) можно записать формулу для вычисления
нестационарного опускания центра купола подземных вод при x=0 в виде такого частного 
случая для середины дороги:
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Сравним полученные новые решения (18) и (19) с известными в мировой практике
результатами. Академик П.Я. Полубаринова-Кочина [29, 30, 31] получила нестационарное
решение для напоров подземных вод в однородном пласте в общем виде
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а для центра купола при x=0 в виде
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Наши формулы (18) и (19) при m0=1 и k0=1 переходят в формулы П.Я. Полубариновой-
Кочиной, соответственно, (20) и (21). Следовательно, наши решения (18) и (19) верны и могут
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Наши формулы (18) и (19) при m0=1 и k0=1 переходят в формулы П.Я. Полубариновой-Кочи-
ной, соответственно, (20) и (21). Следовательно, наши решения (18) и (19) верны и могут быть ре-
комендованы к использованию при расчёте защиты от подтопления в городском строительстве.

Выясним, являются ли полученные нами формулы (18) и (19) надёжными и удобными для 
инженеров, работающих в сфере городского строительства, сталкивающихся с проблемой подто-
пления. Материалы статьи могут быть использованы работниками дорожного хозяйства и благо-
устройства, а также специалистами по эксплуатации и обслуживанию объектов жилищно-комму-
нального хозяйства (ЖКХ).

Городские дороги в основном являются типичными линейными объектами. Поэтому начало 
изложения основной части статьи было представлено решением проблемы нестационарного 
растекания купола подтопления под городской дорогой (см. рисунок 2).  Для зданий и сооружений 
как объектов ЖКХ случай рассмотрения линейной нестационарной задачи подтопления под ними 
надо начинать с критерия соотношения сторон строительного объекта, то есть отношения длины 
к ширине. Если это отношение больше 5, то с точки зрения теории фильтрации, которая лежит 
в основе методологии защиты от подтопления, такой строительный объект является линейным 
[32]. Поэтому можно применять наши формулы (18) и (19). Сказанное определяет область приме-
нения методологии, представленной в данной работе.

Продемонстрируем на конкретном примере надёжность и удобство полученных зависимостей 
(18) и (19). Ещё в 1980-х годах прошлого века подобные формулы считались бы громоздкими, то 
есть не очень удобными для инженеров. Особенно может смутить бесконечная сумма, применён-
ная в (18) и (19). Однако в настоящее время (2019 год) можно использовать для расчёта любую 
доступную компьютерную программу. Например, электронные таблицы MS Excel. Члены суммы 
быстро убывают и можно ограничиться 10 членами.

Наш пример рассмотрим с исходными данными для наиболее важного случая по формуле 
(19), соответствующего центру купола подтопления (см. рисунок 2). Имеем линейный объект го-
родского строительства (дорога, здание или сооружение). В его основании образовался купол 
подтопления. Под дорогой причиной этого может быть весеннее оттаивание сезонной мерзлоты. 
Под зданием причиной подтопления может быть внезапная утечка воды в подвале из водопрово-
да, канализации или теплосети. Требуется рассчитать, на какую величину опустится центр купола 
подземных вод спустя t = 3 сут после возникновения подтопления под дорогой, половина ширины 
которой В = 6 м (см. рисунок 2).

Гидрогеологические параметры под объектом и на прилегающей территории определены с по-
мощью бурения для суглинков, подстилаемых водоупорными глинами (см. рисунок 2). Коэффици-
енты фильтрации: k1 = 0,05 м/сут, k2 = 0,5 м/сут, k0 = 10; коэффициенты водоотдачи:  m1 = m2 = 0,05, 
m0 = 1. Напоры: Hе = 5 м, Hк = 8 м, разность напоров DHн = 3 м. Коэффициент уровнепроводности 
a = k2∙He/m2 = 0,05∙5/0,05 = 5 м2/сут. Параметр с = k0/m0 = 10/1 = 10. Дополнительный параметр по 
формуле (15) будет

быть рекомендованы к использованию при расчёте защиты от подтопления в городском
строительстве.

Выясним, являются ли полученные нами формулы (18) и (19) надёжными и удобными для
инженеров, работающих в сфере городского строительства, сталкивающихся с проблемой
подтопления. Материалы статьи могут быть использованы работниками дорожного хозяйства и
благоустройства, а также специалистами по эксплуатации и обслуживанию объектов жилищно-
коммунального хозяйства (ЖКХ).

Городские дороги в основном являются типичными линейными объектами. Поэтому начало 
изложения основной части статьи было представлено решением проблемы нестационарного
растекания купола подтопления под городской дорогой (см. рисунок 2). Для зданий и
сооружений как объектов ЖКХ случай рассмотрения линейной нестационарной задачи
подтопления под ними надо начинать с критерия соотношения сторон строительного объекта, то 
есть отношения длины к ширине. Если это отношение больше 5, то с точки зрения теории
фильтрации, которая лежит в основе методологии защиты от подтопления, такой строительный
объект является линейным [32]. Поэтому можно применять наши формулы (18) и (19).
Сказанное определяет область применения методологии, представленной в данной работе.

Продемонстрируем на конкретном примере надёжность и удобство полученных
зависимостей (18) и (19). Ещё в 1980-х годах прошлого века подобные формулы считались бы
громоздкими, то есть не очень удобными для инженеров. Особенно может смутить бесконечная
сумма, применённая в (18) и (19). Однако в настоящее время (2019 год) можно использовать
для расчёта любую доступную компьютерную программу. Например, электронные таблицы MS
Excel. Члены суммы быстро убывают и можно ограничиться 10 членами.

Наш пример рассмотрим с исходными данными для наиболее важного случая по формуле 
(19), соответствующего центру купола подтопления (см. рисунок 2). Имеем линейный объект
городского строительства (дорога, здание или сооружение). В его основании образовался купол
подтопления. Под дорогой причиной этого может быть весеннее оттаивание сезонной мерзлоты.
Под зданием причиной подтопления может быть внезапная утечка воды в подвале из
водопровода, канализации или теплосети. Требуется рассчитать, на какую величину опустится
центр купола подземных вод спустя t = 3 сут после возникновения подтопления под дорогой,
половина ширины которой В = 6 м (см. рисунок 2).

Гидрогеологические параметры под объектом и на прилегающей территории определены с
помощью бурения для суглинков, подстилаемых водоупорными глинами (см. рисунок 2).
Коэффициенты фильтрации: k1 = 0,05 м/сут, k2 = 0,5 м/сут, k0 = 10; коэффициенты водоотдачи:
m1 = m2 = 0,05, m0 = 1. Напоры: Hе = 5 м, Hк = 8 м, разность напоров ∆Hн = 3 м. Коэффициент
уровнепроводности a = k2∙He/m2 = 0,05∙5/0,05 = 5 м2/сут. Параметр с = k0/m0 = 10/1 = 10.
Дополнительный параметр по формуле (15) будет
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Рассчитаем положение центра купола подтопления по нашей формуле (18) для планово-
неоднородного водоносного пласта. Затем сравним с расчётом по формуле для планово-
однородного пласта (21) по П.Я. Полубариновой-Кочиной. Для упрощения расчёта используем
электронные таблицы MS Excel. При этом помним, что в русской версии Excel функция
дополнительного интеграла вероятности erfc() обозначена как ДФОШ(), а функция erf()
обозначена как ФОШ(). Результаты сравнительных расчётов такие.

По нашей формуле (18) через 3 суток напор подземных вод в центре купола
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то есть уровень подземных вод (УПВ) опустился на 8 – 7,61 = 0,39 м.
По формуле П.Я. Полубариновой-Кочиной (21) напор подземных вод в центре купола

Рассчитаем положение центра купола подтопления по нашей формуле (18) для планово- не-
однородного водоносного пласта. Затем сравним с расчётом по формуле для планово- однород-
ного пласта (21) по П.Я. Полубариновой-Кочиной. Для упрощения расчёта используем электрон-
ные таблицы MS Excel. При этом помним, что в русской версии Excel функция дополнительного 
интеграла вероятности erfc() обозначена как ДФОШ(), а функция erf() обозначена как ФОШ(). Ре-
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подтопления. Материалы статьи могут быть использованы работниками дорожного хозяйства и
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Городские дороги в основном являются типичными линейными объектами. Поэтому начало 
изложения основной части статьи было представлено решением проблемы нестационарного
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подтопления под ними надо начинать с критерия соотношения сторон строительного объекта, то 
есть отношения длины к ширине. Если это отношение больше 5, то с точки зрения теории
фильтрации, которая лежит в основе методологии защиты от подтопления, такой строительный
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сумма, применённая в (18) и (19). Однако в настоящее время (2019 год) можно использовать
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однородного пласта (21) по П.Я. Полубариновой-Кочиной. Для упрощения расчёта используем
электронные таблицы MS Excel. При этом помним, что в русской версии Excel функция
дополнительного интеграла вероятности erfc() обозначена как ДФОШ(), а функция erf()
обозначена как ФОШ(). Результаты сравнительных расчётов такие.

По нашей формуле (18) через 3 суток напор подземных вод в центре купола

( ) ,61,7
35102
612erfc52,0

1101
328

10

0
1 мnH

n

n =





⋅⋅
⋅+⋅⋅

+⋅
⋅−= ∑

=

то есть уровень подземных вод (УПВ) опустился на 8 – 7,61 = 0,39 м.
По формуле П.Я. Полубариновой-Кочиной (21) напор подземных вод в центре купола

то есть уровень подземных вод (УПВ) опустился на 8 – 7,61 = 0,39 м.
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(21) напор подземных вод в центре купола
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то есть уровень подземных вод (УПВ) рассчитан с опусканием 8 – 7,18 = 0,82 м, что примерно в
2 раза завышает реальное опускание купола подтопления в планово-неоднородном пласте.
Поэтому по нашей формуле (18) прогноз подтопления более надёжный.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в представленной работе последовательно, от простого к сложному,
продемонстрировано решение задач нестационарной фильтрации подземных вод при защите от
подтопления в городском строительстве с помощью операторного метода с использованием
преобразований Лапласа. Это позволяет получить надёжные формулы, по которым можно 
рассчитать уровень подземных вод. Представленная методология даёт возможность довести
получаемые зависимости до инженерного вида. Это позволит научно обосновать практические 
решения и мероприятия по защите от подтопления в городском строительстве. Работа имеет
постановочный характер нового направления. Предполагается продолжение развития идей и
методов теории фильтрации в городском строительстве с помощью операторного метода,
позволяющего решать нестационарные задачи, которые наиболее достоверно описывают
реальные процессы в природе и техногенной среде на застраиваемых и застроенных
территориях.
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ционарной фильтрации подземных вод при 
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