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МОСТОВОГО КРАНА ПРИ МОДЕЛИРОВАНИИ ГАШЕНИЯ 
ПРОСТРАНСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ ГРУЗА
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АННОТАЦИЯ
Введение. Для динамической системы плоского маятника с затуханием колебаний, описы-
вающей колебания груза мостового крана на гибком канатном подвесе в отдельной верти-
кальной плоскости, предложено решение задачи перемещения груза на заданное расстояние 
с выполнением условия полного гашения его неуправляемых маятниковых пространственных 
колебаний. 
Материалы и методы. Использован принцип пересчета временных зависимостей углов от-
клонения грузового каната от вертикали в зависимости ускорений, скоростей и перемещений 
точки подвеса груза на грузовой тележке в отдельной плоскости движения моста либо гру-
зовой тележки. Учтены кинематические ограничения на перемещения точки подвеса груза в 
виде максимально достижимых ускорений и скоростей моста и грузовой тележки крана. 
Результаты. Подтверждена гипотеза о соблюдении принципа суперпозиции колебаний при 
совместном перемещении груза в двух взаимно перпендикулярных вертикальных плоскостях 
пространства при малых значениях углов отклонения грузового каната от вертикали.
Обсуждение и заключение. Проведена оценка точности суперпозиции плоских моделей 
маятниковой системы мостового крана при гашении пространственных колебаний гру-
за. Пространственные перемещения груза в двух взаимно перпендикулярных вертикальных 
плоскостях пространства могут быть с достаточной для практических целей точностью 
смоделированы с использованием сравнительно несложной плоской математической модели 
маятниковой системы мостового крана с грузом.
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ВВЕДЕНИЕ
Раскачивание и маятниковые колебания 

груза, перемещаемого мостовым краном (МК), 
обусловлены гибкостью канатного подвеса 
груза. При отсутствии целенаправленного га-
шения колебаний любые перемещения гру-
за приводят к его большему или меньшему 
раскачиванию, в котором, как правило, всег-
да присутствует неуправляемая компонен-
та. Колебания увеличивают время цикла МК, 
снижают не только производительность, но и 
безопасность работ [1, 2, 3]. Возможно полное 
гашение неуправляемой компоненты маятни-
ковых колебаний груза в отдельной плоскости. 
Для этого предлагается перемещать точку 
подвеса груза (грузовую тележку МК) по не-
которой нелинейной временной зависимости 
(траектории), которая не только подавляет 
неуправляемую компоненту колебаний, но и 
обеспечивает заданную временную зависи-
мость угла отклонений грузового каната МК от 
вертикали. 

Известные методы синтеза указанной тра-
ектории точки подвеса маятниковой системы 
[3, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12] имеют общий недо-
статок в виде сравнительно большой погреш-
ности реализации как угла отклонения грузо-
вого каната МК от вертикали, так и линейных 
координат перемещаемого груза. Либо угол 
отклонения грузового каната МК от вертика-
ли вообще не отслеживается и не контроли-
руется. Время перемещения при подавлении 
раскачиваний груза, как правило, увеличива-
ется. Известные алгоритмы характеризуются 
сравнительной сложностью и необходимостью 
применения специфического математического 
аппарата, такого как нечеткая логика [3], тео-
рия оптимального управления [4], шейпинг-у-
правление [11] и др.

В связи с изложенным была поставлена 
цель разработки такой сравнительно неслож-
ной математической модели, которая позволя-
ла бы не только ограничивать неуправляемые 
раскачивания груза в отдельной плоскости (в 
направлении движения моста или грузовой 
тележки МК), но и при использовании супер-
позиции (наложения) гашения колебаний в 
пространстве давала бы достаточно точные 
результаты. Основной задачей данной работы 
являлась оценка точности суперпозиции двух 
плоских моделей маятниковой системы мосто-
вого крана при ограничении пространствен-
ных колебаний груза (вызываемые одновре-

менным движением как моста, так и грузовой 
тележки МК). 

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Для синтеза искомой нелинейной времен-

ной зависимости перемещения точки подвеса 
груза (грузовой тележки), подавляющей не-
управляемые колебания, авторами предло-
жено использовать математическую модель 
плоского маятника в виде известного нелиней-
ного дифференциального уравнения второго 
порядка [13, 14, 15, 16, 17]

нения специфического математического аппарата, такого как нечеткая логика [3], теория оптималь-
ного управления [4], шейпинг-управление [11] и др.

В связи с изложенным была поставлена цель разработки такой сравнительно несложной мате-
матической модели, которая позволяла бы не только ограничивать неуправляемые раскачивания
груза в отдельной плоскости (в направлении движения моста или грузовой тележки МК), но и при
использовании суперпозиции (наложения) гашения колебаний в пространстве давала бы достаточ-
но точные результаты. Основной задачей данной работы являлась оценка точности суперпозиции
двух плоских моделей маятниковой системы мостового крана при ограничении пространственных
колебаний груза (вызываемые одновременным движением как моста, так и грузовой тележки МК).

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Для синтеза искомой нелинейной временной зависимости перемещения точки подвеса груза 

(грузовой тележки), подавляющей неуправляемые колебания, авторами предложено использовать
математическую модель плоского маятника в виде известного нелинейного дифференциального 
уравнения второго порядка [13, 14, 15, 16, 17]

(2 / ) ( / ) sin( ) ( / ) cos( ) 0q b m q g L q x L q+ ⋅ + ⋅ + ⋅ =   ,         (1)

где m – масса груза, кг; L – длина грузового каната МК от подвижной точки подвеса на грузовой те-
лежке (центр блока роликов полиспаста) до центра масс груза, м; b – приведенный к угловой коор-
динате коэффициент вязкого трения, задающий меру диссипации энергии, Н∙м∙с/рад; , ,q q q  –
угол отклонения грузового каната МК от гравитационной вертикали и его первые две производные 
по времени соответственно, рад, рад/с, рад/с2; g = 9,81 – ускорение свободного падения, м/с2; x –
линейное ускорение точки подвеса груза в горизонтальном направлении движения грузовой тележ-
ки, м/с2.

Были приняты допущения о постоянстве длины грузового каната L в процессе перемещения
груза, о бесступенчатом характере регулирования скорости x и ускорения x разгона и торможе-
ния точки подвеса груза (грузовой тележки МК, что обеспечивает ЧРП) в горизонтальном направ-
лении, и о пренебрежимо малом влиянии массы перемещаемого груза и подвижных звеньев МК на 
управляемый параметр ускорения точки подвеса x .

Авторами разработан алгоритм перемещения груза в режиме гашения колебаний, синтезирую-
щий непрерывное (бесступенчатое) управление точкой подвеса, которое может быть реализовано
при помощи частотно-регулируемых приводов (ЧРП) МК. Перспективными ЧРП оснащаются боль-
шинство изготовляемых в настоящее время МК. Алгоритм учитывает ограничения в виде макси-
мальных скорости и ускорения подвижной точки подвеса груза на МК (грузовой тележки).

Груз из состояния покоя на вертикальном канатном подвесе перемещался МК на заданное рас-
стояние lx. После перемещения (в момент времени T) груз также находился в состоянии, близком к
состоянию покоя (отсутствие остаточных колебаний).

Использован принцип пересчета временной зависимости q(t) угла отклонения грузового каната 
от вертикали в зависимости ускорений, скоростей и перемещений точки подвеса груза на грузовой
тележке. Зависимость q(t) задавалась в виде суммы четырех элементарных сигмоидальных функ-
ций [7, 9, 17, 18]

( ) ( ) ( ) ( )1 3 2 4( ) / ( 1) / ( 1) / ( 1) / ( 1)k c t k c t k c t k c tq t A e A e A e A e− − − − − −= + − + + + − + ,           (2)

где А – амплитуда угла наклона грузового каната МК во время перемещения груза, рад; k – коэф-
фициент крутизны нарастания и спада значения угла q; c1, c2 – временные значения локальных
центров нарастания и спада угла наклона грузового каната МК в положительном направлении (раз-
гон МК с грузом), с; c3, c4 – временные значения локальных центров нарастания и спада угла 
наклона грузового каната МК в отрицательном направлении (торможение МК с грузом при прибли-
жении к целевой точке), с.

 , (1)

где m – масса груза, кг; L – длина грузового ка-
ната МК от подвижной точки подвеса на грузо-
вой тележке (центр блока роликов полиспаста) 
до центра масс груза, м; b – приведенный к 
угловой координате коэффициент вязкого 
трения, задающий меру диссипации энергии, 
Н∙м∙с/рад; , ,q q q   – угол отклонения грузово-
го каната МК от гравитационной вертикали и 
его первые две производные по времени соот-
ветственно, рад, рад/с, рад/с2; g = 9,81 – уско-
рение свободного падения, м/с2; x  – линейное 
ускорение точки подвеса груза в горизонталь-
ном направлении движения грузовой тележки, 
м/с2.

Были приняты допущения о постоянстве 
длины грузового каната L в процессе пере-
мещения груза, о бесступенчатом характере 
регулирования скорости x  и ускорения x  
разгона и торможения точки подвеса груза 
(грузовой тележки МК, что обеспечивает ЧРП) 
в горизонтальном направлении, и о пренебре-
жимо малом влиянии массы перемещаемого 
груза и подвижных звеньев МК на управляе-
мый параметр ускорения точки подвеса x .

Авторами разработан алгоритм перемеще-
ния груза в режиме гашения колебаний, син-
тезирующий непрерывное (бесступенчатое) 
управление точкой подвеса, которое может 
быть реализовано при помощи частотно-ре-
гулируемых приводов (ЧРП) МК. Перспектив-
ными ЧРП оснащаются большинство изго-
товляемых в настоящее время МК. Алгоритм 
учитывает ограничения в виде максимальных 
скорости и ускорения подвижной точки подве-
са груза на МК (грузовой тележки).

Груз из состояния покоя на вертикальном 
канатном подвесе перемещался МК на задан-
ное расстояние lx. После перемещения (в мо-
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мент времени T) груз также находился в состо-
янии, близком к состоянию покоя (отсутствие 
остаточных колебаний). 

Использован принцип пересчета времен-
ной зависимости q(t) угла отклонения грузово-
го каната от вертикали в зависимости ускоре-
ний, скоростей и перемещений точки подвеса 
груза на грузовой тележке. Зависимость q(t) 
задавалась в виде суммы четырех элементар-
ных сигмоидальных функций [7, 9, 17, 18]
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шинство изготовляемых в настоящее время МК. Алгоритм учитывает ограничения в виде макси-
мальных скорости и ускорения подвижной точки подвеса груза на МК (грузовой тележки).

Груз из состояния покоя на вертикальном канатном подвесе перемещался МК на заданное рас-
стояние lx. После перемещения (в момент времени T) груз также находился в состоянии, близком к
состоянию покоя (отсутствие остаточных колебаний).

Использован принцип пересчета временной зависимости q(t) угла отклонения грузового каната 
от вертикали в зависимости ускорений, скоростей и перемещений точки подвеса груза на грузовой
тележке. Зависимость q(t) задавалась в виде суммы четырех элементарных сигмоидальных функ-
ций [7, 9, 17, 18]
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где А – амплитуда угла наклона грузового каната МК во время перемещения груза, рад; k – коэф-
фициент крутизны нарастания и спада значения угла q; c1, c2 – временные значения локальных
центров нарастания и спада угла наклона грузового каната МК в положительном направлении (раз-
гон МК с грузом), с; c3, c4 – временные значения локальных центров нарастания и спада угла 
наклона грузового каната МК в отрицательном направлении (торможение МК с грузом при прибли-
жении к целевой точке), с.

нения специфического математического аппарата, такого как нечеткая логика [3], теория оптималь-
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МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
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Аналитическое дифференцирование выра-
жения (2) позволяет в символьном виде полу-
чить выражения для первой ( )q t  и второй ( )q t  
производных угла наклона каната, которые не 
приводятся вследствие больших размеров 
формул. Выражение ускорения точки подвеса 
x  из (1) имеет вид

Аналитическое дифференцирование выражения (2) позволяет в символьном виде получить
выражения для первой ( )q t и второй ( )q t производных угла наклона каната, которые не приводят-
ся вследствие больших размеров формул. Выражение ускорения точки подвеса x из (1) имеет вид

2 sin / ) / cos( / ( ) ( )L b g Lx q q m q q− + + ⋅=   . (3)

Подстановка аналитических выражений ( )q t и ( )q t в (3) позволяет получить аналитическое 
выражение ( )x t .

Вывод аналитических выражений интегралов ( )x t и x(t) затруднен. Поэтому вектор дискретных
значений зависимости ускорения точки подвеса от времени ( )x t дважды интегрировался при по-
мощи известного численного метода трапеций [19, 20]. В результате формировался вектор дис-
кретных значений перемещения точки подвеса x(t).

Последовательная оптимизация значений параметров A, k, c1, c2, c3, c4, входящих в выражение 
(2), может быть выполнена различными способами. Авторами было установлено путем вычисли-
тельных экспериментов, что указанная оптимизация позволит не только учесть ограничения на
предельные максимальные значения скорости limx и ускорения limx точки подвеса груза, но и пе-
реместить груз на заданное расстояние lx. Поскольку первым в разработанном алгоритме вычисля-
ется временной ряд значений угла наклона грузового каната по (2), алгоритм обеспечивает полную
управляемость углом отклонения грузового каната, когда последний в процессе перемещения гру-
за достигает точно заданного максимального значения. Это гарантирует максимальное быстродей-
ствие.

Рисунок 1 – Пространственная имитационная модель мостового крана с грузом в системе MATLAB
SimMechanics Second Generation

Figure 1 – Spatial simulation model of the bridge crane with a load in the MATLAB SimMechanics Second Generation system
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РЕЗУЛЬТАТЫ
Вычислительными экспериментами была 

подтверждена гипотеза о соблюдении прин-
ципа суперпозиции при совместном переме-
щении груза вдоль двух взаимно перпендику-
лярных горизонтально расположенных осей 
X и Z неподвижной системы координат OXYZ, 
когда углы отклонения грузового каната от вер-
тикали достаточно малы (max 1 – 3°). Оценка 
точности суперпозиции двух плоских моделей 
маятниковой системы мостового крана при 
перемещении груза по пространственной тра-
ектории в режиме гашения колебаний выпол-
нялась по критерию абсолютной погрешности 
линейных координат условного центра груза Δ:
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где xg i и zg i – координаты груза вдоль осей OX и OZ соответственно на шаге времени i, полученные 
независимо друг от друга по разработанному алгоритму с использованием уравнений (1) – (3); xgsm i
и zgsm i – координаты груза вдоль осей OX и OZ соответственно на шаге времени i, полученные од-
новременно на общей пространственной модели МК с грузом в системе MATLAB SimMechanics
Second Generation (см. рисунок 1).

В качестве допущения трехмерная имитационная модель МК в системе MATLAB SimMechanics
Second Generation рассматривалась как эталонный объект, идентичный реальному МК. Относи-
тельно перемещений имитационной модели МК рассчитывалась погрешность.
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где xg i и zg i – координаты груза вдоль осей 
OX и OZ соответственно на шаге времени i, 
полученные независимо друг от друга по раз-
работанному алгоритму с использованием 
уравнений (1) – (3); xgsm i и zgsm i – координаты 
груза вдоль осей OX и OZ соответственно на 
шаге времени i, полученные одновременно 
на общей пространственной модели МК с гру-
зом в системе MATLAB SimMechanics Second 
Generation (см. рисунок 1). 

В качестве допущения трехмерная ими-
тационная модель МК в системе MATLAB 
SimMechanics Second Generation рассматри-
валась как эталонный объект, идентичный 
реальному МК. Относительно перемещений 
имитационной модели МК рассчитывалась по-
грешность.

Мосту и грузовой тележке МК в простран-
ственной имитационной модели одновремен-
но сообщали движения, по отдельности син-
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Рисунок 1 – Пространственная имитационная модель мостового крана с грузом  
в системе MATLAB SimMechanics Second Generation

Figure 1 – Spatial simulation model of the bridge crane with a load in the MATLAB SimMechanics Second Generation system
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тезированные разработанным алгоритмом 
по координатам X и Z соответственно. В ре-
зультате груз при моделировании в системе 
MATLAB перемещался по пространственной 
траектории (см. рисунок 2, а).

Постоянные значения массы груза, длины 
каната и коэффициента диссипации состав-
ляли m=100 кг, L=10 м, b=0,5 Н∙м∙с/рад. Огра-
ничения максимальных значений скорости 
и ускорения точки подвеса груза принимали 
также постоянные значения limx =1,5 м/с и limx
=0,4 м/с2 для моста и limz =0,7 м/с и limz =0,5 м/
с2 для грузовой тележки соответственно. Углы 
отклонения грузового каната в направлениях 
осей OX и OZ не превышали 2°.

Использовался центральный симметрич-
ный план вычислительного эксперимента. Ва-
рьируемыми параметрами при этом выступа-
ли: расстояния перемещений груза lx и lz вдоль 
координатных осей OX и OZ соответственно, 
задержка времени τ при движении вдоль оси 
OZ.

В центре симметричного плана вычисли-
тельного эксперимента указанные параметры 
принимали значения lx = 15 м, lz = 10 м, τ = 5 с. 
Диапазоны варьирования параметров имели 
вид: lx = [13:1:17] м; lz = [8:1:12] м; τ = [3:1:7] с.

Результаты вычислительного эксперимента 
приведены на рисунке 2, б.

Рисунок 2 – Траектории движения груза и подвеса (вид сверху)
в центральной точке плана вычислительного эксперимента (а);

зависимости абсолютной погрешности линейных координат условного центра груза Δ
от расстояний перемещений груза lx и lz вдоль координатных осей OX и OZ соответственно и задержки времени τ (б)

Figure 2 – Trajectory of cargo movement and suspension (top view) in the central point of the plan of the computing experiment (a);
dependence of the linear coordinates’ absolute error of the conditional center

on the load Δ from the displacements of the load lx and lz along the coordinate axes OX and OZ, and the time delay τ (b)

Мосту и грузовой тележке МК в пространственной имитационной модели одновременно сооб-
щали движения, по отдельности синтезированные разработанным алгоритмом по координатам X и
Z соответственно. В результате груз при моделировании в системе MATLAB перемещался по про-
странственной траектории (см. рисунок 2, а).

Постоянные значения массы груза, длины каната и коэффициента диссипации составляли
m=100 кг, L=10 м, b=0,5 Н∙м∙с/рад. Ограничения максимальных значений скорости и ускорения точ-
ки подвеса груза принимали также постоянные значения limx =1,5 м/с и limx =0,4 м/с2 для моста и limz
=0,7 м/с и limz =0,5 м/с2 для грузовой тележки соответственно. Углы отклонения грузового каната в
направлениях осей OX и OZ не превышали 2°.
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условного центра груза Δ от расстояний перемещений груза lx и lz вдоль координатных осей OX и OZ 
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Figure 2 – Trajectory of cargo movement and suspension (top view) in the central point of the plan of the computing experiment 
(a); dependence of the linear coordinates’ absolute error of the conditional center 

on the load Δ from the displacements of the load lx and lz along the coordinate axes OX and OZ,  
and the time delay t (b)
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Анализ приведенных на рисунке 2 результа-

тов позволил сделать следующие выводы. Ва-
рьирование линейных размеров исследуемой 
траектории и задержки времени при движении 
вдоль второй горизонтальной оси приводит к 
незначительным (± 10%) изменениям абсо-
лютной погрешности линейных координат ус-
ловного центра груза Δ относительно эталон-
ной траектории, полученной с использованием 
пространственной имитационной модели. При 
этом все три варьируемых параметра оказы-
вают примерно равное влияние на точность. 
Абсолютная погрешность при всех сочетани-
ях варьируемых параметров не превышает  
0,01 м, что можно считать достаточной точно-
стью при перемещениях груза МК. 

Таким образом, пространственные переме-
щения груза в двух взаимно перпендикуляр-
ных вертикальных плоскостях пространства 
могут быть описаны и смоделированы без 
использования сравнительно сложной про-
странственной имитационной модели МК. Для 
этого предлагается использовать суперпози-
цию плоских колебаний груза в двух взаимно 
перпендикулярных плоскостях. Математиче-
ская модель плоских колебаний позволяет не 
только переместить груз на заданное расстоя-
ние с выполнением условия полного гашения 
его неуправляемых маятниковых простран-
ственных колебаний, но и обеспечить полную 
управляемость углами отклонений грузового 
каната и линейными координатами груза. 
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ACCURACY EVALUATION OF THE BRIDGE CRANE FLAT 
MODELS’ SUPERPOSITION AT MODELING THE SATURATION OF 
CARGO SPATIAL VIBRATIONS 

M.S. Korytov, V.S. Shcherbakov

ABSTRACT
Introduction. A solution of the problem of moving the load to a given distance is proposed in the 
article with the fulfillment of the condition for complete quenching of the uncontrollable pendulum spatial 
oscillations for the plane pendulum dynamical system with oscillations’ damping describing the load 
oscillations of the bridge crane on a flexible cable suspension in a separate vertical plane.
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Materials and methods. The recalculation principle of the time dependences of the cargo rope deviation 
from the dependence of the vertical acceleration, speed and movement of the load suspension on the 
freight trolley in a separate bridge plane or the freight trolley. The kinematic restrictions on the movement 
of the cargo suspension point in the form of the maximum achievable accelerations, speeds of the 
bridge and the truck of the crane are taken into account in the research.
Results. The principle hypothesis of the swings’ superposition in the joint cargo movement of two 
mutually perpendicular vertical planes is confirmed with small deviation angles’ values of the load rope 
from the vertical position.
Discussion and conclusion. The accuracy of the superposition of the bridge crane pendulum system 
flat models is evaluated in the process of suppressing the spatial cargo swings. The spatial cargo 
movement in two mutually perpendicular vertical planes could be simulated with sufficient accuracy 
for practical purposes using a relatively simple flat mathematical model of the loaded bridge crane 
pendulum system.

KEYWORDS: bridge crane, superposition, damping of cargo swings, pendulum system, rope swing, 
swing limits.
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АННОТАЦИЯ
Введение. Развитие современной техники выдвигает новые и более высокие требования к 
физико-механическим свойствам полимерных композиционных материалов, широко приме-
няемых в узлах трения (подшипников, герметизирующих устройств и т.п.) машин общего, 
специального назначения: транспортных, дорожно-строительных, горных. Это обуславли-
вает актуальность задачи создания новых полимерных нанокомпозитов триботехнического 
назначения с высокими физико-механическими и триботехническими свойствами. Названная 
задача решается методами структурной модификации полимерной матрицы ПКМ, а также 
оптимизацией технологического процесса синтеза композиционных материалов.
Методы и материалы. Одним из перспективных методов структурной модификации явля-
ется введение в полимерную матрицу наполнителей различного типа, особенно дисперсных 
и волокнистых, а в последние годы – ультрадисперсных и наноразмерных. Композиционным 
материалам с нанодисперсными наполнителями присущи свойства, существенно отличаю-
щиеся от свойств материала с микро– и макродисперсными частицами, вследствие высокой 
поверхностной активности наноразмерных частиц наполнителей. 
Результаты. В данной работе рассматриваются результаты разработки и исследования 
полимерных нанокомпозитов с полидисперсными и наноразмерными наполнителями, их вли-
яние на структуру и износостойкость полимерных композиционных материалов на основе 
политетрафторэтилена. 
Обсуждение и заключение. Эффективность использования полимерных композиционных ма-
териалов в узлах трения машин существенно повышается при совершенствовании конструк-
ции узлов с учетом особенностей физико-механических свойств и технологических возможно-
стей полимеров.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: полимерные композиционные материалы; политетрафторэтилен; на-
нотрубки; структурная модификация; ограничение теплового расширения; износостойкость.


