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Аннотация. Для динамической системы плоского маятника с затуханием колебаний, описыва-
ющей колебания груза мостового крана на гибком канатном подвесе в отдельной вертикаль-
ной плоскости, предложено использовать синусоидальную функцию со смещением для задания 
временной зависимости угла отклонения грузового каната от гравитационной вертикали. 
Варьирование времени разгона с изменением угла отклонения каната по предложенной анали-
тической зависимости позволяет достичь различных скоростей перемещения груза в режи-
ме отсутствия колебаний груза, а также различных максимальных ускорений точки подвеса. 
Получено аналитическое решение задачи гашения остаточных колебаний груза мостового 
крана, возникающих после полного разгона или торможения точки подвеса груза на грузовой 
тележке. Для вывода зависимостей использован способ пересчета известных аналитических 
зависимостей угла отклонения грузового каната мостового крана от гравитационной вер-
тикали в зависимости от ускорения, скорости и перемещения точки подвеса груза.
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ВВЕДЕНИЕ

Перемещение грузов на гибком подвесе 

канатного типа, которое осуществляют, в част-
ности, опорные однобалочные и двухбалоч-
ные мостовые краны (МК) общего назначения, 
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целесообразно проводить в режиме гашения 
неуправляемой компоненты маятниковых ко-
лебаний груза. Маятниковые колебания гру-
за увеличивают время цикла МК, снижают не 
только производительность, но и безопасность 
работ [1, 2, 3]. Для полного гашения остаточ-
ной неуправляемой компоненты маятниковых 
колебания груза при перемещении его в от-
дельной плоскости, предлагается перемещать 
точку подвеса груза (грузовую тележку, либо 
мост МК) по заданной аналитически синусо-
идальной временной зависимости (траекто-
рии). Подобное перемещение не только пода-
вит остаточную неуправляемую компоненту 
колебаний, но и обеспечит заранее опреде-
ленную временную зависимость угла отклоне-
ний грузового каната МК от вертикали. 

Известные методы синтеза траектории точ-
ки подвеса [3, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12] имеют 
общий недостаток в виде сравнительно боль-
шой погрешности реализации как угла откло-
нения грузового каната МК от вертикали, так 
и линейных координат перемещаемого груза. 
Как правило, угол отклонения грузового каната 
МК от вертикали не отслеживается и не кон-
тролируется. Время перемещения груза уве-
личивается.

Способ разгона груза в плоскости в режиме 
гашения остаточных колебаний

Для аналитического вывода нелинейных 
временных зависимостей ускорения, скорости 
и перемещения точки подвеса груза (грузовой 
тележки), полностью подавляющих остаточ-
ные неуправляемые колебания, использова-
лась известная математическая модель пло-
ского маятника, для малых углов отклонения 
грузового каната описываемая линеаризован-
ным дифференциальным уравнением второго 
порядка [13, 14, 15, 16]:
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Введение
Перемещение грузов на гибком подвесе канатного типа, которое осуществляют, в частно-

сти, опорные однобалочные и двухбалочные мостовые краны (МК) общего назначения, целесо-
образно проводить в режиме гашения неуправляемой компоненты маятниковых колебаний гру-
за. Маятниковые колебания груза увеличивают время цикла МК, снижают не только производи-
тельность, но и безопасность работ [1, 2, 3]. Для полного гашения остаточной неуправляемой
компоненты маятниковых колебания груза при перемещении его в отдельной плоскости, пред-
лагается перемещать точку подвеса груза (грузовую тележку, либо мост МК) по заданной ана-
литически синусоидальной временной зависимости (траектории). Подобное перемещение не 
только подавит остаточную неуправляемую компоненту колебаний, но и обеспечит заранее
определенную временную зависимость угла отклонений грузового каната МК от вертикали.

Известные методы синтеза траектории точки подвеса [3, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12] имеют об-
щий недостаток в виде сравнительно большой погрешности реализации как угла отклонения
грузового каната МК от вертикали, так и линейных координат перемещаемого груза. Как прави-
ло, угол отклонения грузового каната МК от вертикали не отслеживается и не контролируется.
Время перемещения груза увеличивается.

Способ разгона груза в плоскости в режиме гашения остаточных колебаний
Для аналитического вывода нелинейных временных зависимостей ускорения, скорости и

перемещения точки подвеса груза (грузовой тележки), полностью подавляющих остаточные
неуправляемые колебания, использовалась известная математическая модель плоского маят-
ника, для малых углов отклонения грузового каната описываемая линеаризованным диффе-
ренциальным уравнением второго порядка [13, 14, 15, 16]:

+ + ⋅ + ⋅ =  / (2 / ) / 0q x L b m q g q L ,              (1)
где m – масса груза, кг; L – длина грузового каната МК от подвижной точки подвеса на грузовой
тележке (центр блока роликов полиспаста) до центра масс груза, м; b – приведенный к угловой
координате коэффициент вязкого трения, задающий меру диссипации энергии, Н∙м∙с/рад;

 , ,q q q – угол отклонения грузового каната МК от гравитационной вертикали и его первые две 
производные по времени соответственно, рад, рад/с, рад/с2; g=9,81 – ускорение свободного па-
дения, м/с2; x – линейное ускорение точки подвеса груза в горизонтальном направлении дви-
жения грузовой тележки, м/с2.

Были приняты допущения о малости угла отклонения грузового каната от гравитационной
вертикали (не более 1-3°), о постоянстве длины грузового каната L в процессе перемещения

(1)

где m – масса груза, кг; L – длина грузового ка-
ната МК от подвижной точки подвеса на грузо-
вой тележке (центр блока роликов полиспаста) 
до центра масс груза, м; b – приведенный к 
угловой координате коэффициент вязкого 
трения, задающий меру диссипации энергии, 
Н∙м∙с/рад;  , ,q q q  – угол отклонения грузово-
го каната МК от гравитационной вертикали и 
его первые две производные по времени со-
ответственно, рад, рад/с, рад/с2; g=9,81 – уско-
рение свободного падения, м/с2; x  – линейное 
ускорение точки подвеса груза в горизонталь-
ном направлении движения грузовой тележки, 
м/с2.

Были приняты допущения о малости угла 
отклонения грузового каната от гравитацион-
ной вертикали (не более 1-3°), о постоянстве 
длины грузового каната L в процессе переме-
щения груза, о возможности бесступенчатого 
регулирования скорости x  и ускорения x  раз-
гона и торможения точки подвеса груза (грузо-
вой тележки МК) в горизонтальном направле-
нии, и о пренебрежимо малом влиянии массы 
перемещаемого груза и подвижных звеньев 
МК на управляемый параметр ускорения точки 
подвеса x . Бесступенчатый характер регули-
рования скорости и ускорения точки подвеса 
груза обеспечивают перспективные частот-
но-регулируемые приводы движений моста и 
грузовой тележки МК.

Был разработан способ разгона (торможе-
ния) груза в режиме полного гашения остаточ-
ных колебаний, возникающих после разгона. 
Синтезируется такое управление точкой под-
веса, которое обеспечивает нулевые значения 
одновременно угла отклонения грузового ка-
ната q и скорости изменения угла q  в конеч-
ный момент разгона (торможения). 

Использован принцип пересчета аналити-
ческой временной зависимости q(t) угла от-
клонения грузового каната от вертикали в ана-
литические зависимости ускорения, скорости 
и перемещения точки подвеса груза на грузо-
вой тележке. Временная зависимость угла q(t) 
задавалась в виде синусоидальной функции 
с вертикальным смещением на величину A 
вдоль оси ординат:

груза, о возможности бесступенчатого регулирования скорости x и ускорения x разгона и тор-
можения точки подвеса груза (грузовой тележки МК) в горизонтальном направлении, и о прене-
брежимо малом влиянии массы перемещаемого груза и подвижных звеньев МК на управляе-
мый параметр ускорения точки подвеса x . Бесступенчатый характер регулирования скорости и
ускорения точки подвеса груза обеспечивают перспективные частотно-регулируемые приводы
движений моста и грузовой тележки МК.

Был разработан способ разгона (торможения) груза в режиме полного гашения остаточных
колебаний, возникающих после разгона. Синтезируется такое управление точкой подвеса, ко-
торое обеспечивает нулевые значения одновременно угла отклонения грузового каната q и
скорости изменения угла q в конечный момент разгона (торможения).

Использован принцип пересчета аналитической временной зависимости q(t) угла отклоне-
ния грузового каната от вертикали в аналитические зависимости ускорения, скорости и пере-
мещения точки подвеса груза на грузовой тележке. Временная зависимость угла q(t) задава-
лась в виде синусоидальной функции с вертикальным смещением на величину A вдоль оси ор-
динат:

( )= + ⋅ ⋅ − π( ) sin ( / 2)q t A A t w ,                 (2)
где А – амплитуда угла наклона грузового каната МК во время перемещения груза, рад;
w=2·π/Tразг – циклическая частота синусоиды, рад/с; Tразг – время разгона (торможения) груза,
равное периоду синусоиды с циклической частотой w.

Аналитическое дифференцирование выражения (2) позволяет в символьном виде получить
выражения для первой ( )q t и второй ( )q t производных угла наклона каната, т.е. для скорости и
ускорения последнего:

( )= ⋅ ⋅ π − ⋅( ) cos ( / 2)q t A w t w ; ( )⋅ ⋅ ⋅= π − 2( ) sin ( / 2)q t A w t w . (3)
Выражение ускорения точки подвеса x из (1) имеет вид

+ + ⋅= −   2( / )/L b m gq q q Lx . (4)
Подстановка аналитических выражений ( )q t и ( )q t (3) в (4) позволяет получить аналитиче-

ское выражение ускорения точки подвеса груза ( )x t :

( )( ) ( ) ( )⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ π − ⋅
− − ⋅ π − ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅= ⋅ π − − 2 2 cos ( / 2)

( ) sin ( / 2) sin ( / 2) .
A L b w t w

t g A A t w A L wx w t
m

(5)

Аналитическое дифференцирование выражения (5), в свою очередь, позволяет в символь-
ном виде получить выражения для скорости ( )x t и перемещения x(t) точки подвеса груза:

( )( )
( )( )

− + π⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= ⋅ ⋅

⋅

−
−

π − ⋅ +


2

2

2 2 4 tg ( / 4) ( / 2)

tg ( / 4) ( /
( )

2)

A g m A L m w A L b w t w
t A g t

w m t w m
x ; (6)

( )

( )
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 
  −
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2 2
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2 2
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w

m t w m

x

w w

(7)

Оптимизация значений параметров A, и Tразг, входящих в выражение (2), позволит не только
учесть ограничения на предельные максимальные значения скорости limx и ускорения limx точ-
ки подвеса груза, но и переместить груз на заданное расстояние lx.

Пример использования способа разгона груза в режиме гашения остаточных колеба-
ний

При моделировании разгона груза предложенным способом, в качестве исходных данных
задавались постоянные конструктивные параметры рассматриваемой динамической системы,
описанные выше. В описываемом вычислительном эксперименте: g=9,81 м/с2; L=10 м; b=0,5
Н∙м∙с/рад; m=100 кг.

 (2)

где А – амплитуда угла наклона грузового ка-
ната МК во время перемещения груза, рад; 
w=2·π/Tразг – циклическая частота синусоиды, 
рад/с; Tразг – время разгона (торможения) гру-
за, равное периоду синусоиды с циклической 
частотой w.

Аналитическое дифференцирование выра-
жения (2) позволяет в символьном виде полу-
чить выражения для первой ( )q t  и второй ( )q t  
производных угла наклона каната, т.е. для ско-
рости и ускорения последнего:

груза, о возможности бесступенчатого регулирования скорости x и ускорения x разгона и тор-
можения точки подвеса груза (грузовой тележки МК) в горизонтальном направлении, и о прене-
брежимо малом влиянии массы перемещаемого груза и подвижных звеньев МК на управляе-
мый параметр ускорения точки подвеса x . Бесступенчатый характер регулирования скорости и
ускорения точки подвеса груза обеспечивают перспективные частотно-регулируемые приводы
движений моста и грузовой тележки МК.

Был разработан способ разгона (торможения) груза в режиме полного гашения остаточных
колебаний, возникающих после разгона. Синтезируется такое управление точкой подвеса, ко-
торое обеспечивает нулевые значения одновременно угла отклонения грузового каната q и
скорости изменения угла q в конечный момент разгона (торможения).

Использован принцип пересчета аналитической временной зависимости q(t) угла отклоне-
ния грузового каната от вертикали в аналитические зависимости ускорения, скорости и пере-
мещения точки подвеса груза на грузовой тележке. Временная зависимость угла q(t) задава-
лась в виде синусоидальной функции с вертикальным смещением на величину A вдоль оси ор-
динат:

( )= + ⋅ ⋅ − π( ) sin ( / 2)q t A A t w ,                 (2)
где А – амплитуда угла наклона грузового каната МК во время перемещения груза, рад;
w=2·π/Tразг – циклическая частота синусоиды, рад/с; Tразг – время разгона (торможения) груза,
равное периоду синусоиды с циклической частотой w.

Аналитическое дифференцирование выражения (2) позволяет в символьном виде получить
выражения для первой ( )q t и второй ( )q t производных угла наклона каната, т.е. для скорости и
ускорения последнего:

( )= ⋅ ⋅ π − ⋅( ) cos ( / 2)q t A w t w ; ( )⋅ ⋅ ⋅= π − 2( ) sin ( / 2)q t A w t w . (3)
Выражение ускорения точки подвеса x из (1) имеет вид

+ + ⋅= −   2( / )/L b m gq q q Lx . (4)
Подстановка аналитических выражений ( )q t и ( )q t (3) в (4) позволяет получить аналитиче-

ское выражение ускорения точки подвеса груза ( )x t :

( )( ) ( ) ( )⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ π − ⋅
− − ⋅ π − ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅= ⋅ π − − 2 2 cos ( / 2)

( ) sin ( / 2) sin ( / 2) .
A L b w t w

t g A A t w A L wx w t
m

(5)

Аналитическое дифференцирование выражения (5), в свою очередь, позволяет в символь-
ном виде получить выражения для скорости ( )x t и перемещения x(t) точки подвеса груза:
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Оптимизация значений параметров A, и Tразг, входящих в выражение (2), позволит не только
учесть ограничения на предельные максимальные значения скорости limx и ускорения limx точ-
ки подвеса груза, но и переместить груз на заданное расстояние lx.

Пример использования способа разгона груза в режиме гашения остаточных колеба-
ний

При моделировании разгона груза предложенным способом, в качестве исходных данных
задавались постоянные конструктивные параметры рассматриваемой динамической системы,
описанные выше. В описываемом вычислительном эксперименте: g=9,81 м/с2; L=10 м; b=0,5
Н∙м∙с/рад; m=100 кг.

груза, о возможности бесступенчатого регулирования скорости x и ускорения x разгона и тор-
можения точки подвеса груза (грузовой тележки МК) в горизонтальном направлении, и о прене-
брежимо малом влиянии массы перемещаемого груза и подвижных звеньев МК на управляе-
мый параметр ускорения точки подвеса x . Бесступенчатый характер регулирования скорости и
ускорения точки подвеса груза обеспечивают перспективные частотно-регулируемые приводы
движений моста и грузовой тележки МК.

Был разработан способ разгона (торможения) груза в режиме полного гашения остаточных
колебаний, возникающих после разгона. Синтезируется такое управление точкой подвеса, ко-
торое обеспечивает нулевые значения одновременно угла отклонения грузового каната q и
скорости изменения угла q в конечный момент разгона (торможения).

Использован принцип пересчета аналитической временной зависимости q(t) угла отклоне-
ния грузового каната от вертикали в аналитические зависимости ускорения, скорости и пере-
мещения точки подвеса груза на грузовой тележке. Временная зависимость угла q(t) задава-
лась в виде синусоидальной функции с вертикальным смещением на величину A вдоль оси ор-
динат:

( )= + ⋅ ⋅ − π( ) sin ( / 2)q t A A t w ,                 (2)
где А – амплитуда угла наклона грузового каната МК во время перемещения груза, рад;
w=2·π/Tразг – циклическая частота синусоиды, рад/с; Tразг – время разгона (торможения) груза,
равное периоду синусоиды с циклической частотой w.

Аналитическое дифференцирование выражения (2) позволяет в символьном виде получить
выражения для первой ( )q t и второй ( )q t производных угла наклона каната, т.е. для скорости и
ускорения последнего:

( )= ⋅ ⋅ π − ⋅( ) cos ( / 2)q t A w t w ; ( )⋅ ⋅ ⋅= π − 2( ) sin ( / 2)q t A w t w . (3)
Выражение ускорения точки подвеса x из (1) имеет вид

+ + ⋅= −   2( / )/L b m gq q q Lx . (4)
Подстановка аналитических выражений ( )q t и ( )q t (3) в (4) позволяет получить аналитиче-

ское выражение ускорения точки подвеса груза ( )x t :

( )( ) ( ) ( )⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ π − ⋅
− − ⋅ π − ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅= ⋅ π − − 2 2 cos ( / 2)

( ) sin ( / 2) sin ( / 2) .
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(5)

Аналитическое дифференцирование выражения (5), в свою очередь, позволяет в символь-
ном виде получить выражения для скорости ( )x t и перемещения x(t) точки подвеса груза:
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Оптимизация значений параметров A, и Tразг, входящих в выражение (2), позволит не только
учесть ограничения на предельные максимальные значения скорости limx и ускорения limx точ-
ки подвеса груза, но и переместить груз на заданное расстояние lx.

Пример использования способа разгона груза в режиме гашения остаточных колеба-
ний

При моделировании разгона груза предложенным способом, в качестве исходных данных
задавались постоянные конструктивные параметры рассматриваемой динамической системы,
описанные выше. В описываемом вычислительном эксперименте: g=9,81 м/с2; L=10 м; b=0,5
Н∙м∙с/рад; m=100 кг.

(3)

Выражение ускорения точки подвеса x  из 
(1) имеет вид

груза, о возможности бесступенчатого регулирования скорости x и ускорения x разгона и тор-
можения точки подвеса груза (грузовой тележки МК) в горизонтальном направлении, и о прене-
брежимо малом влиянии массы перемещаемого груза и подвижных звеньев МК на управляе-
мый параметр ускорения точки подвеса x . Бесступенчатый характер регулирования скорости и
ускорения точки подвеса груза обеспечивают перспективные частотно-регулируемые приводы
движений моста и грузовой тележки МК.

Был разработан способ разгона (торможения) груза в режиме полного гашения остаточных
колебаний, возникающих после разгона. Синтезируется такое управление точкой подвеса, ко-
торое обеспечивает нулевые значения одновременно угла отклонения грузового каната q и
скорости изменения угла q в конечный момент разгона (торможения).

Использован принцип пересчета аналитической временной зависимости q(t) угла отклоне-
ния грузового каната от вертикали в аналитические зависимости ускорения, скорости и пере-
мещения точки подвеса груза на грузовой тележке. Временная зависимость угла q(t) задава-
лась в виде синусоидальной функции с вертикальным смещением на величину A вдоль оси ор-
динат:

( )= + ⋅ ⋅ − π( ) sin ( / 2)q t A A t w ,                 (2)
где А – амплитуда угла наклона грузового каната МК во время перемещения груза, рад;
w=2·π/Tразг – циклическая частота синусоиды, рад/с; Tразг – время разгона (торможения) груза,
равное периоду синусоиды с циклической частотой w.

Аналитическое дифференцирование выражения (2) позволяет в символьном виде получить
выражения для первой ( )q t и второй ( )q t производных угла наклона каната, т.е. для скорости и
ускорения последнего:

( )= ⋅ ⋅ π − ⋅( ) cos ( / 2)q t A w t w ; ( )⋅ ⋅ ⋅= π − 2( ) sin ( / 2)q t A w t w . (3)
Выражение ускорения точки подвеса x из (1) имеет вид

+ + ⋅= −   2( / )/L b m gq q q Lx . (4)
Подстановка аналитических выражений ( )q t и ( )q t (3) в (4) позволяет получить аналитиче-

ское выражение ускорения точки подвеса груза ( )x t :

( )( ) ( ) ( )⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ π − ⋅
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Аналитическое дифференцирование выражения (5), в свою очередь, позволяет в символь-
ном виде получить выражения для скорости ( )x t и перемещения x(t) точки подвеса груза:
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Оптимизация значений параметров A, и Tразг, входящих в выражение (2), позволит не только
учесть ограничения на предельные максимальные значения скорости limx и ускорения limx точ-
ки подвеса груза, но и переместить груз на заданное расстояние lx.

Пример использования способа разгона груза в режиме гашения остаточных колеба-
ний

При моделировании разгона груза предложенным способом, в качестве исходных данных
задавались постоянные конструктивные параметры рассматриваемой динамической системы,
описанные выше. В описываемом вычислительном эксперименте: g=9,81 м/с2; L=10 м; b=0,5
Н∙м∙с/рад; m=100 кг.

(4)
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РАЗДЕЛ I.
ТРАНСПОРТНОЕ, ГОРНОЕ И СТРОИТЕЛЬНОЕ МАШИНОСТРОЕНИЕ

Подстановка аналитических выражений ( )q t  и ( )q t  (3) в (4) позволяет получить аналитиче-
ское выражение ускорения точки подвеса груза ( )x t :

груза, о возможности бесступенчатого регулирования скорости x и ускорения x разгона и тор-
можения точки подвеса груза (грузовой тележки МК) в горизонтальном направлении, и о прене-
брежимо малом влиянии массы перемещаемого груза и подвижных звеньев МК на управляе-
мый параметр ускорения точки подвеса x . Бесступенчатый характер регулирования скорости и
ускорения точки подвеса груза обеспечивают перспективные частотно-регулируемые приводы
движений моста и грузовой тележки МК.

Был разработан способ разгона (торможения) груза в режиме полного гашения остаточных
колебаний, возникающих после разгона. Синтезируется такое управление точкой подвеса, ко-
торое обеспечивает нулевые значения одновременно угла отклонения грузового каната q и
скорости изменения угла q в конечный момент разгона (торможения).

Использован принцип пересчета аналитической временной зависимости q(t) угла отклоне-
ния грузового каната от вертикали в аналитические зависимости ускорения, скорости и пере-
мещения точки подвеса груза на грузовой тележке. Временная зависимость угла q(t) задава-
лась в виде синусоидальной функции с вертикальным смещением на величину A вдоль оси ор-
динат:

( )= + ⋅ ⋅ − π( ) sin ( / 2)q t A A t w ,                 (2)
где А – амплитуда угла наклона грузового каната МК во время перемещения груза, рад;
w=2·π/Tразг – циклическая частота синусоиды, рад/с; Tразг – время разгона (торможения) груза,
равное периоду синусоиды с циклической частотой w.

Аналитическое дифференцирование выражения (2) позволяет в символьном виде получить
выражения для первой ( )q t и второй ( )q t производных угла наклона каната, т.е. для скорости и
ускорения последнего:

( )= ⋅ ⋅ π − ⋅( ) cos ( / 2)q t A w t w ; ( )⋅ ⋅ ⋅= π − 2( ) sin ( / 2)q t A w t w . (3)
Выражение ускорения точки подвеса x из (1) имеет вид

+ + ⋅= −   2( / )/L b m gq q q Lx . (4)
Подстановка аналитических выражений ( )q t и ( )q t (3) в (4) позволяет получить аналитиче-

ское выражение ускорения точки подвеса груза ( )x t :

( )( ) ( ) ( )⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ π − ⋅
− − ⋅ π − ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅= ⋅ π − − 2 2 cos ( / 2)
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(5)

Аналитическое дифференцирование выражения (5), в свою очередь, позволяет в символь-
ном виде получить выражения для скорости ( )x t и перемещения x(t) точки подвеса груза:
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Оптимизация значений параметров A, и Tразг, входящих в выражение (2), позволит не только
учесть ограничения на предельные максимальные значения скорости limx и ускорения limx точ-
ки подвеса груза, но и переместить груз на заданное расстояние lx.

Пример использования способа разгона груза в режиме гашения остаточных колеба-
ний

При моделировании разгона груза предложенным способом, в качестве исходных данных
задавались постоянные конструктивные параметры рассматриваемой динамической системы,
описанные выше. В описываемом вычислительном эксперименте: g=9,81 м/с2; L=10 м; b=0,5
Н∙м∙с/рад; m=100 кг.

(5)

Аналитическое дифференцирование выражения (5), в свою очередь, позволяет в символьном 
виде получить выражения для скорости ( )x t  и перемещения x(t) точки подвеса груза:
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Оптимизация значений параметров A, и Tразг, входящих в выражение (2), позволит не только 
учесть ограничения на предельные максимальные значения скорости limx  и ускорения limx  точки 
подвеса груза, но и переместить груз на заданное расстояние lx.

ПРИМЕР ИСПОЛЬЗОВАНИЯ СПОСОБА РАЗГОНА ГРУЗА  
В РЕЖИМЕ ГАШЕНИЯ ОСТАТОЧНЫХ КОЛЕБАНИЙ

При моделировании разгона груза предложенным способом, в качестве исходных данных за-
давались постоянные конструктивные параметры рассматриваемой динамической системы, опи-
санные выше. В описываемом вычислительном эксперименте: g=9,81 м/с2; L=10 м; b=0,5 Н∙м∙с/
рад; m=100 кг. 

Также задавались значения постоянных для отдельного вычислительного эксперимента пара-
метров A и Tразг и величина шага дискретизации времени dt.

Затем в цикле, изменяющем время переходного процесса разгона t от 0 до Tразг с шагом dt, по 
формулам (3) – (7) для каждого значения времени t рассчитывались значения параметров q(t), 
( )q t , ( )q t , ( )x t , ( )x t , x(t) соответственно.

По окончании разгона Tразг, скорость подвеса оставалась постоянной и принимала значение 
( )ðàçãTx . Ускорение подвеса x , угол отклонения грузового каната q, его скорость и ускорение при-

нимали при этом постоянные нулевые значения во все последующие моменты времени t > Tразг 
вплоть до начала торможения.

Проверка реакции динамической системы МК с грузом на рассчитанное по (3) – (7) управляю-
щее воздействие осуществлялась на созданной в MATLAB/Simulink имитационной математиче-
ской модели (1) (рис. 1).

Пример синтезированных по (3) – (7) временных зависимостей q(t), ( )q t , ( )q t , ( )x t , ( )x t , x(t) 
для исходных данных A=1° и Tразг=6 с приведен на рис. 2, а, б, в.

Результаты варьирования Tразг при фиксированных значениях g, L, b, m, А (значения приведе-
ны выше), и соответствующие функциональные зависимости скорости подвеса 

Также задавались значения постоянных для отдельного вычислительного эксперимента па-
раметров A и Tразг и величина шага дискретизации времени dt.

Затем в цикле, изменяющем время переходного процесса разгона t от 0 до Tразг с шагом dt,
по формулам (3) - (7) для каждого значения времени t рассчитывались значения параметров
q(t), ( )q t , ( )q t , ( )x t , ( )x t , x(t) соответственно.

По окончании разгона Tразг, скорость подвеса оставалась постоянной и принимала значение 
( )разгTx . Ускорение подвеса x , угол отклонения грузового каната q, его скорость и ускорение

принимали при этом постоянные нулевые значения во все последующие моменты времени t >
Tразг вплоть до начала торможения.

Проверка реакции динамической системы МК с грузом на рассчитанное по (3) - (7) управля-
ющее воздействие осуществлялась на созданной в MATLAB/Simulink имитационной математи-
ческой модели (1) (рис. 1).

Рис. 1. Имитационная математическая модель колебаний груза, перемещаемого мостовым краном в от-
дельной плоскости, описываемая дифференциальным уравнением (1)

Пример синтезированных по (3) - (7) временных зависимостей q(t), ( )q t , ( )q t , ( )x t , ( )x t , x(t)
для исходных данных A=1° и Tразг=6 с приведен на рис. 2, а, б, в.

Результаты варьирования Tразг при фиксированных значениях g, L, b, m, А (значения приве-
дены выше), и соответствующие функциональные зависимости скорости подвеса ( )разгTx и
максимального ускорения подвеса maxx представлены на рис. 2, г.

Заключение
Анализ приведенных на рис. 2 результатов позволил сделать следующие выводы. Исполь-

зование в качестве заданной временной функции изменения угла отклонения грузового каната
МК синусоидальной функции с вертикальным смещением на величину A вдоль оси ординат, и
фазой (–π/2) позволило синтезировать такое управляющее перемещение точки подвеса груза,
которое обеспечивает нулевые значения одновременно угла отклонения грузового каната q и
скорости изменения угла q в конечный момент разгона (торможения) Tразг.

По аналитическому выражению временной функции изменения угла отклонения грузового 
каната МК получены аналитические выражения ускорения, скорости и перемещения точки под-
веса груза в зависимости от времени перемещения. Полученные решения обладают всеми
преимуществами аналитического выражения функций управления точкой подвеса в виде де-
терминированности, абсолютной точности и устойчивости.

 и макси-

мального ускорения подвеса maxx  представлены на рис. 2, г.
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Рисунок 1 – Имитационная математическая модель колебаний груза, перемещаемого мостовым 
краном в отдельной плоскости, описываемая дифференциальным уравнением (1)

Рис. 2. Пример временных зависимостей перемещения, скорости и ускорения точки подвеса (а), соответ-
ствующих им перемещения, скорости и ускорения угла наклона каната (б), ускорения угла наклона каната 

(в) для A=1°, Tразг=6 с и функциональные зависимости конечной скорости подвеса ( )разгTx и максимально-

го ускорения подвеса maxx от времени разгона Tразг (г)

Достоинством предложенного способа является конечность времени разгона (торможения)
груза, в отличие от, например, функций класса сигмоид.

Ускорение точки подвеса груза, обеспечивающее изменение угла наклона грузового каната
по синусоидальной траектории, меняется от нуля скачкообразно в начальный и конечный мо-
менты разгона (торможения). В процессе разгона оно имеет синусоидальный характер со сме-
щением синусоидальной функции вдоль оси ординат.

Ускорение угла наклона каната также меняется от нуля скачкообразно в начальный и ко-
нечный моменты разгона (торможения).

Полученные в качестве примера функциональные зависимости конечной скорости подвеса
и максимального ускорения подвеса от времени разгона имеют локальные минимумы, что поз-
воляет при необходимости оптимизировать процесс по указанным параметрам.

Оптимизация значений параметров исходных данных амплитуды угла наклона каната и
времени разгона открывает возможность не только учесть ограничения на предельные макси-
мальные значения скорости и ускорения точки подвеса груза, но и переместить груз на задан-
ное расстояние с последующим торможением в режиме полного гашения остаточных колеба-
ний груза. Для торможения могут быть использованы те же аналитические зависимости, что и
для разгона, но с противоположным знаком угла отклонения грузового каната.

Полученные теоретические результаты исследований рекомендуется использовать в си-
стемах автоматического управления МК общего назначения опорного типа грузоподъемностью
до 5 т при двухкратной запасовке грузового полиспаста.
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ускорения угла наклона каната (в) для A=1°, Tразг=6 с и функциональные зависимости конечной  

скорости подвеса 

Рис. 2. Пример временных зависимостей перемещения, скорости и ускорения точки подвеса (а), соответ-
ствующих им перемещения, скорости и ускорения угла наклона каната (б), ускорения угла наклона каната 

(в) для A=1°, Tразг=6 с и функциональные зависимости конечной скорости подвеса ( )разгTx и максимально-

го ускорения подвеса maxx от времени разгона Tразг (г)

Достоинством предложенного способа является конечность времени разгона (торможения)
груза, в отличие от, например, функций класса сигмоид.

Ускорение точки подвеса груза, обеспечивающее изменение угла наклона грузового каната
по синусоидальной траектории, меняется от нуля скачкообразно в начальный и конечный мо-
менты разгона (торможения). В процессе разгона оно имеет синусоидальный характер со сме-
щением синусоидальной функции вдоль оси ординат.

Ускорение угла наклона каната также меняется от нуля скачкообразно в начальный и ко-
нечный моменты разгона (торможения).

Полученные в качестве примера функциональные зависимости конечной скорости подвеса
и максимального ускорения подвеса от времени разгона имеют локальные минимумы, что поз-
воляет при необходимости оптимизировать процесс по указанным параметрам.

Оптимизация значений параметров исходных данных амплитуды угла наклона каната и
времени разгона открывает возможность не только учесть ограничения на предельные макси-
мальные значения скорости и ускорения точки подвеса груза, но и переместить груз на задан-
ное расстояние с последующим торможением в режиме полного гашения остаточных колеба-
ний груза. Для торможения могут быть использованы те же аналитические зависимости, что и
для разгона, но с противоположным знаком угла отклонения грузового каната.

Полученные теоретические результаты исследований рекомендуется использовать в си-
стемах автоматического управления МК общего назначения опорного типа грузоподъемностью
до 5 т при двухкратной запасовке грузового полиспаста.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Анализ приведенных на рис. 2 результатов 
позволил сделать следующие выводы. Ис-
пользование в качестве заданной временной 
функции изменения угла отклонения грузового 
каната МК синусоидальной функции с верти-
кальным смещением на величину A вдоль оси 
ординат, и фазой (–π/2) позволило синтезиро-
вать такое управляющее перемещение точки 
подвеса груза, которое обеспечивает нулевые 
значения одновременно угла отклонения гру-
зового каната q и скорости изменения угла q  
в конечный момент разгона (торможения) Tразг. 

По аналитическому выражению временной 
функции изменения угла отклонения грузового 
каната МК получены аналитические выраже-
ния ускорения, скорости и перемещения точки 
подвеса груза в зависимости от времени пе-
ремещения. Полученные решения обладают 
всеми преимуществами аналитического выра-
жения функций управления точкой подвеса в 
виде детерминированности, абсолютной точ-
ности и устойчивости.

Достоинством предложенного способа яв-
ляется конечность времени разгона (торможе-
ния) груза, в отличие от, например, функций 
класса сигмоид.

Ускорение точки подвеса груза, обеспечи-
вающее изменение угла наклона грузового ка-
ната по синусоидальной траектории, меняется 
от нуля скачкообразно в начальный и конеч-
ный моменты разгона (торможения). В процес-
се разгона оно имеет синусоидальный харак-
тер со смещением синусоидальной функции 
вдоль оси ординат.

Ускорение угла наклона каната также ме-
няется от нуля скачкообразно в начальный и 
конечный моменты разгона (торможения).

Полученные в качестве примера функци-
ональные зависимости конечной скорости 
подвеса и максимального ускорения подвеса 
от времени разгона имеют локальные миниму-
мы, что позволяет при необходимости оптими-
зировать процесс по указанным параметрам.

Оптимизация значений параметров исход-
ных данных амплитуды угла наклона каната 
и времени разгона открывает возможность 
не только учесть ограничения на предельные 
максимальные значения скорости и ускоре-
ния точки подвеса груза, но и переместить 
груз на заданное расстояние с последующим 
торможением в режиме полного гашения 
остаточных колебаний груза. Для торможе-
ния могут быть использованы те же анали-
тические зависимости, что и для разгона, но 

с противоположным знаком угла отклонения 
грузового каната.

Полученные теоретические результаты 
исследований рекомендуется использовать 
в системах автоматического управления МК 
общего назначения опорного типа грузоподъ-
емностью до 5 т при двухкратной запасовке 
грузового полиспаста.
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USE OF SINUSOIDAL FUNCTION FOR MODELING OF RAISING 
AND BRAKING OF THE SHIP OF BRIDGE CRANE IN THE MODE 
OF GAUGE OF VIBRATIONS

M.S. Korytov, V.S. Scherbakov 

Abstract. For a dynamical system of a plane pendulum with vibration damping, describing the 
oscillations of the load of a bridge crane on a flexible cable suspension in a separate vertical plane, it is 
proposed to use a sinusoidal function with an offset to determine the time dependence of the deviation 
angle of the cargo rope from the gravitational vertical. Varying the acceleration time with a change in 
the rope deflection angle according to the proposed analytical dependence allows to achieve different 
speeds of cargo movement in the absence of cargo oscillation mode, as well as various maximum 
acceleration of the suspension point. An analytical solution is obtained for the problem of suppressing 
residual oscillations of the bridge crane load that arise after the full acceleration or deceleration of 
the suspension point of the load on the freight trolley. To derive the dependencies, a method is used 
to recalculate known analytical dependencies of the angle of deviation of the load line of a bridge 
crane from the gravitational vertical, depending on the acceleration, speed, and displacement of the 
suspension point of the load.

Keywords: bridge crane, vibration damping, controller, load sway.
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УДК 629.084

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ УПЛОТНЕНИЯ 
УПРУГОВЯЗКОПЛАСТИЧНОЙ ГРУНТОВОЙ СРЕДЫ  
ПРИ ВЗАИМОДЕЙСТВИИ С РАБОЧИМ ОРГАНОМ ДОРОЖНОЙ 
МАШИНЫ В РАМКАХ МОДИФИЦИРОВАННОГО ПОДХОДА 
СОСРЕДОТОЧЕННЫХ ПАРАМЕТРОВ

В.В. Михеев1, С.В. Савельев2

1Омский государственный технический университет (СибАДИ), Россия, г. Омск 
2Сибирский государственный автомобильно-дорожный университет (СибАДИ), Россия, г. Омск

Аннотация. В статье обсуждается вопрос моделирования процесса взаимодействия актив-
ной области грунтового слоя с рабочим органом уплотняющей дорожной машины, рассма-
триваемого в рамках модифицированного подхода сосредоточенных параметров. Предложена 
математическая модель, эффективно описывающая динамику вещества грунтового слоя при 
уплотнении. Рассмотрена возможность ее реализации в виде численного алгоритма. Сущ-
ность модифицированного подхода сосредоточенных параметров, уплотняемого грунтового 
слоя, заключается в том, что деформируемый слой делится на несколько разных, вертикаль-
но расположенных элементов, описываемых соответствующими реологическими моделями. 
Основное преимущество такого подхода заключается в возможности достаточно точного 
описания нелинейных деформационных процессов в зависимости от глубины прорабатывае-
мой грунтовой среды.

Ключевые слова: уплотнение грунтов, сосредоточенные параметры, моделирование, меха-
нические свойства, жесткость, упруговязкопластичная среда.


