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АННОТАЦИЯ
Статья посвящена вопросам механики тонкостенных стержней. В статье приводится решение урав-
нения В.З. Власова для изгиба с кручением тонкостенного стержня с двумя осями симметрии, учитыва-
ющее влияние жёсткости (податливости) опорных узлов.
Введение. Описывается текущее состояние вопроса расчётов тонкостенных стержней при попереч-
ном изгибе с кручением.
Материалы и методы. Приводится решение системы дифференциальных уравнений устойчивости 
плоской формы изгиба В.З. Власова для тонкостенных стержней при поперечном изгибе с кручением с 
учётом влияния жёсткости (податливости) опорных узлов. Исходные уравнения В.З. Власова для изгиба 
с кручением тонкостенного стержня с двумя осями симметрии преобразовываются в правую систему 
координат. Далее из двух дифференциальных уравнений В.З. Власова получается система из 12 уравне-
ний для всех расчётных усилий и деформаций в тонкостенном стержне. Также получены граничные усло-
вия, учитывающие связь между усилиями и деформациями в опорном сечении. Далее в работе приведены 
результаты решения указанной системы уравнений методом Эйлера.
Результаты. Получено решение системы уравнений В.З. Власова для устойчивости тонкостенных 
стержней при поперечном изгибе с учётом жёсткости (податливости) опорных узлов методом Эйлера и 
общий вид функции угла поворота поперечного сечения. Решение получено для стержней с любыми опор-
ными узлами, от чистого шарнира до абсолютно жёстких узлов. В разделе приведены результаты чис-
ленной верификации и сделаны выводы о точности полученного решения. При верификации рассмотрен 
частный случай балок различного сечения с абсолютно жёсткими опорными узлами. Разница между чис-
ленным решением в ПК «ЛИРА-САПР» и решением, предлагаемым в статье, находится в пределах 12%.
Обсуждение и заключение. Сделаны выводы о точности разработанной математической модели. 
Разница вызвана точностью определения моментов инерции сечения на чистое кручение и жёсткости 
опорных узлов.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: общая устойчивость, механика тонкостенных стержней, математическое моде-
лирование, общая устойчивость балок, расчёт балок, изгиб с кручением
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ABSTRACT
The article is devoted to the mechanics of thin-walled beams. A solution to the Vlasov equation for bending with 
torsion of a thin-walled beam with two axes of symmetry is provided, the effect of bearing joint rigidity being taken 
into account.
Introduction. The current state of the issue of designing thin-walled beams subjected to transverse bending with 
torsion is described.
Materials and methods. The solution of the system of differential equations of stability of the plane bending form 
of V.Z. Vlasov for thin-walled beams under transverse bending with torsion is presented, the effect of bearing joint 
rigidity being taken into account. The original equations of V.Z. Vlasov for bending and torsion of a thin-walled 
beam with two axes of symmetry are transformed into a right-hand coordinate system. Next, from two differential 
equations of V.Z. Vlasov, a system of 12 equations is obtained for all calculated forces and deformations in a thin-
walled beam. Boundary conditions were also obtained that take into account the relationship between forces and 
deformations in the support section. The results of solving the specified system of equations using the Euler method 
are presented.
Results. The solution of Vlasov system of equations for the stability of thin-walled beams under transverse bending 
is obtained, taking into account the rigidity (malleability) of the support nodes by the Euler method and the general 
form of the function of the angle of rotation of the cross section. The solution is obtained for beams with any support 
nodes, from a pure hinge to absolutely rigid nodes. The paper presents the results of numerical verification and 
draws conclusions on the accuracy of the obtained solution. During verification, a special case of beams of various 
cross-sections with absolutely rigid support units was considered. The difference between the numerical solution in 
the LIRA-CAD PC and the solution proposed in the article is within 12 per cent.
Discussion and conclusions. Conclusions have been drawn on the accuracy of the developed mathematical 
model. The difference is caused by the accuracy in determining the moments of inertia of the section for pure torsion 
and the stiffness of the support units.
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ВВЕДЕНИЕ
Вопросы общей устойчивости балок при 

изгибе в плоскости максимальной жёсткости 
впервые рассмотрены А.Г. Мичеллом в 1899 г.1  
При этом Мичелл рассматривал балки, длина 
которых намного больше высоты сечения, и 
влиянием жёсткости полок из плоскости изги-
ба на общую устойчивость можно пренебречь.

Л. Прандтль в работе2 также рассматри-
вал отличные от большинства применяемых 
в строительстве профилей, а именно – тонкие 
пластинки.

Однако большинство тонкостенных балок, 
используемых в реальных конструкциях, име-
ют такие размеры, при которых длину нельзя 
считать бесконечно большой, а влиянием по-
лок невозможно пренебречь.

Впервые вопросы общей устойчивости тон-
костенных стержней, и в частности двутавро-
вых балок, рассмотрены С.П. Тимошенко 34. 
В работе С.П. Тимошенко «Об устойчивости 
плоской формы изгиба двутавровой балки под 
влиянием сил, действующих в плоскости её 
наибольшей жёсткости»2. С.П. Тимошенко по-
лучены выражения, позволяющие определить 
критическую силу для частных случаев (кон-
сольная балка, случай чистого изгиба, равно-
мерно распределённая нагрузка).

В работе5 В.З. Власов обобщает представ-
ления С.П. Тимошенко на все тонкостенные 
стержни. В.З. Власовым получена система 
уравнений для равновесия тонкостенного 
стержня с несимметричным сечением при 
одновременном сжатии и изгибе в двух пло-
скостях внешней нагрузкой [с. 369 в работе5], 
а также система уравнений для изгиба с кру-
чением тонкостенного стержня с двумя осями 
симметрии.

Работы [1, 2] посвящены исследованию 
механики холодногнутых тонкостенных стерж-
ней. В статье [3] рассматривается конечно-э-
лементный расчёт тонкостенных стержней в 
рамках полусдвиговой теории В.И. Сливкера. 
Статьи [4]-[5] посвящены расчёту НДС тонко-
стенных стержней методом асимптотического 
расщепления. В работе [6] рассматривается 

1 Michell A.G. Elastic stability of elastic beams under transverse forces // Philosophic magazine and journal of science, London-
Edinburg-Dublin, Series 5. 1899; 48 (292): 298-309.

2 Prandtl L. Kipperscheinungen. Ein Fall von instabilen elastischen Gleichgewicht. Dissertation der Universitat Munehen / L. 
Prandtl. Nurnberg. 1900. 75

3 Тимошенко С.П. Устойчивость упругих систем. Л.,М.: Гостехиздат, 1946. 532 с.
4 Тимошенко С.П. Устойчивость стержней пластин и оболочек. М.: Наука, 1971. 810 с.
5 Власов В.З. Тонкостенные упругие стержни. М.: Физматгиз, 1959. 586 с.

расчёт изгиба и стеснённого кручения тонко-
стенных стержней произвольного сечения.

В работе [7] исследуются вопросы расчёта 
композиционных тонкостенных стержней. В 
статье [8] изучаются вопросы расчёта тонко-
стенных стержней с учётом сдвига, в [9] – ме-
тоды расчета перфорированных тонкостенных 
стержней. Статья [10] посвящена вопросам 
моделирования разрушения тонкостенных 
элементов при изгибе в упругопластической 
постановке.

В статье [17] авторами представлена уточ-
нённая стержневая модель расчёта балок на 
общую устойчивость. Работа [12] посвящена 
исследованию стесненного изгиба с кручени-
ем тонкостенных стержней при неравномер-
но распределённой нагрузке. В статье [13] 
рассматриваются вопросы прочности компо-
зиционных тонкостенных балок. В статье [14] 
авторы проводят сравнение стержневой и 
оболочечной моделей расчёта тонкостенных 
балок. В работе [15] рассматриваются вопро-
сы параметрической оптимизации конструк-
ций из тонкостенных стержней.

В статье [16] авторами описывается экспе-
римент, посвященный образованию трещин 
в композиционных тонкостенных стержнях. 
Статья [17] посвящена вопросам расчёта НДС 
тонкостенных стержней, выполненных из ани-
зотропных материалов.

Статья [18] посвящена уточнению методик 
расчёта напряжений при стеснённом изгибе с 
кручением балок швеллерного сечения, статья 
[19] – вопросам численного моделирования 
стержней из композиционных материалов.

В работе [20] исследуется упругость и проч-
ность тонкостенных стержней, изготовленных 
с применением аддитивных технологий.

В качестве обобщения приведенных ма-
териалов сделан вывод о том, что вопросы 
влияния жёсткости опорных узлов на общую 
устойчивость тонкостенных стержней остают-
ся не вполне изученными в современной стро-
ительной механике.

Существующие российские нормы предпи-
сывают проверять общую устойчивость балок 
по методикам, основанным на теории тонко-
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стенных стержней В.З. Власова и С.П. Тимо-
шенко. При этом методика, приведённая в  
СП 16.13330.20176, представляет собой про-
верку напряжений в балке при действующих 
нагрузках с учётом влияния начальных несо-
вершенств (начальной погиби и эксцентриси-
тета приложения нагрузки) и геометрической 
нелинейности7 (п. 7.2.3 СП 294.1325800.2017 
с изм. № 1, 2, 3).

Так как система уравнений В.З. Власова 
для изгиба с кручением тонкостенного стерж-
ня не имеет общего аналитического реше-
ния, действующие нормы содержат ограни-
ченное число вариантов схем закрепления и 
загружений балок. Так, в приложении Ж к СП 
16.13330.2017 с Изм. 1, 2, 3, 4 содержится 9 
вариантов загружения для двутавровой балки 
симметричного сечения с консольным и шар-
нирным опиранием.

Однако в существующих нормах не рассма-
триваются балки с жёсткими опорными узла-
ми, а также не учитывается жёсткость опорных 
узлов как таковых.

В данной работе рассматривается реше-
ние системы уравнений устойчивости плоской 
формы изгиба В.З. Власова тонкостенного 
стержня, учитывающее угловую жёсткость 
опорных узлов. Полученная система уравне-
ний позволяет определять НДС стержней с 
возможностью варьирования угловых жестко-
стей опорных узлов от нуля (шаровой/цилин-
дрический шарнир) до бесконечности (жест-

6 СП 16.13330.2017 «Стальные конструкции. Актуализированная редакция СНиП II-23-81*» (с Поправкой, с изменением 
№ 1,2,3,4).

7 СП 294.1325800.2017 с изм. № 1,2,3 «Конструкции стальные. Правила проектирования». 

кое закрепление). Также в работе приведены 
результаты расчёта для частного случая (аб-
солютно жёстких опорных узлов) и сопостав-
ление полученных результатов с расчётом в 
ПК «ЛИРА-САПР».

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ

В статье задача общей устойчивости тонко-
стенного стержня рассматривается как задача 
расчёта на изгиб с кручением с учётом геоме-
трической нелинейности.

Рассмотрим однопролётную балку с опор-
ными узлами, имеющими компоненты угловой 
жёсткости 

стержней при неравномерно распределённой нагрузке. В статье [13] рассматриваются вопросы 
прочности композиционных тонкостенных балок. В статье [14] авторы проводят сравнение 
стержневой и оболочечной моделей расчёта тонкостенных балок. В работе [15] рассматриваются 
вопросы параметрической оптимизации конструкций из тонкостенных стержней. 
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Статья [18] посвящена уточнению методик расчёта напряжений при стеснённом изгибе с 
кручением балок швеллерного сечения, статья [19] – вопросам численного моделирования 
стержней из композиционных материалов. 
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изученными в современной строительной механике. 

Существующие российские нормы предписывают проверять общую устойчивость балок по 
методикам, основанным на теории тонкостенных стержней В.З. Власова и С.П. Тимошенко. При 
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Так как система уравнений В.З. Власова для изгиба с кручением тонкостенного стержня не 
имеет общего аналитического решения, действующие нормы содержат ограниченное число 
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бесконечности (жесткое закрепление). Также в работе приведены результаты расчёта для частного 
случая (абсолютно жёстких опорных узлов) и сопоставление полученных результатов с расчётом в 
ПК «ЛИРА-САПР». 
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В статье задача общей устойчивости тонкостенного стержня рассматривается как задача 

расчёта на изгиб с кручением с учётом геометрической нелинейности. 
Рассмотрим однопролётную балку с опорными узлами, имеющими компоненты угловой 

жёсткости 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 и сопротивление депланации 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈 (рисунок 1). На рисунке 1 опорные узлы 
показаны условно и включают в себя четыре компоненты жёсткости. Неподвижные оси обозначены 
как 𝑋𝑋𝑋𝑋, 𝑌𝑌𝑌𝑌, 𝑍𝑍𝑍𝑍. При этом ось, проходящую через центры масс сечений стержня, обозначена как 𝑧𝑧𝑧𝑧, а 
главные оси сечений как 𝑥𝑥𝑥𝑥 и 𝑦𝑦𝑦𝑦. Моменты инерции сечения обозначены как 𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈 , 𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈 , 𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 , 𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔, модуль 
упругости материала как 𝐸𝐸𝐸𝐸, а модуль сдвига как 𝐺𝐺𝐺𝐺.  

В недеформированном состоянии (рис. 2(а)) оси 𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑦𝑦𝑦𝑦 и 𝑧𝑧𝑧𝑧 параллельны неподвижным осям Х, У, 
Z, а в деформированном (рис. 2(б)) между парами осей 𝑋𝑋𝑋𝑋 − 𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑌𝑌𝑌𝑌 − 𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑍𝑍𝑍𝑍 − 𝑧𝑧𝑧𝑧 образуются углу 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑋𝑋𝑋𝑋, 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑌𝑌𝑌𝑌, 
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 и сопротивление де-
планации 

стержней при неравномерно распределённой нагрузке. В статье [13] рассматриваются вопросы 
прочности композиционных тонкостенных балок. В статье [14] авторы проводят сравнение 
стержневой и оболочечной моделей расчёта тонкостенных балок. В работе [15] рассматриваются 
вопросы параметрической оптимизации конструкций из тонкостенных стержней. 

В статье [16] авторами описывается эксперимент, посвященный образованию трещин в 
композиционных тонкостенных стержнях. Статья [17] посвящена вопросам расчёта НДС 
тонкостенных стержней, выполненных из анизотропных материалов. 

Статья [18] посвящена уточнению методик расчёта напряжений при стеснённом изгибе с 
кручением балок швеллерного сечения, статья [19] – вопросам численного моделирования 
стержней из композиционных материалов. 

В работе [20] исследуется упругость и прочность тонкостенных стержней, изготовленных с 
применением аддитивных технологий. 

В качестве обобщения приведенных материалов сделан вывод о том, что вопросы влияния 
жёсткости опорных узлов на общую устойчивость тонкостенных стержней остаются не вполне 
изученными в современной строительной механике. 

Существующие российские нормы предписывают проверять общую устойчивость балок по 
методикам, основанным на теории тонкостенных стержней В.З. Власова и С.П. Тимошенко. При 
этом методика, приведённая в СП 16.13330.20176,  представляет собой проверку напряжений в 
балке при действующих нагрузках с учётом влияния начальных несовершенств (начальной погиби 
и эксцентриситета приложения нагрузки) и геометрической нелинейности7 (п. 7.2.3 СП 
294.1325800.2017 с изм. № 1, 2, 3). 

Так как система уравнений В.З. Власова для изгиба с кручением тонкостенного стержня не 
имеет общего аналитического решения, действующие нормы содержат ограниченное число 
вариантов схем закрепления и загружений балок. Так, в приложении Ж к СП 16.13330.2017 с Изм. 
1, 2, 3, 4 содержится 9 вариантов загружения для двутавровой балки симметричного сечения с 
консольным и шарнирным опиранием. 

Однако  в существующих нормах не рассматриваются балки с жёсткими опорными узлами, а 
также не учитывается жёсткость опорных узлов как таковых. 

В данной работе рассматривается решение системы уравнений устойчивости плоской 
формы изгиба В.З. Власова тонкостенного стержня, учитывающее угловую жёсткость опорных 
узлов. Полученная система уравнений позволяет определять НДС стержней с возможностью 
варьирования угловых жесткостей опорных узлов от нуля (шаровой/цилиндрический шарнир) до 
бесконечности (жесткое закрепление). Также в работе приведены результаты расчёта для частного 
случая (абсолютно жёстких опорных узлов) и сопоставление полученных результатов с расчётом в 
ПК «ЛИРА-САПР». 
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 (рисунок 1). На рисунке 1 опор-
ные узлы показаны условно и включают в себя 
четыре компоненты жёсткости. Неподвижные 
оси обозначены как 𝑋, 𝑌, 𝑍. При этом ось, про-
ходящую через центры масс сечений стержня, 
обозначена как 𝑧, а главные оси сечений как и 
𝑥 и 𝑦. Моменты инерции сечения обозначены 
как 𝐼𝑥, 𝐼𝑦, 𝐼𝑡, 𝐼𝜔, модуль упругости материала как 
𝐸, а модуль сдвига как 𝐺. 

В недеформированном состоянии (рис. 
2(а)) оси 𝑥, 𝑦 и 𝑧 параллельны неподвижным 
осям 𝑋, 𝑌, 𝑍, а в деформированном (рис. 2(б)) 
между парами осей 𝑋−𝑥, 𝑌−𝑦, 𝑍−𝑧 образуют-
ся углу 
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𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍. При этом сечения поворачиваются вокруг местных осей 𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑧𝑧𝑧𝑧 на угол 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧. 
Перемещения центра тяжести сечения стержня обозначим как ∆𝑋𝑋𝑋𝑋, ∆𝑌𝑌𝑌𝑌. 
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Рисунок 1 – Расчётная схема балки в правой системе координат 

Источник: составлено авторами. 
 

Figure 1 – Graphical representation of a beam in the right-hand coordinate system 
Source: compiled by the authors. 
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Рисунок 2 – Поперечное сечение тонкостенного стержня в середине пролёта: 
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Для балок, нагруженных только поперечной нагрузкой в плоскости максимальной жёсткости, 
математическая модель устойчивости плоской формы изгиба В.З. Власова в левой системе 
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𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                      (1) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                    (2) 
 
Чтобы перевести систему уравнений (1)-(2) для записи в правой системе координат, необхо-
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𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈прав. = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈лев., 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)прав. = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′лев.. 

Тогда система уравнений (1)-(2) примет вид 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                                  (3) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                               (4) 
 
Проинтегрировав дважды уравнение (3), получим следующее выражение: 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                               (5) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝐶𝐶𝐶𝐶2.                                                                                           (6) 

 
Для определения констант интегрирования 𝐶𝐶𝐶𝐶1  и 𝐶𝐶𝐶𝐶2 необходимо 2 граничных условия. Первым 

условие запишем для изгибающего момента в опорном узле: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                                                  (7) 
𝐶𝐶𝐶𝐶2 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                 (8) 

 
Для определения параметра 𝐶𝐶𝐶𝐶1 необходимо задать условие для поперечной силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈. Попереч-

ная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 определяется как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                      (9) 
 

В принятой расчётной схеме на балку в середине пролёта воздействует сила 
           𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈sin �𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�� = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�. Так как усилия в левой и правой частях балки распределяются оди-

наково относительно середины пролёта, поперечные силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� и 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� отличаются 

только знаком. Поэтому усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� определится как 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ,                                                                                      (10) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′

+ 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                   (11) 
 

 принято 
высота приложения соответствующей нагрузки. При этом за положительное направление нагрузки 
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 принято −𝑌𝑌𝑌𝑌. 

Для балок, нагруженных только поперечной нагрузкой в плоскости максимальной жёсткости, 
математическая модель устойчивости плоской формы изгиба В.З. Власова в левой системе 
координат имеет следующий вид [с. 375 в работе5], система уравнений (3.3)):  

 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                      (1) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                    (2) 
 
Чтобы перевести систему уравнений (1)-(2) для записи в правой системе координат, необхо-

димо произвести следующие преобразования: 
 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′лев., 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈прав. = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈лев., 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)прав. = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′лев.. 

Тогда система уравнений (1)-(2) примет вид 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                                  (3) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                               (4) 
 
Проинтегрировав дважды уравнение (3), получим следующее выражение: 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                               (5) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝐶𝐶𝐶𝐶2.                                                                                           (6) 

 
Для определения констант интегрирования 𝐶𝐶𝐶𝐶1  и 𝐶𝐶𝐶𝐶2 необходимо 2 граничных условия. Первым 

условие запишем для изгибающего момента в опорном узле: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                                                  (7) 
𝐶𝐶𝐶𝐶2 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                 (8) 

 
Для определения параметра 𝐶𝐶𝐶𝐶1 необходимо задать условие для поперечной силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈. Попереч-

ная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 определяется как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                      (9) 
 

В принятой расчётной схеме на балку в середине пролёта воздействует сила 
           𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈sin �𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�� = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�. Так как усилия в левой и правой частях балки распределяются оди-

наково относительно середины пролёта, поперечные силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� и 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� отличаются 

только знаком. Поэтому усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� определится как 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ,                                                                                      (10) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′

+ 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                   (11) 
 

.
Для балок, нагруженных только поперечной нагрузкой в плоскости максимальной жёсткости, 

математическая модель устойчивости плоской формы изгиба В.З. Власова в левой системе коор-
динат имеет следующий вид [с. 375 в работе5], система уравнений (3.3)): 

высота приложения соответствующей нагрузки. При этом за положительное направление нагрузки 
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 принято −𝑌𝑌𝑌𝑌. 

Для балок, нагруженных только поперечной нагрузкой в плоскости максимальной жёсткости, 
математическая модель устойчивости плоской формы изгиба В.З. Власова в левой системе 
координат имеет следующий вид [с. 375 в работе5], система уравнений (3.3)):  

 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                      (1) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                    (2) 
 
Чтобы перевести систему уравнений (1)-(2) для записи в правой системе координат, необхо-

димо произвести следующие преобразования: 
 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′лев., 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈прав. = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈лев., 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)прав. = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′лев.. 

Тогда система уравнений (1)-(2) примет вид 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                                  (3) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                               (4) 
 
Проинтегрировав дважды уравнение (3), получим следующее выражение: 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                               (5) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝐶𝐶𝐶𝐶2.                                                                                           (6) 

 
Для определения констант интегрирования 𝐶𝐶𝐶𝐶1  и 𝐶𝐶𝐶𝐶2 необходимо 2 граничных условия. Первым 

условие запишем для изгибающего момента в опорном узле: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                                                  (7) 
𝐶𝐶𝐶𝐶2 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                 (8) 

 
Для определения параметра 𝐶𝐶𝐶𝐶1 необходимо задать условие для поперечной силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈. Попереч-

ная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 определяется как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                      (9) 
 

В принятой расчётной схеме на балку в середине пролёта воздействует сила 
           𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈sin �𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�� = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�. Так как усилия в левой и правой частях балки распределяются оди-

наково относительно середины пролёта, поперечные силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� и 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� отличаются 

только знаком. Поэтому усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� определится как 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ,                                                                                      (10) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′

+ 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                   (11) 
 

(1)
(2)

Чтобы перевести систему уравнений (1)-(2) для записи в правой системе координат, необходи-
мо произвести следующие преобразования:

высота приложения соответствующей нагрузки. При этом за положительное направление нагрузки 
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 принято −𝑌𝑌𝑌𝑌. 

Для балок, нагруженных только поперечной нагрузкой в плоскости максимальной жёсткости, 
математическая модель устойчивости плоской формы изгиба В.З. Власова в левой системе 
координат имеет следующий вид [с. 375 в работе5], система уравнений (3.3)):  

 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                      (1) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                    (2) 
 
Чтобы перевести систему уравнений (1)-(2) для записи в правой системе координат, необхо-

димо произвести следующие преобразования: 
 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′лев., 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈прав. = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈лев., 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)прав. = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′лев.. 

Тогда система уравнений (1)-(2) примет вид 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                                  (3) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                               (4) 
 
Проинтегрировав дважды уравнение (3), получим следующее выражение: 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                               (5) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝐶𝐶𝐶𝐶2.                                                                                           (6) 

 
Для определения констант интегрирования 𝐶𝐶𝐶𝐶1  и 𝐶𝐶𝐶𝐶2 необходимо 2 граничных условия. Первым 

условие запишем для изгибающего момента в опорном узле: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                                                  (7) 
𝐶𝐶𝐶𝐶2 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                 (8) 

 
Для определения параметра 𝐶𝐶𝐶𝐶1 необходимо задать условие для поперечной силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈. Попереч-

ная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 определяется как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                      (9) 
 

В принятой расчётной схеме на балку в середине пролёта воздействует сила 
           𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈sin �𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�� = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�. Так как усилия в левой и правой частях балки распределяются оди-

наково относительно середины пролёта, поперечные силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� и 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� отличаются 

только знаком. Поэтому усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� определится как 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ,                                                                                      (10) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′

+ 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                   (11) 
 

Тогда система уравнений (1)-(2) примет вид

высота приложения соответствующей нагрузки. При этом за положительное направление нагрузки 
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 принято −𝑌𝑌𝑌𝑌. 

Для балок, нагруженных только поперечной нагрузкой в плоскости максимальной жёсткости, 
математическая модель устойчивости плоской формы изгиба В.З. Власова в левой системе 
координат имеет следующий вид [с. 375 в работе5], система уравнений (3.3)):  

 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                      (1) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                    (2) 
 
Чтобы перевести систему уравнений (1)-(2) для записи в правой системе координат, необхо-

димо произвести следующие преобразования: 
 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′лев., 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈прав. = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈лев., 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)прав. = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′лев.. 

Тогда система уравнений (1)-(2) примет вид 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                                  (3) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                               (4) 
 
Проинтегрировав дважды уравнение (3), получим следующее выражение: 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                               (5) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝐶𝐶𝐶𝐶2.                                                                                           (6) 

 
Для определения констант интегрирования 𝐶𝐶𝐶𝐶1  и 𝐶𝐶𝐶𝐶2 необходимо 2 граничных условия. Первым 

условие запишем для изгибающего момента в опорном узле: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                                                  (7) 
𝐶𝐶𝐶𝐶2 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                 (8) 

 
Для определения параметра 𝐶𝐶𝐶𝐶1 необходимо задать условие для поперечной силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈. Попереч-

ная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 определяется как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                      (9) 
 

В принятой расчётной схеме на балку в середине пролёта воздействует сила 
           𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈sin �𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�� = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�. Так как усилия в левой и правой частях балки распределяются оди-

наково относительно середины пролёта, поперечные силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� и 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� отличаются 

только знаком. Поэтому усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� определится как 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ,                                                                                      (10) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′

+ 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                   (11) 
 

(3)
(4)

Проинтегрировав дважды уравнение (3), получим следующее выражение:
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высота приложения соответствующей нагрузки. При этом за положительное направление нагрузки 
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 принято −𝑌𝑌𝑌𝑌. 

Для балок, нагруженных только поперечной нагрузкой в плоскости максимальной жёсткости, 
математическая модель устойчивости плоской формы изгиба В.З. Власова в левой системе 
координат имеет следующий вид [с. 375 в работе5], система уравнений (3.3)):  

 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                      (1) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                    (2) 
 
Чтобы перевести систему уравнений (1)-(2) для записи в правой системе координат, необхо-

димо произвести следующие преобразования: 
 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′лев., 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈прав. = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈лев., 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)прав. = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′лев.. 

Тогда система уравнений (1)-(2) примет вид 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                                  (3) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                               (4) 
 
Проинтегрировав дважды уравнение (3), получим следующее выражение: 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                               (5) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝐶𝐶𝐶𝐶2.                                                                                           (6) 

 
Для определения констант интегрирования 𝐶𝐶𝐶𝐶1  и 𝐶𝐶𝐶𝐶2 необходимо 2 граничных условия. Первым 

условие запишем для изгибающего момента в опорном узле: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                                                  (7) 
𝐶𝐶𝐶𝐶2 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                 (8) 

 
Для определения параметра 𝐶𝐶𝐶𝐶1 необходимо задать условие для поперечной силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈. Попереч-

ная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 определяется как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                      (9) 
 

В принятой расчётной схеме на балку в середине пролёта воздействует сила 
           𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈sin �𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�� = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�. Так как усилия в левой и правой частях балки распределяются оди-

наково относительно середины пролёта, поперечные силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� и 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� отличаются 

только знаком. Поэтому усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� определится как 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ,                                                                                      (10) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′

+ 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                   (11) 
 

(5)

высота приложения соответствующей нагрузки. При этом за положительное направление нагрузки 
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 принято −𝑌𝑌𝑌𝑌. 

Для балок, нагруженных только поперечной нагрузкой в плоскости максимальной жёсткости, 
математическая модель устойчивости плоской формы изгиба В.З. Власова в левой системе 
координат имеет следующий вид [с. 375 в работе5], система уравнений (3.3)):  

 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                      (1) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                    (2) 
 
Чтобы перевести систему уравнений (1)-(2) для записи в правой системе координат, необхо-

димо произвести следующие преобразования: 
 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′лев., 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈прав. = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈лев., 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)прав. = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′лев.. 

Тогда система уравнений (1)-(2) примет вид 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                                  (3) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                               (4) 
 
Проинтегрировав дважды уравнение (3), получим следующее выражение: 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                               (5) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝐶𝐶𝐶𝐶2.                                                                                           (6) 

 
Для определения констант интегрирования 𝐶𝐶𝐶𝐶1  и 𝐶𝐶𝐶𝐶2 необходимо 2 граничных условия. Первым 

условие запишем для изгибающего момента в опорном узле: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                                                  (7) 
𝐶𝐶𝐶𝐶2 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                 (8) 

 
Для определения параметра 𝐶𝐶𝐶𝐶1 необходимо задать условие для поперечной силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈. Попереч-

ная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 определяется как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                      (9) 
 

В принятой расчётной схеме на балку в середине пролёта воздействует сила 
           𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈sin �𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�� = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�. Так как усилия в левой и правой частях балки распределяются оди-

наково относительно середины пролёта, поперечные силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� и 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� отличаются 

только знаком. Поэтому усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� определится как 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ,                                                                                      (10) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′

+ 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                   (11) 
 

(6)

Для определения констант интегрирования 𝐶1 и 𝐶2 необходимо 2 граничных условия. Первым 
условие запишем для изгибающего момента в опорном узле:

высота приложения соответствующей нагрузки. При этом за положительное направление нагрузки 
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 принято −𝑌𝑌𝑌𝑌. 

Для балок, нагруженных только поперечной нагрузкой в плоскости максимальной жёсткости, 
математическая модель устойчивости плоской формы изгиба В.З. Власова в левой системе 
координат имеет следующий вид [с. 375 в работе5], система уравнений (3.3)):  

 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                      (1) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                    (2) 
 
Чтобы перевести систему уравнений (1)-(2) для записи в правой системе координат, необхо-

димо произвести следующие преобразования: 
 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′лев., 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈прав. = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈лев., 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)прав. = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′лев.. 

Тогда система уравнений (1)-(2) примет вид 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                                  (3) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                               (4) 
 
Проинтегрировав дважды уравнение (3), получим следующее выражение: 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                               (5) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝐶𝐶𝐶𝐶2.                                                                                           (6) 

 
Для определения констант интегрирования 𝐶𝐶𝐶𝐶1  и 𝐶𝐶𝐶𝐶2 необходимо 2 граничных условия. Первым 

условие запишем для изгибающего момента в опорном узле: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                                                  (7) 
𝐶𝐶𝐶𝐶2 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                 (8) 

 
Для определения параметра 𝐶𝐶𝐶𝐶1 необходимо задать условие для поперечной силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈. Попереч-

ная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 определяется как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                      (9) 
 

В принятой расчётной схеме на балку в середине пролёта воздействует сила 
           𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈sin �𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�� = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�. Так как усилия в левой и правой частях балки распределяются оди-

наково относительно середины пролёта, поперечные силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� и 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� отличаются 

только знаком. Поэтому усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� определится как 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ,                                                                                      (10) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′

+ 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                   (11) 
 

(7)

высота приложения соответствующей нагрузки. При этом за положительное направление нагрузки 
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 принято −𝑌𝑌𝑌𝑌. 

Для балок, нагруженных только поперечной нагрузкой в плоскости максимальной жёсткости, 
математическая модель устойчивости плоской формы изгиба В.З. Власова в левой системе 
координат имеет следующий вид [с. 375 в работе5], система уравнений (3.3)):  

 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                      (1) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                    (2) 
 
Чтобы перевести систему уравнений (1)-(2) для записи в правой системе координат, необхо-

димо произвести следующие преобразования: 
 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′лев., 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈прав. = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈лев., 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)прав. = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′лев.. 

Тогда система уравнений (1)-(2) примет вид 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                                  (3) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                               (4) 
 
Проинтегрировав дважды уравнение (3), получим следующее выражение: 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                               (5) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝐶𝐶𝐶𝐶2.                                                                                           (6) 

 
Для определения констант интегрирования 𝐶𝐶𝐶𝐶1  и 𝐶𝐶𝐶𝐶2 необходимо 2 граничных условия. Первым 

условие запишем для изгибающего момента в опорном узле: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                                                  (7) 
𝐶𝐶𝐶𝐶2 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                 (8) 

 
Для определения параметра 𝐶𝐶𝐶𝐶1 необходимо задать условие для поперечной силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈. Попереч-

ная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 определяется как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                      (9) 
 

В принятой расчётной схеме на балку в середине пролёта воздействует сила 
           𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈sin �𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�� = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�. Так как усилия в левой и правой частях балки распределяются оди-

наково относительно середины пролёта, поперечные силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� и 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� отличаются 

только знаком. Поэтому усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� определится как 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ,                                                                                      (10) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′

+ 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                   (11) 
 

(8)

Для определения параметра 𝐶1 необходимо задать условие для поперечной силы 𝑄𝑥. Попе-
реч-ная сила 𝑄𝑥 определяется как

высота приложения соответствующей нагрузки. При этом за положительное направление нагрузки 
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 принято −𝑌𝑌𝑌𝑌. 

Для балок, нагруженных только поперечной нагрузкой в плоскости максимальной жёсткости, 
математическая модель устойчивости плоской формы изгиба В.З. Власова в левой системе 
координат имеет следующий вид [с. 375 в работе5], система уравнений (3.3)):  

 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                      (1) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                    (2) 
 
Чтобы перевести систему уравнений (1)-(2) для записи в правой системе координат, необхо-

димо произвести следующие преобразования: 
 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′лев., 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈прав. = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈лев., 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)прав. = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′лев.. 

Тогда система уравнений (1)-(2) примет вид 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                                  (3) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                               (4) 
 
Проинтегрировав дважды уравнение (3), получим следующее выражение: 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                               (5) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝐶𝐶𝐶𝐶2.                                                                                           (6) 

 
Для определения констант интегрирования 𝐶𝐶𝐶𝐶1  и 𝐶𝐶𝐶𝐶2 необходимо 2 граничных условия. Первым 

условие запишем для изгибающего момента в опорном узле: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                                                  (7) 
𝐶𝐶𝐶𝐶2 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                 (8) 

 
Для определения параметра 𝐶𝐶𝐶𝐶1 необходимо задать условие для поперечной силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈. Попереч-

ная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 определяется как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                      (9) 
 

В принятой расчётной схеме на балку в середине пролёта воздействует сила 
           𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈sin �𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�� = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�. Так как усилия в левой и правой частях балки распределяются оди-

наково относительно середины пролёта, поперечные силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� и 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� отличаются 

только знаком. Поэтому усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� определится как 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ,                                                                                      (10) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′

+ 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                   (11) 
 

(9)

В принятой расчётной схеме на балку в середине пролёта воздействует сила 

высота приложения соответствующей нагрузки. При этом за положительное направление нагрузки 
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 принято −𝑌𝑌𝑌𝑌. 

Для балок, нагруженных только поперечной нагрузкой в плоскости максимальной жёсткости, 
математическая модель устойчивости плоской формы изгиба В.З. Власова в левой системе 
координат имеет следующий вид [с. 375 в работе5], система уравнений (3.3)):  

 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                      (1) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                    (2) 
 
Чтобы перевести систему уравнений (1)-(2) для записи в правой системе координат, необхо-

димо произвести следующие преобразования: 
 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′лев., 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈прав. = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈лев., 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)прав. = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′лев.. 

Тогда система уравнений (1)-(2) примет вид 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                                  (3) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                               (4) 
 
Проинтегрировав дважды уравнение (3), получим следующее выражение: 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                               (5) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝐶𝐶𝐶𝐶2.                                                                                           (6) 

 
Для определения констант интегрирования 𝐶𝐶𝐶𝐶1  и 𝐶𝐶𝐶𝐶2 необходимо 2 граничных условия. Первым 

условие запишем для изгибающего момента в опорном узле: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                                                  (7) 
𝐶𝐶𝐶𝐶2 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                 (8) 

 
Для определения параметра 𝐶𝐶𝐶𝐶1 необходимо задать условие для поперечной силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈. Попереч-

ная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 определяется как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                      (9) 
 

В принятой расчётной схеме на балку в середине пролёта воздействует сила 
           𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈sin �𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�� = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�. Так как усилия в левой и правой частях балки распределяются оди-

наково относительно середины пролёта, поперечные силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� и 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� отличаются 

только знаком. Поэтому усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� определится как 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ,                                                                                      (10) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′

+ 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                   (11) 
 

. Так как усилия в левой и правой частях балки распределяются одинаково 

относительно середины пролёта, поперечные силы 

высота приложения соответствующей нагрузки. При этом за положительное направление нагрузки 
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 принято −𝑌𝑌𝑌𝑌. 

Для балок, нагруженных только поперечной нагрузкой в плоскости максимальной жёсткости, 
математическая модель устойчивости плоской формы изгиба В.З. Власова в левой системе 
координат имеет следующий вид [с. 375 в работе5], система уравнений (3.3)):  

 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                      (1) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                    (2) 
 
Чтобы перевести систему уравнений (1)-(2) для записи в правой системе координат, необхо-

димо произвести следующие преобразования: 
 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′лев., 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈прав. = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈лев., 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)прав. = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′лев.. 

Тогда система уравнений (1)-(2) примет вид 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                                  (3) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                               (4) 
 
Проинтегрировав дважды уравнение (3), получим следующее выражение: 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                               (5) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝐶𝐶𝐶𝐶2.                                                                                           (6) 

 
Для определения констант интегрирования 𝐶𝐶𝐶𝐶1  и 𝐶𝐶𝐶𝐶2 необходимо 2 граничных условия. Первым 

условие запишем для изгибающего момента в опорном узле: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                                                  (7) 
𝐶𝐶𝐶𝐶2 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                 (8) 

 
Для определения параметра 𝐶𝐶𝐶𝐶1 необходимо задать условие для поперечной силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈. Попереч-

ная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 определяется как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                      (9) 
 

В принятой расчётной схеме на балку в середине пролёта воздействует сила 
           𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈sin �𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�� = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�. Так как усилия в левой и правой частях балки распределяются оди-

наково относительно середины пролёта, поперечные силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� и 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� отличаются 

только знаком. Поэтому усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� определится как 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ,                                                                                      (10) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′

+ 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                   (11) 
 

 отличаются только 
знаком. Поэтому усилие 

высота приложения соответствующей нагрузки. При этом за положительное направление нагрузки 
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 принято −𝑌𝑌𝑌𝑌. 

Для балок, нагруженных только поперечной нагрузкой в плоскости максимальной жёсткости, 
математическая модель устойчивости плоской формы изгиба В.З. Власова в левой системе 
координат имеет следующий вид [с. 375 в работе5], система уравнений (3.3)):  

 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                      (1) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                    (2) 
 
Чтобы перевести систему уравнений (1)-(2) для записи в правой системе координат, необхо-

димо произвести следующие преобразования: 
 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′лев., 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈прав. = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈лев., 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)прав. = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′лев.. 

Тогда система уравнений (1)-(2) примет вид 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                                  (3) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                               (4) 
 
Проинтегрировав дважды уравнение (3), получим следующее выражение: 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                               (5) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝐶𝐶𝐶𝐶2.                                                                                           (6) 

 
Для определения констант интегрирования 𝐶𝐶𝐶𝐶1  и 𝐶𝐶𝐶𝐶2 необходимо 2 граничных условия. Первым 

условие запишем для изгибающего момента в опорном узле: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                                                  (7) 
𝐶𝐶𝐶𝐶2 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                 (8) 

 
Для определения параметра 𝐶𝐶𝐶𝐶1 необходимо задать условие для поперечной силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈. Попереч-

ная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 определяется как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                      (9) 
 

В принятой расчётной схеме на балку в середине пролёта воздействует сила 
           𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈sin �𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�� = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�. Так как усилия в левой и правой частях балки распределяются оди-

наково относительно середины пролёта, поперечные силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� и 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� отличаются 

только знаком. Поэтому усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� определится как 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ,                                                                                      (10) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′

+ 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                   (11) 
 

определится как

высота приложения соответствующей нагрузки. При этом за положительное направление нагрузки 
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 принято −𝑌𝑌𝑌𝑌. 

Для балок, нагруженных только поперечной нагрузкой в плоскости максимальной жёсткости, 
математическая модель устойчивости плоской формы изгиба В.З. Власова в левой системе 
координат имеет следующий вид [с. 375 в работе5], система уравнений (3.3)):  

 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                      (1) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                    (2) 
 
Чтобы перевести систему уравнений (1)-(2) для записи в правой системе координат, необхо-

димо произвести следующие преобразования: 
 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′лев., 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈прав. = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈лев., 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)прав. = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′лев.. 

Тогда система уравнений (1)-(2) примет вид 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                                  (3) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                               (4) 
 
Проинтегрировав дважды уравнение (3), получим следующее выражение: 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                               (5) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝐶𝐶𝐶𝐶2.                                                                                           (6) 

 
Для определения констант интегрирования 𝐶𝐶𝐶𝐶1  и 𝐶𝐶𝐶𝐶2 необходимо 2 граничных условия. Первым 

условие запишем для изгибающего момента в опорном узле: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                                                  (7) 
𝐶𝐶𝐶𝐶2 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                 (8) 

 
Для определения параметра 𝐶𝐶𝐶𝐶1 необходимо задать условие для поперечной силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈. Попереч-

ная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 определяется как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                      (9) 
 

В принятой расчётной схеме на балку в середине пролёта воздействует сила 
           𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈sin �𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�� = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�. Так как усилия в левой и правой частях балки распределяются оди-

наково относительно середины пролёта, поперечные силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� и 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� отличаются 

только знаком. Поэтому усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� определится как 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ,                                                                                      (10) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′

+ 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                   (11) 
 

(10)

высота приложения соответствующей нагрузки. При этом за положительное направление нагрузки 
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 принято −𝑌𝑌𝑌𝑌. 

Для балок, нагруженных только поперечной нагрузкой в плоскости максимальной жёсткости, 
математическая модель устойчивости плоской формы изгиба В.З. Власова в левой системе 
координат имеет следующий вид [с. 375 в работе5], система уравнений (3.3)):  

 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                      (1) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                    (2) 
 
Чтобы перевести систему уравнений (1)-(2) для записи в правой системе координат, необхо-

димо произвести следующие преобразования: 
 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′прав. = ∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′лев., 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈прав. = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈лев., 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)прав. = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼лев., 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′прав. = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′лев.. 

Тогда система уравнений (1)-(2) примет вид 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)�′′ = 0,                                                                                                  (3) 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

0 + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋′′ = 0 .                               (4) 
 
Проинтегрировав дважды уравнение (3), получим следующее выражение: 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ = −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                               (5) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝐶𝐶𝐶𝐶1𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝐶𝐶𝐶𝐶2.                                                                                           (6) 

 
Для определения констант интегрирования 𝐶𝐶𝐶𝐶1  и 𝐶𝐶𝐶𝐶2 необходимо 2 граничных условия. Первым 

условие запишем для изгибающего момента в опорном узле: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝐶𝐶𝐶𝐶2,                                                                                                  (7) 
𝐶𝐶𝐶𝐶2 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                 (8) 

 
Для определения параметра 𝐶𝐶𝐶𝐶1 необходимо задать условие для поперечной силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈. Попереч-

ная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 определяется как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                      (9) 
 

В принятой расчётной схеме на балку в середине пролёта воздействует сила 
           𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈sin �𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�� = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�. Так как усилия в левой и правой частях балки распределяются оди-

наково относительно середины пролёта, поперечные силы 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� и 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� отличаются 

только знаком. Поэтому усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧� определится как 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ,                                                                                      (10) 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′

+ 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                   (11) 
 

(11)

Отметим, что так как в середине пролёта достигается максимальный угол поворота 𝑈𝑧, произ-
водная 

Отметим, что так как в середине пролёта достигается максимальный угол поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, произ-
водная  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′
 равна 0. 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                        (12) 

В используемой расчётной схеме  усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� определится как 

 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
− 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2

.                               (13) 
Подставим (12) в (13) и получим 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                                (14) 

𝐶𝐶𝐶𝐶1 = 0. 
В итоге уравнение (3) примет вид 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� .                                                (15) 
 

Поперечная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) выразится как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′.                                                (16) 
 

Далее в уравнении (4) заменим ∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ на  −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑈𝑈𝑈𝑈)

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦
: 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                        (17) 

Система уравнений (3)-(4) принимает вид: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                 (18) 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                      (19) 

Подставив в уравнение (15)  в уравнение (17), можно получить однородное дифференциаль-
ное уравнение 4-го порядка относительно угла закручивания: 

 

[E𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − [𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ −
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

(𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)) − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 = 0.                                 (20) 

 
Обозначим производную угла поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ как 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), внутренний бимомент −𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ как 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧),  внутренний крутящий момент как 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧). 
В соответствии с принятыми обозначениями выразим из уравнения (20) 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′: 
 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′′,                                                                                (21) 
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 ,                                                                               (22) 

−𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = −[𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) +  

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,     (23) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 . (24) 

Далее запишем выражения для определения 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧): 

равна 0.
Отметим, что так как в середине пролёта достигается максимальный угол поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, произ-

водная  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′
 равна 0. 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                        (12) 

В используемой расчётной схеме  усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� определится как 

 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
− 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2

.                               (13) 
Подставим (12) в (13) и получим 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                                (14) 

𝐶𝐶𝐶𝐶1 = 0. 
В итоге уравнение (3) примет вид 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� .                                                (15) 
 

Поперечная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) выразится как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′.                                                (16) 
 

Далее в уравнении (4) заменим ∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ на  −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑈𝑈𝑈𝑈)

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦
: 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                        (17) 

Система уравнений (3)-(4) принимает вид: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                 (18) 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                      (19) 

Подставив в уравнение (15)  в уравнение (17), можно получить однородное дифференциаль-
ное уравнение 4-го порядка относительно угла закручивания: 

 

[E𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − [𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ −
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

(𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)) − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 = 0.                                 (20) 

 
Обозначим производную угла поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ как 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), внутренний бимомент −𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ как 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧),  внутренний крутящий момент как 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧). 
В соответствии с принятыми обозначениями выразим из уравнения (20) 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′: 
 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′′,                                                                                (21) 
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 ,                                                                               (22) 

−𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = −[𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) +  

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,     (23) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 . (24) 

Далее запишем выражения для определения 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧): 

(12)

В используемой расчётной схеме усилие 

Отметим, что так как в середине пролёта достигается максимальный угол поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, произ-
водная  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′
 равна 0. 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                        (12) 

В используемой расчётной схеме  усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� определится как 

 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
− 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2

.                               (13) 
Подставим (12) в (13) и получим 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                                (14) 

𝐶𝐶𝐶𝐶1 = 0. 
В итоге уравнение (3) примет вид 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� .                                                (15) 
 

Поперечная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) выразится как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′.                                                (16) 
 

Далее в уравнении (4) заменим ∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ на  −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑈𝑈𝑈𝑈)

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦
: 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                        (17) 

Система уравнений (3)-(4) принимает вид: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                 (18) 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                      (19) 

Подставив в уравнение (15)  в уравнение (17), можно получить однородное дифференциаль-
ное уравнение 4-го порядка относительно угла закручивания: 

 

[E𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − [𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ −
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

(𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)) − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 = 0.                                 (20) 

 
Обозначим производную угла поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ как 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), внутренний бимомент −𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ как 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧),  внутренний крутящий момент как 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧). 
В соответствии с принятыми обозначениями выразим из уравнения (20) 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′: 
 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′′,                                                                                (21) 
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 ,                                                                               (22) 

−𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = −[𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) +  

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,     (23) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 . (24) 

Далее запишем выражения для определения 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧): 

определится как

Отметим, что так как в середине пролёта достигается максимальный угол поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, произ-
водная  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′
 равна 0. 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                        (12) 

В используемой расчётной схеме  усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� определится как 

 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
− 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2

.                               (13) 
Подставим (12) в (13) и получим 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                                (14) 

𝐶𝐶𝐶𝐶1 = 0. 
В итоге уравнение (3) примет вид 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� .                                                (15) 
 

Поперечная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) выразится как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′.                                                (16) 
 

Далее в уравнении (4) заменим ∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ на  −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑈𝑈𝑈𝑈)

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦
: 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                        (17) 

Система уравнений (3)-(4) принимает вид: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                 (18) 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                      (19) 

Подставив в уравнение (15)  в уравнение (17), можно получить однородное дифференциаль-
ное уравнение 4-го порядка относительно угла закручивания: 

 

[E𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − [𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ −
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

(𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)) − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 = 0.                                 (20) 

 
Обозначим производную угла поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ как 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), внутренний бимомент −𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ как 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧),  внутренний крутящий момент как 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧). 
В соответствии с принятыми обозначениями выразим из уравнения (20) 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′: 
 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′′,                                                                                (21) 
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 ,                                                                               (22) 

−𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = −[𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) +  

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,     (23) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 . (24) 

Далее запишем выражения для определения 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧): 

(13)

Подставим (12) в (13) и получим

Отметим, что так как в середине пролёта достигается максимальный угол поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, произ-
водная  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′
 равна 0. 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                        (12) 

В используемой расчётной схеме  усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� определится как 

 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
− 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2

.                               (13) 
Подставим (12) в (13) и получим 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                                (14) 

𝐶𝐶𝐶𝐶1 = 0. 
В итоге уравнение (3) примет вид 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� .                                                (15) 
 

Поперечная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) выразится как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′.                                                (16) 
 

Далее в уравнении (4) заменим ∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ на  −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑈𝑈𝑈𝑈)

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦
: 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                        (17) 

Система уравнений (3)-(4) принимает вид: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                 (18) 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                      (19) 

Подставив в уравнение (15)  в уравнение (17), можно получить однородное дифференциаль-
ное уравнение 4-го порядка относительно угла закручивания: 

 

[E𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − [𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ −
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

(𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)) − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 = 0.                                 (20) 

 
Обозначим производную угла поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ как 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), внутренний бимомент −𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ как 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧),  внутренний крутящий момент как 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧). 
В соответствии с принятыми обозначениями выразим из уравнения (20) 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′: 
 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′′,                                                                                (21) 
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 ,                                                                               (22) 

−𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = −[𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) +  

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,     (23) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 . (24) 

Далее запишем выражения для определения 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧): 

(14)

В итоге уравнение (3) примет вид

Отметим, что так как в середине пролёта достигается максимальный угол поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, произ-
водная  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′
 равна 0. 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                        (12) 

В используемой расчётной схеме  усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� определится как 

 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
− 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2

.                               (13) 
Подставим (12) в (13) и получим 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                                (14) 

𝐶𝐶𝐶𝐶1 = 0. 
В итоге уравнение (3) примет вид 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� .                                                (15) 
 

Поперечная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) выразится как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′.                                                (16) 
 

Далее в уравнении (4) заменим ∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ на  −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑈𝑈𝑈𝑈)

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦
: 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                        (17) 

Система уравнений (3)-(4) принимает вид: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                 (18) 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                      (19) 

Подставив в уравнение (15)  в уравнение (17), можно получить однородное дифференциаль-
ное уравнение 4-го порядка относительно угла закручивания: 

 

[E𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − [𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ −
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

(𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)) − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 = 0.                                 (20) 

 
Обозначим производную угла поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ как 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), внутренний бимомент −𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ как 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧),  внутренний крутящий момент как 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧). 
В соответствии с принятыми обозначениями выразим из уравнения (20) 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′: 
 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′′,                                                                                (21) 
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 ,                                                                               (22) 

−𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = −[𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) +  

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,     (23) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 . (24) 

Далее запишем выражения для определения 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧): 

(15)

Поперечная сила 𝑄𝑥 (𝑧) выразится как

Отметим, что так как в середине пролёта достигается максимальный угол поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, произ-
водная  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′
 равна 0. 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                        (12) 

В используемой расчётной схеме  усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� определится как 

 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
− 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2

.                               (13) 
Подставим (12) в (13) и получим 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                                (14) 

𝐶𝐶𝐶𝐶1 = 0. 
В итоге уравнение (3) примет вид 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� .                                                (15) 
 

Поперечная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) выразится как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′.                                                (16) 
 

Далее в уравнении (4) заменим ∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ на  −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑈𝑈𝑈𝑈)

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦
: 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                        (17) 

Система уравнений (3)-(4) принимает вид: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                 (18) 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                      (19) 

Подставив в уравнение (15)  в уравнение (17), можно получить однородное дифференциаль-
ное уравнение 4-го порядка относительно угла закручивания: 

 

[E𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − [𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ −
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

(𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)) − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 = 0.                                 (20) 

 
Обозначим производную угла поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ как 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), внутренний бимомент −𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ как 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧),  внутренний крутящий момент как 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧). 
В соответствии с принятыми обозначениями выразим из уравнения (20) 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′: 
 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′′,                                                                                (21) 
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 ,                                                                               (22) 

−𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = −[𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) +  

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,     (23) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 . (24) 

Далее запишем выражения для определения 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧): 

(16)

Далее в уравнении (4) заменим 

Отметим, что так как в середине пролёта достигается максимальный угол поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, произ-
водная  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′
 равна 0. 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                        (12) 

В используемой расчётной схеме  усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� определится как 

 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
− 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2

.                               (13) 
Подставим (12) в (13) и получим 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                                (14) 

𝐶𝐶𝐶𝐶1 = 0. 
В итоге уравнение (3) примет вид 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� .                                                (15) 
 

Поперечная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) выразится как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′.                                                (16) 
 

Далее в уравнении (4) заменим ∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ на  −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑈𝑈𝑈𝑈)

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦
: 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                        (17) 

Система уравнений (3)-(4) принимает вид: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                 (18) 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                      (19) 

Подставив в уравнение (15)  в уравнение (17), можно получить однородное дифференциаль-
ное уравнение 4-го порядка относительно угла закручивания: 

 

[E𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − [𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ −
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

(𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)) − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 = 0.                                 (20) 

 
Обозначим производную угла поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ как 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), внутренний бимомент −𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ как 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧),  внутренний крутящий момент как 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧). 
В соответствии с принятыми обозначениями выразим из уравнения (20) 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′: 
 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′′,                                                                                (21) 
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 ,                                                                               (22) 

−𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = −[𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) +  

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,     (23) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 . (24) 

Далее запишем выражения для определения 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧): 
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Отметим, что так как в середине пролёта достигается максимальный угол поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, произ-
водная  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′
 равна 0. 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                        (12) 

В используемой расчётной схеме  усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� определится как 

 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
− 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2

.                               (13) 
Подставим (12) в (13) и получим 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                                (14) 

𝐶𝐶𝐶𝐶1 = 0. 
В итоге уравнение (3) примет вид 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� .                                                (15) 
 

Поперечная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) выразится как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′.                                                (16) 
 

Далее в уравнении (4) заменим ∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ на  −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑈𝑈𝑈𝑈)

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦
: 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                        (17) 

Система уравнений (3)-(4) принимает вид: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                 (18) 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                      (19) 

Подставив в уравнение (15)  в уравнение (17), можно получить однородное дифференциаль-
ное уравнение 4-го порядка относительно угла закручивания: 

 

[E𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − [𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ −
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

(𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)) − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 = 0.                                 (20) 

 
Обозначим производную угла поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ как 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), внутренний бимомент −𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ как 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧),  внутренний крутящий момент как 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧). 
В соответствии с принятыми обозначениями выразим из уравнения (20) 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′: 
 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′′,                                                                                (21) 
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 ,                                                                               (22) 

−𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = −[𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) +  

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,     (23) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 . (24) 

Далее запишем выражения для определения 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧): 

(17)

Система уравнений (3)-(4) принимает вид:

Отметим, что так как в середине пролёта достигается максимальный угол поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, произ-
водная  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′
 равна 0. 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                        (12) 

В используемой расчётной схеме  усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� определится как 

 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
− 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2

.                               (13) 
Подставим (12) в (13) и получим 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                                (14) 

𝐶𝐶𝐶𝐶1 = 0. 
В итоге уравнение (3) примет вид 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� .                                                (15) 
 

Поперечная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) выразится как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′.                                                (16) 
 

Далее в уравнении (4) заменим ∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ на  −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑈𝑈𝑈𝑈)

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦
: 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                        (17) 

Система уравнений (3)-(4) принимает вид: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                 (18) 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                      (19) 

Подставив в уравнение (15)  в уравнение (17), можно получить однородное дифференциаль-
ное уравнение 4-го порядка относительно угла закручивания: 

 

[E𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − [𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ −
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

(𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)) − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 = 0.                                 (20) 

 
Обозначим производную угла поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ как 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), внутренний бимомент −𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ как 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧),  внутренний крутящий момент как 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧). 
В соответствии с принятыми обозначениями выразим из уравнения (20) 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′: 
 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′′,                                                                                (21) 
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 ,                                                                               (22) 

−𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = −[𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) +  

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,     (23) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 . (24) 

Далее запишем выражения для определения 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧): 

(18)
(19)

Подставив в уравнение (15) в уравнение (17), можно получить однородное дифференциаль-
ное уравнение 4-го порядка относительно угла закручивания:

Отметим, что так как в середине пролёта достигается максимальный угол поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, произ-
водная  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′
 равна 0. 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                        (12) 

В используемой расчётной схеме  усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� определится как 

 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
− 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2

.                               (13) 
Подставим (12) в (13) и получим 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                                (14) 

𝐶𝐶𝐶𝐶1 = 0. 
В итоге уравнение (3) примет вид 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� .                                                (15) 
 

Поперечная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) выразится как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′.                                                (16) 
 

Далее в уравнении (4) заменим ∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ на  −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑈𝑈𝑈𝑈)

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦
: 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                        (17) 

Система уравнений (3)-(4) принимает вид: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                 (18) 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                      (19) 

Подставив в уравнение (15)  в уравнение (17), можно получить однородное дифференциаль-
ное уравнение 4-го порядка относительно угла закручивания: 

 

[E𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − [𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ −
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

(𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)) − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 = 0.                                 (20) 

 
Обозначим производную угла поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ как 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), внутренний бимомент −𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ как 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧),  внутренний крутящий момент как 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧). 
В соответствии с принятыми обозначениями выразим из уравнения (20) 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′: 
 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′′,                                                                                (21) 
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 ,                                                                               (22) 

−𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = −[𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) +  

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,     (23) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 . (24) 

Далее запишем выражения для определения 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧): 

Отметим, что так как в середине пролёта достигается максимальный угол поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, произ-
водная  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′
 равна 0. 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                        (12) 

В используемой расчётной схеме  усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� определится как 

 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
− 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2

.                               (13) 
Подставим (12) в (13) и получим 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                                (14) 

𝐶𝐶𝐶𝐶1 = 0. 
В итоге уравнение (3) примет вид 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� .                                                (15) 
 

Поперечная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) выразится как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′.                                                (16) 
 

Далее в уравнении (4) заменим ∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ на  −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑈𝑈𝑈𝑈)

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦
: 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                        (17) 

Система уравнений (3)-(4) принимает вид: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                 (18) 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                      (19) 

Подставив в уравнение (15)  в уравнение (17), можно получить однородное дифференциаль-
ное уравнение 4-го порядка относительно угла закручивания: 

 

[E𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − [𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ −
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

(𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)) − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 = 0.                                 (20) 

 
Обозначим производную угла поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ как 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), внутренний бимомент −𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ как 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧),  внутренний крутящий момент как 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧). 
В соответствии с принятыми обозначениями выразим из уравнения (20) 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′: 
 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′′,                                                                                (21) 
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 ,                                                                               (22) 

−𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = −[𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) +  

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,     (23) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 . (24) 

Далее запишем выражения для определения 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧): 

(20)

Обозначим производную угла поворота 𝑈𝑧 (𝑧)′ как 𝐷𝑧 (𝑧), внутренний бимомент −𝐸𝐼𝜔𝑈𝑧(𝑧)′′ как 
𝐵𝑧(𝑧), внутренний крутящий момент как 𝐻𝑧(𝑧).

В соответствии с принятыми обозначениями выразим из уравнения (20) 𝐻𝑧(𝑧)′:

Отметим, что так как в середине пролёта достигается максимальный угол поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, произ-
водная  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′
 равна 0. 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                        (12) 

В используемой расчётной схеме  усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� определится как 

 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
− 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2

.                               (13) 
Подставим (12) в (13) и получим 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                                (14) 

𝐶𝐶𝐶𝐶1 = 0. 
В итоге уравнение (3) примет вид 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� .                                                (15) 
 

Поперечная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) выразится как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′.                                                (16) 
 

Далее в уравнении (4) заменим ∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ на  −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑈𝑈𝑈𝑈)

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦
: 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                        (17) 

Система уравнений (3)-(4) принимает вид: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                 (18) 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                      (19) 

Подставив в уравнение (15)  в уравнение (17), можно получить однородное дифференциаль-
ное уравнение 4-го порядка относительно угла закручивания: 

 

[E𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − [𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ −
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

(𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)) − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 = 0.                                 (20) 

 
Обозначим производную угла поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ как 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), внутренний бимомент −𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ как 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧),  внутренний крутящий момент как 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧). 
В соответствии с принятыми обозначениями выразим из уравнения (20) 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′: 
 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′′,                                                                                (21) 
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 ,                                                                               (22) 

−𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = −[𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) +  

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,     (23) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 . (24) 

Далее запишем выражения для определения 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧): 

(21)

Отметим, что так как в середине пролёта достигается максимальный угол поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, произ-
водная  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′
 равна 0. 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                        (12) 

В используемой расчётной схеме  усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� определится как 

 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
− 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2

.                               (13) 
Подставим (12) в (13) и получим 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                                (14) 

𝐶𝐶𝐶𝐶1 = 0. 
В итоге уравнение (3) примет вид 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� .                                                (15) 
 

Поперечная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) выразится как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′.                                                (16) 
 

Далее в уравнении (4) заменим ∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ на  −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑈𝑈𝑈𝑈)

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦
: 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                        (17) 

Система уравнений (3)-(4) принимает вид: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                 (18) 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                      (19) 

Подставив в уравнение (15)  в уравнение (17), можно получить однородное дифференциаль-
ное уравнение 4-го порядка относительно угла закручивания: 

 

[E𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − [𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ −
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

(𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)) − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 = 0.                                 (20) 

 
Обозначим производную угла поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ как 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), внутренний бимомент −𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ как 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧),  внутренний крутящий момент как 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧). 
В соответствии с принятыми обозначениями выразим из уравнения (20) 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′: 
 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′′,                                                                                (21) 
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 ,                                                                               (22) 

−𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = −[𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) +  

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,     (23) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 . (24) 

Далее запишем выражения для определения 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧): 

(22)

Отметим, что так как в середине пролёта достигается максимальный угол поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, произ-
водная  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′
 равна 0. 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                        (12) 

В используемой расчётной схеме  усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� определится как 

 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
− 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2

.                               (13) 
Подставим (12) в (13) и получим 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                                (14) 

𝐶𝐶𝐶𝐶1 = 0. 
В итоге уравнение (3) примет вид 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� .                                                (15) 
 

Поперечная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) выразится как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′.                                                (16) 
 

Далее в уравнении (4) заменим ∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ на  −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑈𝑈𝑈𝑈)

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦
: 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                        (17) 

Система уравнений (3)-(4) принимает вид: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                 (18) 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                      (19) 

Подставив в уравнение (15)  в уравнение (17), можно получить однородное дифференциаль-
ное уравнение 4-го порядка относительно угла закручивания: 

 

[E𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − [𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ −
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

(𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)) − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 = 0.                                 (20) 

 
Обозначим производную угла поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ как 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), внутренний бимомент −𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ как 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧),  внутренний крутящий момент как 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧). 
В соответствии с принятыми обозначениями выразим из уравнения (20) 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′: 
 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′′,                                                                                (21) 
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 ,                                                                               (22) 

−𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = −[𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) +  

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,     (23) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 . (24) 

Далее запишем выражения для определения 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧): 

Отметим, что так как в середине пролёта достигается максимальный угол поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, произ-
водная  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′
 равна 0. 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                        (12) 

В используемой расчётной схеме  усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� определится как 

 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
− 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2

.                               (13) 
Подставим (12) в (13) и получим 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                                (14) 

𝐶𝐶𝐶𝐶1 = 0. 
В итоге уравнение (3) примет вид 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� .                                                (15) 
 

Поперечная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) выразится как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′.                                                (16) 
 

Далее в уравнении (4) заменим ∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ на  −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑈𝑈𝑈𝑈)

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦
: 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                        (17) 

Система уравнений (3)-(4) принимает вид: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                 (18) 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                      (19) 

Подставив в уравнение (15)  в уравнение (17), можно получить однородное дифференциаль-
ное уравнение 4-го порядка относительно угла закручивания: 

 

[E𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − [𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ −
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

(𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)) − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 = 0.                                 (20) 

 
Обозначим производную угла поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ как 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), внутренний бимомент −𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ как 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧),  внутренний крутящий момент как 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧). 
В соответствии с принятыми обозначениями выразим из уравнения (20) 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′: 
 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′′,                                                                                (21) 
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 ,                                                                               (22) 

−𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = −[𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) +  

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,     (23) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 . (24) 

Далее запишем выражения для определения 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧): 

(23)

Отметим, что так как в середине пролёта достигается максимальный угол поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈, произ-
водная  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
�
′
 равна 0. 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                        (12) 

В используемой расчётной схеме  усилие 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� определится как 

 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈 �
𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
− 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

= −
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2

.                               (13) 
Подставим (12) в (13) и получим 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� =

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈
2
∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 �

𝐿𝐿𝐿𝐿
2
� + 𝐶𝐶𝐶𝐶1.                                                                                (14) 

𝐶𝐶𝐶𝐶1 = 0. 
В итоге уравнение (3) примет вид 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� .                                                (15) 
 

Поперечная сила 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) выразится как 
 

𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′.                                                (16) 
 

Далее в уравнении (4) заменим ∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ на  −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑈𝑈𝑈𝑈)

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦
: 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                        (17) 

Система уравнений (3)-(4) принимает вид: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                 (18) 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

= 0.                      (19) 

Подставив в уравнение (15)  в уравнение (17), можно получить однородное дифференциаль-
ное уравнение 4-го порядка относительно угла закручивания: 

 

[E𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 − [𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ −
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

(𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)) − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 = 0.                                 (20) 

 
Обозначим производную угла поворота 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ как 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), внутренний бимомент −𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ как 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧),  внутренний крутящий момент как 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧). 
В соответствии с принятыми обозначениями выразим из уравнения (20) 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′: 
 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′′,                                                                                (21) 
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡 ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 ,                                                                               (22) 

−𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = −[𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡]𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′′ +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) +  

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� − 

−𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,     (23) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0 . (24) 

Далее запишем выражения для определения 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧): 

(24)

Далее запишем выражения для определения 𝐷𝑧(𝑧), 𝐵𝑧(𝑧), 𝐻𝑧(𝑧):
 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                            (25) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = (𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                 (26) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) =
−𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                        (27) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧.                                                                                           (28) 
 

Далее запишем выражения для прогиба стержня по оси Y: 
 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧 = −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                           (29) 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
,                                                                     (30) 

−𝑌𝑌𝑌𝑌′ = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧 −
(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)

4𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧3

6𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                               (31) 

𝑌𝑌𝑌𝑌 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧2

2𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
−

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
12𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧3 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧4

24𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
.                                                          (32) 

Тогда полная система уравнений для изгиба с кручением тонкостенного стержня (далее – си-
стема I)  запишется как: 

 
𝑌𝑌𝑌𝑌′′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑥𝑥𝑥𝑥
= 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧 = − (𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦𝐿𝐿𝐿𝐿+𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦𝑦𝑦)

2
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                  (27) 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
,                                                                             (28) 

−𝑌𝑌𝑌𝑌′ = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧 −
(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)

4𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧3

6𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                                                         (29) 

𝑌𝑌𝑌𝑌 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧2

2𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
−

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
12𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧3 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧4

24𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                                                    (30) 

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 2𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′,                                                                                          (31) 
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′,                                                                                           (16) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                                       (15) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                (32) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑋𝑋𝑋𝑋 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                      (33) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,                (22) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                 (23) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = (𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                        (24) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = −
𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                              (25) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧.                                                                                                                                   (26) 
 

Для решения системы I необходимо определить следующие начальные параметры: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) , 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0). 
Опорные узлы рассматриваемой балки имеют 4 вращательных степени свободы:  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0). Связь между усилиями и деформациями в опорном узле выразится следующим обра-
зом: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),                                                                                                 (27) 

(25)
 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                            (25) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = (𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                 (26) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) =
−𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                        (27) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧.                                                                                           (28) 
 

Далее запишем выражения для прогиба стержня по оси Y: 
 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧 = −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                           (29) 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
,                                                                     (30) 

−𝑌𝑌𝑌𝑌′ = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧 −
(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)

4𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧3

6𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                               (31) 

𝑌𝑌𝑌𝑌 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧2

2𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
−

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
12𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧3 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧4

24𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
.                                                          (32) 

Тогда полная система уравнений для изгиба с кручением тонкостенного стержня (далее – си-
стема I)  запишется как: 

 
𝑌𝑌𝑌𝑌′′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑥𝑥𝑥𝑥
= 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧 = − (𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦𝐿𝐿𝐿𝐿+𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦𝑦𝑦)

2
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                  (27) 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
,                                                                             (28) 

−𝑌𝑌𝑌𝑌′ = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧 −
(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)

4𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧3

6𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                                                         (29) 

𝑌𝑌𝑌𝑌 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧2

2𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
−

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
12𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧3 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧4

24𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                                                    (30) 

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 2𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′,                                                                                          (31) 
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′,                                                                                           (16) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                                       (15) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                (32) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑋𝑋𝑋𝑋 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                      (33) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,                (22) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                 (23) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = (𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                        (24) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = −
𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                              (25) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧.                                                                                                                                   (26) 
 

Для решения системы I необходимо определить следующие начальные параметры: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) , 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0). 
Опорные узлы рассматриваемой балки имеют 4 вращательных степени свободы:  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0). Связь между усилиями и деформациями в опорном узле выразится следующим обра-
зом: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),                                                                                                 (27) 

(26) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                            (25) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = (𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                 (26) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) =
−𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                        (27) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧.                                                                                           (28) 
 

Далее запишем выражения для прогиба стержня по оси Y: 
 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧 = −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                           (29) 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
,                                                                     (30) 

−𝑌𝑌𝑌𝑌′ = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧 −
(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)

4𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧3

6𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                               (31) 

𝑌𝑌𝑌𝑌 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧2

2𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
−

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
12𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧3 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧4

24𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
.                                                          (32) 

Тогда полная система уравнений для изгиба с кручением тонкостенного стержня (далее – си-
стема I)  запишется как: 

 
𝑌𝑌𝑌𝑌′′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑥𝑥𝑥𝑥
= 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧 = − (𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦𝐿𝐿𝐿𝐿+𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦𝑦𝑦)

2
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                  (27) 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
,                                                                             (28) 

−𝑌𝑌𝑌𝑌′ = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧 −
(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)

4𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧3

6𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                                                         (29) 

𝑌𝑌𝑌𝑌 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧2

2𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
−

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
12𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧3 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧4

24𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                                                    (30) 

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 2𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′,                                                                                          (31) 
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′,                                                                                           (16) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                                       (15) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                (32) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑋𝑋𝑋𝑋 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                      (33) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,                (22) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                 (23) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = (𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                        (24) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = −
𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                              (25) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧.                                                                                                                                   (26) 
 

Для решения системы I необходимо определить следующие начальные параметры: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) , 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0). 
Опорные узлы рассматриваемой балки имеют 4 вращательных степени свободы:  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0). Связь между усилиями и деформациями в опорном узле выразится следующим обра-
зом: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),                                                                                                 (27) 

(27)

 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                            (25) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = (𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                 (26) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) =
−𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                        (27) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧.                                                                                           (28) 
 

Далее запишем выражения для прогиба стержня по оси Y: 
 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧 = −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                           (29) 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
,                                                                     (30) 

−𝑌𝑌𝑌𝑌′ = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧 −
(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)

4𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧3

6𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                               (31) 

𝑌𝑌𝑌𝑌 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧2

2𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
−

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
12𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧3 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧4

24𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
.                                                          (32) 

Тогда полная система уравнений для изгиба с кручением тонкостенного стержня (далее – си-
стема I)  запишется как: 

 
𝑌𝑌𝑌𝑌′′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑥𝑥𝑥𝑥
= 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧 = − (𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦𝐿𝐿𝐿𝐿+𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦𝑦𝑦)

2
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                  (27) 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
,                                                                             (28) 

−𝑌𝑌𝑌𝑌′ = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧 −
(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)

4𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧3

6𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                                                         (29) 

𝑌𝑌𝑌𝑌 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧2

2𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
−

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
12𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧3 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧4

24𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                                                    (30) 

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 2𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′,                                                                                          (31) 
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′,                                                                                           (16) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                                       (15) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                (32) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑋𝑋𝑋𝑋 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                      (33) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,                (22) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                 (23) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = (𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                        (24) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = −
𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                              (25) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧.                                                                                                                                   (26) 
 

Для решения системы I необходимо определить следующие начальные параметры: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) , 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0). 
Опорные узлы рассматриваемой балки имеют 4 вращательных степени свободы:  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0). Связь между усилиями и деформациями в опорном узле выразится следующим обра-
зом: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),                                                                                                 (27) 

(28)

Далее запишем выражения для прогиба стержня по оси Y:

 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                            (25) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = (𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                 (26) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) =
−𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                        (27) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧.                                                                                           (28) 
 

Далее запишем выражения для прогиба стержня по оси Y: 
 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧 = −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                           (29) 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
,                                                                     (30) 

−𝑌𝑌𝑌𝑌′ = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧 −
(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)

4𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧3

6𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                               (31) 

𝑌𝑌𝑌𝑌 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧2

2𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
−

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
12𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧3 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧4

24𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
.                                                          (32) 

Тогда полная система уравнений для изгиба с кручением тонкостенного стержня (далее – си-
стема I)  запишется как: 

 
𝑌𝑌𝑌𝑌′′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑥𝑥𝑥𝑥
= 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧 = − (𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦𝐿𝐿𝐿𝐿+𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦𝑦𝑦)

2
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                  (27) 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
,                                                                             (28) 

−𝑌𝑌𝑌𝑌′ = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧 −
(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)

4𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧3

6𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                                                         (29) 

𝑌𝑌𝑌𝑌 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧2

2𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
−

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
12𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧3 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧4

24𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                                                    (30) 

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 2𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′,                                                                                          (31) 
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′,                                                                                           (16) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                                       (15) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                (32) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑋𝑋𝑋𝑋 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                      (33) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,                (22) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                 (23) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = (𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                        (24) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = −
𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                              (25) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧.                                                                                                                                   (26) 
 

Для решения системы I необходимо определить следующие начальные параметры: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) , 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0). 
Опорные узлы рассматриваемой балки имеют 4 вращательных степени свободы:  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0). Связь между усилиями и деформациями в опорном узле выразится следующим обра-
зом: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),                                                                                                 (27) 

(29)

 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                            (25) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = (𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                 (26) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) =
−𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                        (27) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧.                                                                                           (28) 
 

Далее запишем выражения для прогиба стержня по оси Y: 
 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧 = −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                           (29) 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
,                                                                     (30) 

−𝑌𝑌𝑌𝑌′ = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧 −
(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)

4𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧3

6𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                               (31) 

𝑌𝑌𝑌𝑌 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧2

2𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
−

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
12𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧3 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧4

24𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
.                                                          (32) 

Тогда полная система уравнений для изгиба с кручением тонкостенного стержня (далее – си-
стема I)  запишется как: 

 
𝑌𝑌𝑌𝑌′′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑥𝑥𝑥𝑥
= 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧 = − (𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦𝐿𝐿𝐿𝐿+𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦𝑦𝑦)

2
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                  (27) 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
,                                                                             (28) 

−𝑌𝑌𝑌𝑌′ = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧 −
(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)

4𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧3

6𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                                                         (29) 

𝑌𝑌𝑌𝑌 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧2

2𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
−

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
12𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧3 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧4

24𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                                                    (30) 

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 2𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′,                                                                                          (31) 
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′,                                                                                           (16) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                                       (15) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                (32) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑋𝑋𝑋𝑋 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                      (33) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,                (22) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                 (23) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = (𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                        (24) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = −
𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                              (25) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧.                                                                                                                                   (26) 
 

Для решения системы I необходимо определить следующие начальные параметры: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) , 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0). 
Опорные узлы рассматриваемой балки имеют 4 вращательных степени свободы:  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0). Связь между усилиями и деформациями в опорном узле выразится следующим обра-
зом: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),                                                                                                 (27) 

(30)
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𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                            (25) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = (𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                 (26) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) =
−𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                        (27) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧.                                                                                           (28) 
 

Далее запишем выражения для прогиба стержня по оси Y: 
 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧 = −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                           (29) 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
,                                                                     (30) 

−𝑌𝑌𝑌𝑌′ = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧 −
(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)

4𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧3

6𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                               (31) 

𝑌𝑌𝑌𝑌 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧2

2𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
−

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
12𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧3 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧4

24𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
.                                                          (32) 

Тогда полная система уравнений для изгиба с кручением тонкостенного стержня (далее – си-
стема I)  запишется как: 

 
𝑌𝑌𝑌𝑌′′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑥𝑥𝑥𝑥
= 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧 = − (𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦𝐿𝐿𝐿𝐿+𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦𝑦𝑦)

2
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                  (27) 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
,                                                                             (28) 

−𝑌𝑌𝑌𝑌′ = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧 −
(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)

4𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧3

6𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                                                         (29) 

𝑌𝑌𝑌𝑌 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧2

2𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
−

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
12𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧3 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧4

24𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                                                    (30) 

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 2𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′,                                                                                          (31) 
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′,                                                                                           (16) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                                       (15) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                (32) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑋𝑋𝑋𝑋 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                      (33) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,                (22) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                 (23) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = (𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                        (24) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = −
𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                              (25) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧.                                                                                                                                   (26) 
 

Для решения системы I необходимо определить следующие начальные параметры: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) , 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0). 
Опорные узлы рассматриваемой балки имеют 4 вращательных степени свободы:  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0). Связь между усилиями и деформациями в опорном узле выразится следующим обра-
зом: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),                                                                                                 (27) 

(31)

 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                            (25) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = (𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                 (26) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) =
−𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                        (27) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧.                                                                                           (28) 
 

Далее запишем выражения для прогиба стержня по оси Y: 
 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧 = −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                           (29) 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
,                                                                     (30) 

−𝑌𝑌𝑌𝑌′ = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧 −
(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)

4𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧3

6𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                               (31) 

𝑌𝑌𝑌𝑌 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧2

2𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
−

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
12𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧3 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧4

24𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
.                                                          (32) 

Тогда полная система уравнений для изгиба с кручением тонкостенного стержня (далее – си-
стема I)  запишется как: 

 
𝑌𝑌𝑌𝑌′′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑥𝑥𝑥𝑥
= 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧 = − (𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦𝐿𝐿𝐿𝐿+𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦𝑦𝑦)

2
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                  (27) 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
,                                                                             (28) 

−𝑌𝑌𝑌𝑌′ = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧 −
(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)

4𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧3

6𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                                                         (29) 

𝑌𝑌𝑌𝑌 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧2

2𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
−

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
12𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧3 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧4

24𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                                                    (30) 

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 2𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′,                                                                                          (31) 
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′,                                                                                           (16) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                                       (15) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                (32) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑋𝑋𝑋𝑋 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                      (33) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,                (22) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                 (23) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = (𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                        (24) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = −
𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                              (25) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧.                                                                                                                                   (26) 
 

Для решения системы I необходимо определить следующие начальные параметры: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) , 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0). 
Опорные узлы рассматриваемой балки имеют 4 вращательных степени свободы:  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0). Связь между усилиями и деформациями в опорном узле выразится следующим обра-
зом: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),                                                                                                 (27) 

(32)

Тогда полная система уравнений для изгиба с кручением тонкостенного стержня (далее – си-
стема I) запишется как:

 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                            (25) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = (𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                 (26) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) =
−𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                        (27) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧.                                                                                           (28) 
 

Далее запишем выражения для прогиба стержня по оси Y: 
 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧 = −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                           (29) 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
,                                                                     (30) 

−𝑌𝑌𝑌𝑌′ = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧 −
(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)

4𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧3

6𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                               (31) 

𝑌𝑌𝑌𝑌 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧2

2𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
−

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
12𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧3 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧4

24𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
.                                                          (32) 

Тогда полная система уравнений для изгиба с кручением тонкостенного стержня (далее – си-
стема I)  запишется как: 

 
𝑌𝑌𝑌𝑌′′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑥𝑥𝑥𝑥
= 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧 = − (𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦𝐿𝐿𝐿𝐿+𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦𝑦𝑦)

2
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                  (27) 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
,                                                                             (28) 

−𝑌𝑌𝑌𝑌′ = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧 −
(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)

4𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧3

6𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                                                         (29) 

𝑌𝑌𝑌𝑌 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧2

2𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
−

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
12𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧3 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧4

24𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                                                    (30) 

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 2𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′,                                                                                          (31) 
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′,                                                                                           (16) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                                       (15) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                (32) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑋𝑋𝑋𝑋 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                      (33) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,                (22) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                 (23) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = (𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                        (24) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = −
𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                              (25) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧.                                                                                                                                   (26) 
 

Для решения системы I необходимо определить следующие начальные параметры: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) , 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0). 
Опорные узлы рассматриваемой балки имеют 4 вращательных степени свободы:  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0). Связь между усилиями и деформациями в опорном узле выразится следующим обра-
зом: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),                                                                                                 (27) 

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)
(16)
(15)

(32)

(33)

(22)

(23)
(24)
(25)

(26)

Для решения системы I необходимо определить следующие начальные параметры:
𝑀𝑥(0), 𝑈𝑥(0), 𝑀𝑦(0), 𝑈𝑦(0), 𝐷𝑧(0), 𝐵𝑧(0), 𝐻𝑧(0), 𝑈𝑧(0).
Опорные узлы рассматриваемой балки имеют 4 вращательных степени свободы: 𝑈𝑥(0), 𝑈𝑦(0), 

𝑈𝑧(0), 𝐷𝑧(0). Связь между усилиями и деформациями в опорном узле выразится следующим об-
разом:

 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                            (25) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = (𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                 (26) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) =
−𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                        (27) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧.                                                                                           (28) 
 

Далее запишем выражения для прогиба стержня по оси Y: 
 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧 = −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                           (29) 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
,                                                                     (30) 

−𝑌𝑌𝑌𝑌′ = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧 −
(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)

4𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧3

6𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                               (31) 

𝑌𝑌𝑌𝑌 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧2

2𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
−

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
12𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧3 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧4

24𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
.                                                          (32) 

Тогда полная система уравнений для изгиба с кручением тонкостенного стержня (далее – си-
стема I)  запишется как: 

 
𝑌𝑌𝑌𝑌′′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑥𝑥𝑥𝑥
= 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(0) + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧 = − (𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦𝐿𝐿𝐿𝐿+𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦𝑦𝑦)

2
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                  (27) 

𝑌𝑌𝑌𝑌′′

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
= 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
,                                                                             (28) 

−𝑌𝑌𝑌𝑌′ = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧 −
(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)

4𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑧𝑧𝑧𝑧2 +

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧3

6𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                                                         (29) 

𝑌𝑌𝑌𝑌 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑧𝑧𝑧𝑧2

2𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
−

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
12𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑧𝑧𝑧𝑧3 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧4

24𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
,                                                                    (30) 

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 2𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′,                                                                                          (31) 
𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′,                                                                                           (16) 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) ∙ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) + �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� ,                                                                       (15) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) =
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                (32) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑋𝑋𝑋𝑋 = −𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                      (33) 

𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′ = −�
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)2

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈0𝐻𝐻𝐻𝐻𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0�𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) −

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝑈𝑈𝑈𝑈

�𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)� + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑞𝑞𝑞𝑞𝑦𝑦𝑦𝑦0𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
0,                (22) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                                 (23) 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = (𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) − 𝐺𝐺𝐺𝐺𝐼𝐼𝐼𝐼𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)′)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                        (24) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = −
𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐼𝐼𝐼𝐼𝜔𝜔𝜔𝜔

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧,                                                                                                                              (25) 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧.                                                                                                                                   (26) 
 

Для решения системы I необходимо определить следующие начальные параметры: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) , 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0). 
Опорные узлы рассматриваемой балки имеют 4 вращательных степени свободы:  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0). Связь между усилиями и деформациями в опорном узле выразится следующим обра-
зом: 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),                                                                                                 (27) (27)

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),                                                                                                (28) 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) =
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈

,                                                                                       (29) 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                    (30) 
 
С учётом уравнений (27) - (30)   для решения системы необходимо определить четыре незави-

симых начальных параметра: 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0). 

Для однозначного определения начальных параметров необходимо 4 условия. Для 1 формы 
потери устойчивости по условиям симметрии запишем следующие условия: 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝐿𝐿𝐿𝐿) = 0,                                                                                                                         (32) 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝐿𝐿𝐿𝐿) = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝐿𝐿𝐿𝐿) =
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈

,                                                                                               (33) 

𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝐿𝐿𝐿𝐿) = −𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                             (34) 

Начальный угол 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) можно однозначно определить из условия (32): 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = −� 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

0
= −� �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 =

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

0
 

= −
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝐿𝐿𝐿𝐿

2
+

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = −
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝐿𝐿𝐿𝐿

2
+

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
, 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) �1 +
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿

2
� =

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
, 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) =
𝐿𝐿𝐿𝐿2

48
�2𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈� �1 +

𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿
2

�� .                                                                   (35) 

Таким образом, граничные условия  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0) определяются из условий (32), 
(33), (34), (35). 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ 

 
Решение системы I проводилось методом Эйлера в табличном процессоре MS Excel. В ходе 

расчёта была определена критическая сила потери устойчивости для серии прокатных балок, 
представленных в таблице. Расчёты проводились для балок пролётом 6,0 м с жёсткими опорными 
узлами. Также были проведены проверочные расчёты в ПК «ЛИРА-САПР». В расчёте 
определялась критическая сила для балок, нагруженных без эксцентриситета и начальных 
несовершенств (критическая сила по Эйлеру), т.е. такая сила, при которой возможен резкий 
переход балки из плоской формы изгиба в состояние изгиба с кручением. 

На рисунках 3, 4, 5, 6 показаны графики усилий и деформаций при изгибе с кручением для 
балки 10Б1 (строка 1 таблицы). Результаты приведены для усилия 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 0,55 т приложенного с 
эксцентриситетом 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 5 мм. Значения приведены для усилия меньшего, чем Ркр.=0,64 т, т.к. при 
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 > 0 и 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑃𝑃𝑃𝑃кр. перемещения и усилия стремятся к бесконечности.  

 
 
 

Таблица 
 Результаты расчёта 

Источник: составлено авторами. 
 

(28)

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),                                                                                                (28) 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) =
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈

,                                                                                       (29) 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                    (30) 
 
С учётом уравнений (27) - (30)   для решения системы необходимо определить четыре незави-

симых начальных параметра: 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0). 

Для однозначного определения начальных параметров необходимо 4 условия. Для 1 формы 
потери устойчивости по условиям симметрии запишем следующие условия: 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝐿𝐿𝐿𝐿) = 0,                                                                                                                         (32) 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝐿𝐿𝐿𝐿) = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝐿𝐿𝐿𝐿) =
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈

,                                                                                               (33) 

𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝐿𝐿𝐿𝐿) = −𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                             (34) 

Начальный угол 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) можно однозначно определить из условия (32): 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = −� 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

0
= −� �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 =

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

0
 

= −
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝐿𝐿𝐿𝐿

2
+

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = −
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝐿𝐿𝐿𝐿

2
+

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
, 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) �1 +
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿

2
� =

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
, 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) =
𝐿𝐿𝐿𝐿2

48
�2𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈� �1 +

𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿
2

�� .                                                                   (35) 

Таким образом, граничные условия  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0) определяются из условий (32), 
(33), (34), (35). 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ 

 
Решение системы I проводилось методом Эйлера в табличном процессоре MS Excel. В ходе 

расчёта была определена критическая сила потери устойчивости для серии прокатных балок, 
представленных в таблице. Расчёты проводились для балок пролётом 6,0 м с жёсткими опорными 
узлами. Также были проведены проверочные расчёты в ПК «ЛИРА-САПР». В расчёте 
определялась критическая сила для балок, нагруженных без эксцентриситета и начальных 
несовершенств (критическая сила по Эйлеру), т.е. такая сила, при которой возможен резкий 
переход балки из плоской формы изгиба в состояние изгиба с кручением. 

На рисунках 3, 4, 5, 6 показаны графики усилий и деформаций при изгибе с кручением для 
балки 10Б1 (строка 1 таблицы). Результаты приведены для усилия 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 0,55 т приложенного с 
эксцентриситетом 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 5 мм. Значения приведены для усилия меньшего, чем Ркр.=0,64 т, т.к. при 
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 > 0 и 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑃𝑃𝑃𝑃кр. перемещения и усилия стремятся к бесконечности.  

 
 
 

Таблица 
 Результаты расчёта 

Источник: составлено авторами. 
 

(29)𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),                                                                                                (28) 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) =
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈

,                                                                                       (29) 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                    (30) 
 
С учётом уравнений (27) - (30)   для решения системы необходимо определить четыре незави-

симых начальных параметра: 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0). 

Для однозначного определения начальных параметров необходимо 4 условия. Для 1 формы 
потери устойчивости по условиям симметрии запишем следующие условия: 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝐿𝐿𝐿𝐿) = 0,                                                                                                                         (32) 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝐿𝐿𝐿𝐿) = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝐿𝐿𝐿𝐿) =
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈

,                                                                                               (33) 

𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝐿𝐿𝐿𝐿) = −𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                             (34) 

Начальный угол 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) можно однозначно определить из условия (32): 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = −� 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

0
= −� �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 =

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

0
 

= −
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝐿𝐿𝐿𝐿

2
+

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = −
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝐿𝐿𝐿𝐿

2
+

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
, 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) �1 +
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿

2
� =

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
, 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) =
𝐿𝐿𝐿𝐿2

48
�2𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈� �1 +

𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿
2

�� .                                                                   (35) 

Таким образом, граничные условия  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0) определяются из условий (32), 
(33), (34), (35). 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ 

 
Решение системы I проводилось методом Эйлера в табличном процессоре MS Excel. В ходе 

расчёта была определена критическая сила потери устойчивости для серии прокатных балок, 
представленных в таблице. Расчёты проводились для балок пролётом 6,0 м с жёсткими опорными 
узлами. Также были проведены проверочные расчёты в ПК «ЛИРА-САПР». В расчёте 
определялась критическая сила для балок, нагруженных без эксцентриситета и начальных 
несовершенств (критическая сила по Эйлеру), т.е. такая сила, при которой возможен резкий 
переход балки из плоской формы изгиба в состояние изгиба с кручением. 

На рисунках 3, 4, 5, 6 показаны графики усилий и деформаций при изгибе с кручением для 
балки 10Б1 (строка 1 таблицы). Результаты приведены для усилия 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 0,55 т приложенного с 
эксцентриситетом 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 5 мм. Значения приведены для усилия меньшего, чем Ркр.=0,64 т, т.к. при 
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 > 0 и 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑃𝑃𝑃𝑃кр. перемещения и усилия стремятся к бесконечности.  

 
 
 

Таблица 
 Результаты расчёта 

Источник: составлено авторами. 
 

(30)

С учётом уравнений (27) - (30) для решения системы необходимо определить четыре незави-
симых начальных параметра:

𝑈𝑥(0), 𝑈𝑦(0), 𝐷𝑧(0), 𝐻𝑧(0).
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РАЗДЕЛ III СТРОИТЕЛЬСТВО И АРХИТЕКТУРА

Для однозначного определения начальных параметров необходимо 4 условия. Для 1 формы 
потери устойчивости по условиям симметрии запишем следующие условия:

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),                                                                                                (28) 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) =
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈

,                                                                                       (29) 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                    (30) 
 
С учётом уравнений (27) - (30)   для решения системы необходимо определить четыре незави-

симых начальных параметра: 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0). 

Для однозначного определения начальных параметров необходимо 4 условия. Для 1 формы 
потери устойчивости по условиям симметрии запишем следующие условия: 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝐿𝐿𝐿𝐿) = 0,                                                                                                                         (32) 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝐿𝐿𝐿𝐿) = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝐿𝐿𝐿𝐿) =
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈

,                                                                                               (33) 

𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝐿𝐿𝐿𝐿) = −𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                             (34) 

Начальный угол 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) можно однозначно определить из условия (32): 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = −� 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

0
= −� �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 =

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

0
 

= −
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝐿𝐿𝐿𝐿

2
+

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = −
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝐿𝐿𝐿𝐿

2
+

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
, 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) �1 +
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿

2
� =

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
, 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) =
𝐿𝐿𝐿𝐿2

48
�2𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈� �1 +

𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿
2

�� .                                                                   (35) 

Таким образом, граничные условия  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0) определяются из условий (32), 
(33), (34), (35). 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ 

 
Решение системы I проводилось методом Эйлера в табличном процессоре MS Excel. В ходе 

расчёта была определена критическая сила потери устойчивости для серии прокатных балок, 
представленных в таблице. Расчёты проводились для балок пролётом 6,0 м с жёсткими опорными 
узлами. Также были проведены проверочные расчёты в ПК «ЛИРА-САПР». В расчёте 
определялась критическая сила для балок, нагруженных без эксцентриситета и начальных 
несовершенств (критическая сила по Эйлеру), т.е. такая сила, при которой возможен резкий 
переход балки из плоской формы изгиба в состояние изгиба с кручением. 

На рисунках 3, 4, 5, 6 показаны графики усилий и деформаций при изгибе с кручением для 
балки 10Б1 (строка 1 таблицы). Результаты приведены для усилия 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 0,55 т приложенного с 
эксцентриситетом 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 5 мм. Значения приведены для усилия меньшего, чем Ркр.=0,64 т, т.к. при 
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 > 0 и 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑃𝑃𝑃𝑃кр. перемещения и усилия стремятся к бесконечности.  

 
 
 

Таблица 
 Результаты расчёта 

Источник: составлено авторами. 
 

(32)

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),                                                                                                (28) 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) =
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈

,                                                                                       (29) 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                    (30) 
 
С учётом уравнений (27) - (30)   для решения системы необходимо определить четыре незави-

симых начальных параметра: 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0). 

Для однозначного определения начальных параметров необходимо 4 условия. Для 1 формы 
потери устойчивости по условиям симметрии запишем следующие условия: 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝐿𝐿𝐿𝐿) = 0,                                                                                                                         (32) 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝐿𝐿𝐿𝐿) = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝐿𝐿𝐿𝐿) =
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈

,                                                                                               (33) 

𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝐿𝐿𝐿𝐿) = −𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                             (34) 

Начальный угол 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) можно однозначно определить из условия (32): 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = −� 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

0
= −� �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 =

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

0
 

= −
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝐿𝐿𝐿𝐿

2
+

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = −
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝐿𝐿𝐿𝐿

2
+

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
, 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) �1 +
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿

2
� =

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
, 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) =
𝐿𝐿𝐿𝐿2

48
�2𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈� �1 +

𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿
2

�� .                                                                   (35) 

Таким образом, граничные условия  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0) определяются из условий (32), 
(33), (34), (35). 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ 

 
Решение системы I проводилось методом Эйлера в табличном процессоре MS Excel. В ходе 

расчёта была определена критическая сила потери устойчивости для серии прокатных балок, 
представленных в таблице. Расчёты проводились для балок пролётом 6,0 м с жёсткими опорными 
узлами. Также были проведены проверочные расчёты в ПК «ЛИРА-САПР». В расчёте 
определялась критическая сила для балок, нагруженных без эксцентриситета и начальных 
несовершенств (критическая сила по Эйлеру), т.е. такая сила, при которой возможен резкий 
переход балки из плоской формы изгиба в состояние изгиба с кручением. 

На рисунках 3, 4, 5, 6 показаны графики усилий и деформаций при изгибе с кручением для 
балки 10Б1 (строка 1 таблицы). Результаты приведены для усилия 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 0,55 т приложенного с 
эксцентриситетом 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 5 мм. Значения приведены для усилия меньшего, чем Ркр.=0,64 т, т.к. при 
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 > 0 и 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑃𝑃𝑃𝑃кр. перемещения и усилия стремятся к бесконечности.  

 
 
 

Таблица 
 Результаты расчёта 

Источник: составлено авторами. 
 

(33)

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),                                                                                                (28) 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) =
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈

,                                                                                       (29) 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                    (30) 
 
С учётом уравнений (27) - (30)   для решения системы необходимо определить четыре незави-

симых начальных параметра: 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0). 

Для однозначного определения начальных параметров необходимо 4 условия. Для 1 формы 
потери устойчивости по условиям симметрии запишем следующие условия: 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝐿𝐿𝐿𝐿) = 0,                                                                                                                         (32) 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝐿𝐿𝐿𝐿) = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝐿𝐿𝐿𝐿) =
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈

,                                                                                               (33) 

𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝐿𝐿𝐿𝐿) = −𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                             (34) 

Начальный угол 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) можно однозначно определить из условия (32): 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = −� 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

0
= −� �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 =

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

0
 

= −
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝐿𝐿𝐿𝐿

2
+

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = −
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝐿𝐿𝐿𝐿

2
+

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
, 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) �1 +
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿

2
� =

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
, 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) =
𝐿𝐿𝐿𝐿2

48
�2𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈� �1 +

𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿
2

�� .                                                                   (35) 

Таким образом, граничные условия  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0) определяются из условий (32), 
(33), (34), (35). 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ 

 
Решение системы I проводилось методом Эйлера в табличном процессоре MS Excel. В ходе 

расчёта была определена критическая сила потери устойчивости для серии прокатных балок, 
представленных в таблице. Расчёты проводились для балок пролётом 6,0 м с жёсткими опорными 
узлами. Также были проведены проверочные расчёты в ПК «ЛИРА-САПР». В расчёте 
определялась критическая сила для балок, нагруженных без эксцентриситета и начальных 
несовершенств (критическая сила по Эйлеру), т.е. такая сила, при которой возможен резкий 
переход балки из плоской формы изгиба в состояние изгиба с кручением. 

На рисунках 3, 4, 5, 6 показаны графики усилий и деформаций при изгибе с кручением для 
балки 10Б1 (строка 1 таблицы). Результаты приведены для усилия 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 0,55 т приложенного с 
эксцентриситетом 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 5 мм. Значения приведены для усилия меньшего, чем Ркр.=0,64 т, т.к. при 
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 > 0 и 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑃𝑃𝑃𝑃кр. перемещения и усилия стремятся к бесконечности.  

 
 
 

Таблица 
 Результаты расчёта 

Источник: составлено авторами. 
 

(34)

Начальный угол 𝑈𝑥(0) можно однозначно определить из условия (32):

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),                                                                                                (28) 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) =
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈

,                                                                                       (29) 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                    (30) 
 
С учётом уравнений (27) - (30)   для решения системы необходимо определить четыре незави-

симых начальных параметра: 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0). 

Для однозначного определения начальных параметров необходимо 4 условия. Для 1 формы 
потери устойчивости по условиям симметрии запишем следующие условия: 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝐿𝐿𝐿𝐿) = 0,                                                                                                                         (32) 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝐿𝐿𝐿𝐿) = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝐿𝐿𝐿𝐿) =
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈

,                                                                                               (33) 

𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝐿𝐿𝐿𝐿) = −𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                             (34) 

Начальный угол 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) можно однозначно определить из условия (32): 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = −� 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

0
= −� �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 =

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

0
 

= −
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝐿𝐿𝐿𝐿

2
+

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = −
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝐿𝐿𝐿𝐿

2
+

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
, 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) �1 +
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿

2
� =

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
, 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) =
𝐿𝐿𝐿𝐿2

48
�2𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈� �1 +

𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿
2

�� .                                                                   (35) 

Таким образом, граничные условия  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0) определяются из условий (32), 
(33), (34), (35). 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ 

 
Решение системы I проводилось методом Эйлера в табличном процессоре MS Excel. В ходе 

расчёта была определена критическая сила потери устойчивости для серии прокатных балок, 
представленных в таблице. Расчёты проводились для балок пролётом 6,0 м с жёсткими опорными 
узлами. Также были проведены проверочные расчёты в ПК «ЛИРА-САПР». В расчёте 
определялась критическая сила для балок, нагруженных без эксцентриситета и начальных 
несовершенств (критическая сила по Эйлеру), т.е. такая сила, при которой возможен резкий 
переход балки из плоской формы изгиба в состояние изгиба с кручением. 

На рисунках 3, 4, 5, 6 показаны графики усилий и деформаций при изгибе с кручением для 
балки 10Б1 (строка 1 таблицы). Результаты приведены для усилия 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 0,55 т приложенного с 
эксцентриситетом 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 5 мм. Значения приведены для усилия меньшего, чем Ркр.=0,64 т, т.к. при 
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 > 0 и 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑃𝑃𝑃𝑃кр. перемещения и усилия стремятся к бесконечности.  

 
 
 

Таблица 
 Результаты расчёта 

Источник: составлено авторами. 
 

(35)

Таким образом, граничные условия 𝑈𝑥(0), 𝑈𝑦(0), 𝐷𝑧(0), 𝐻𝑧(0) определяются из условий (32), 
(33), (34), (35).

РЕЗУЛЬТАТЫ
Решение системы I проводилось методом Эйлера в табличном процессоре MS Excel. В ходе 

расчёта была определена критическая сила потери устойчивости для серии прокатных балок, 
представленных в таблице. Расчёты проводились для балок пролётом 6,0 м с жёсткими опорны-
ми узлами. Также были проведены проверочные расчёты в ПК «ЛИРА-САПР». В расчёте опре-
делялась критическая сила для балок, нагруженных без эксцентриситета и начальных несовер-
шенств (критическая сила по Эйлеру), т.е. такая сила, при которой возможен резкий переход 
балки из плоской формы изгиба в состояние изгиба с кручением.

На рисунках 3, 4, 5, 6 показаны графики усилий и деформаций при изгибе с кручением для 
балки 10Б1 (строка 1 таблицы). Результаты приведены для усилия 𝑃𝑦=0,55 т приложенного с экс-
центриситетом 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),                                                                                                (28) 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) =
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈

,                                                                                       (29) 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                    (30) 
 
С учётом уравнений (27) - (30)   для решения системы необходимо определить четыре незави-

симых начальных параметра: 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0). 

Для однозначного определения начальных параметров необходимо 4 условия. Для 1 формы 
потери устойчивости по условиям симметрии запишем следующие условия: 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝐿𝐿𝐿𝐿) = 0,                                                                                                                         (32) 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝐿𝐿𝐿𝐿) = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝐿𝐿𝐿𝐿) =
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈

,                                                                                               (33) 

𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝐿𝐿𝐿𝐿) = −𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                             (34) 

Начальный угол 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) можно однозначно определить из условия (32): 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = −� 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

0
= −� �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 =

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

0
 

= −
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝐿𝐿𝐿𝐿

2
+

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = −
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝐿𝐿𝐿𝐿

2
+

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
, 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) �1 +
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿

2
� =

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
, 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) =
𝐿𝐿𝐿𝐿2

48
�2𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈� �1 +

𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿
2

�� .                                                                   (35) 

Таким образом, граничные условия  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0) определяются из условий (32), 
(33), (34), (35). 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ 

 
Решение системы I проводилось методом Эйлера в табличном процессоре MS Excel. В ходе 

расчёта была определена критическая сила потери устойчивости для серии прокатных балок, 
представленных в таблице. Расчёты проводились для балок пролётом 6,0 м с жёсткими опорными 
узлами. Также были проведены проверочные расчёты в ПК «ЛИРА-САПР». В расчёте 
определялась критическая сила для балок, нагруженных без эксцентриситета и начальных 
несовершенств (критическая сила по Эйлеру), т.е. такая сила, при которой возможен резкий 
переход балки из плоской формы изгиба в состояние изгиба с кручением. 

На рисунках 3, 4, 5, 6 показаны графики усилий и деформаций при изгибе с кручением для 
балки 10Б1 (строка 1 таблицы). Результаты приведены для усилия 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 0,55 т приложенного с 
эксцентриситетом 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 5 мм. Значения приведены для усилия меньшего, чем Ркр.=0,64 т, т.к. при 
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 > 0 и 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑃𝑃𝑃𝑃кр. перемещения и усилия стремятся к бесконечности.  

 
 
 

Таблица 
 Результаты расчёта 

Источник: составлено авторами. 
 

. Значения приведены для усилия меньшего, чем Ркр.=0,64 т, т.к. при 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),                                                                                                (28) 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) =
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈

,                                                                                       (29) 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                    (30) 
 
С учётом уравнений (27) - (30)   для решения системы необходимо определить четыре незави-

симых начальных параметра: 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0). 

Для однозначного определения начальных параметров необходимо 4 условия. Для 1 формы 
потери устойчивости по условиям симметрии запишем следующие условия: 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝐿𝐿𝐿𝐿) = 0,                                                                                                                         (32) 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝐿𝐿𝐿𝐿) = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝐿𝐿𝐿𝐿) =
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈

,                                                                                               (33) 

𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝐿𝐿𝐿𝐿) = −𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                             (34) 

Начальный угол 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) можно однозначно определить из условия (32): 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = −� 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

0
= −� �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 =

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

0
 

= −
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝐿𝐿𝐿𝐿

2
+

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = −
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝐿𝐿𝐿𝐿

2
+

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
, 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) �1 +
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿

2
� =

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
, 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) =
𝐿𝐿𝐿𝐿2

48
�2𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈� �1 +

𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿
2

�� .                                                                   (35) 

Таким образом, граничные условия  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0) определяются из условий (32), 
(33), (34), (35). 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ 

 
Решение системы I проводилось методом Эйлера в табличном процессоре MS Excel. В ходе 

расчёта была определена критическая сила потери устойчивости для серии прокатных балок, 
представленных в таблице. Расчёты проводились для балок пролётом 6,0 м с жёсткими опорными 
узлами. Также были проведены проверочные расчёты в ПК «ЛИРА-САПР». В расчёте 
определялась критическая сила для балок, нагруженных без эксцентриситета и начальных 
несовершенств (критическая сила по Эйлеру), т.е. такая сила, при которой возможен резкий 
переход балки из плоской формы изгиба в состояние изгиба с кручением. 

На рисунках 3, 4, 5, 6 показаны графики усилий и деформаций при изгибе с кручением для 
балки 10Б1 (строка 1 таблицы). Результаты приведены для усилия 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 0,55 т приложенного с 
эксцентриситетом 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 5 мм. Значения приведены для усилия меньшего, чем Ркр.=0,64 т, т.к. при 
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 > 0 и 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑃𝑃𝑃𝑃кр. перемещения и усилия стремятся к бесконечности.  

 
 
 

Таблица 
 Результаты расчёта 

Источник: составлено авторами. 
 

 и 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),                                                                                                (28) 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) =
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈

,                                                                                       (29) 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                    (30) 
 
С учётом уравнений (27) - (30)   для решения системы необходимо определить четыре незави-

симых начальных параметра: 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0). 

Для однозначного определения начальных параметров необходимо 4 условия. Для 1 формы 
потери устойчивости по условиям симметрии запишем следующие условия: 

∆𝑋𝑋𝑋𝑋(𝐿𝐿𝐿𝐿) = 0,                                                                                                                         (32) 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝐿𝐿𝐿𝐿) = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝐿𝐿𝐿𝐿) =
𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0)
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈

,                                                                                               (33) 

𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝐿𝐿𝐿𝐿) = −𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0).                                                                                                             (34) 

Начальный угол 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) можно однозначно определить из условия (32): 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = −� 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐿𝐿𝐿𝐿
2

0
= −� �𝑀𝑀𝑀𝑀𝑈𝑈𝑈𝑈(0) −

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
2

𝑧𝑧𝑧𝑧 +
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝑧𝑧𝑧𝑧2

2
�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 =

𝐿𝐿𝐿𝐿
2

0
 

= −
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝐿𝐿𝐿𝐿

2
+

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) = −
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0)𝐿𝐿𝐿𝐿

2
+

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
, 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) �1 +
𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿

2
� =

(𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈)
16

𝐿𝐿𝐿𝐿2 −
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿3

48
, 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0) =
𝐿𝐿𝐿𝐿2

48
�2𝑞𝑞𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈� �1 +

𝐾𝐾𝐾𝐾𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐿𝐿
2

�� .                                                                   (35) 

Таким образом, граничные условия  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0),  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(0), 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(0) определяются из условий (32), 
(33), (34), (35). 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ 

 
Решение системы I проводилось методом Эйлера в табличном процессоре MS Excel. В ходе 

расчёта была определена критическая сила потери устойчивости для серии прокатных балок, 
представленных в таблице. Расчёты проводились для балок пролётом 6,0 м с жёсткими опорными 
узлами. Также были проведены проверочные расчёты в ПК «ЛИРА-САПР». В расчёте 
определялась критическая сила для балок, нагруженных без эксцентриситета и начальных 
несовершенств (критическая сила по Эйлеру), т.е. такая сила, при которой возможен резкий 
переход балки из плоской формы изгиба в состояние изгиба с кручением. 

На рисунках 3, 4, 5, 6 показаны графики усилий и деформаций при изгибе с кручением для 
балки 10Б1 (строка 1 таблицы). Результаты приведены для усилия 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 0,55 т приложенного с 
эксцентриситетом 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 5 мм. Значения приведены для усилия меньшего, чем Ркр.=0,64 т, т.к. при 
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 > 0 и 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑃𝑃𝑃𝑃кр. перемещения и усилия стремятся к бесконечности.  

 
 
 

Таблица 
 Результаты расчёта 

Источник: составлено авторами. 
 

 перемещения и усилия стремятся к бесконечности. 

Таблица
 Результаты расчёта

Источник: составлено авторами.

Table
Calculation results

Source: compiled by the authors.

№ Сечение Ркр. ЛИРА, т Ркр. расчёт, т Погрешность расчёта ε, %

1 10Б1 0,63 0,64 -2.08

2 20Б2 5,25 5,72 -9.03

3 30Б2 13,77 14,56 -5.77

4 40Б2 57,68 59,97 -3.98

5 50Б2 68,98 76,90 -11.48
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Table 
Calculation results 

Source: compiled by the authors. 
 

№ Сечение Ркр. ЛИРА, т Ркр. расчёт, т Погрешность расчёта ε, 
% 

1 10Б1  0,63 0,64 -2.08 

2 20Б2 5,25 5,72 -9.03 

3 30Б2  13,77 14,56 -5.77 

4 40Б2  57,68 59,97 -3.98 

5 50Б2 68,98 76,90 -11.48 
 
 

 
 

Рисунок 3 – График функции внутреннего крутящего момента в сечении 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) 
Источник: составлено авторами. 

 
Figure 3 –Internal torque function for 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) section 

Source: compiled by the authors. 
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Рисунок 3 – График функции внутреннего крутящего момента в сечении 
Источник: составлено авторами.

Figure 3 –Internal torque function for section
Source: compiled by the authors.

 
 

Рисунок 4 – График функции бимомента 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) в сечении 
Источник: составлено авторами. 

 
Figure 4 – Graphical representation of 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) bimoment function 

Source: compiled by the authors. 

 
Рисунок 5 – График функции депланации сечения 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) 

Источник: составлено авторами. 
 

Figure 5 – Function of  𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) cross-section distortion 
Source: compiled by the authors. 
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Рисунок 4 – График функции бимомента в сечении
Источник: составлено авторами.

Figure 4 – Graphical representation of bimoment function
Source: compiled by the authors.



Том 22, № 5. 2025
Vol. 22, No. 5. 2025

© 2004–2025 Вестник СибАДИ 
The Russian Automobile  
and Highway Industry Journal

854

РАЗДЕЛ III СТРОИТЕЛЬСТВО И АРХИТЕКТУРА

 
 

Рисунок 4 – График функции бимомента 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) в сечении 
Источник: составлено авторами. 

 
Figure 4 – Graphical representation of 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑈𝑈𝑈𝑈(0) bimoment function 

Source: compiled by the authors. 

 
Рисунок 5 – График функции депланации сечения 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) 

Источник: составлено авторами. 
 

Figure 5 – Function of  𝐷𝐷𝐷𝐷𝑈𝑈𝑈𝑈(𝑧𝑧𝑧𝑧) cross-section distortion 
Source: compiled by the authors. 
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Рисунок 5 – График функции депланации сечения 
Источник: составлено авторами.

Figure 5 – Function of cross-section distortion
Source: compiled by the authors.

 
 

Рисунок 6 – График функции угла закручивания сечения 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝑧𝑧𝑧𝑧) 
Источник: составлено авторами. 

 
Figure 6 – Function of  𝑈𝑈𝑈𝑈𝑍𝑍𝑍𝑍(𝑧𝑧𝑧𝑧)section angular twist 

Source: compiled by the authors. 
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ОБСУЖДЕНИЕ И ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе приведено решение системы 

дифференциальных уравнений устойчивости 
плоской формы изгиба В.З. Власова для тон-
костенных стержней, учитывающее угловые 
жёсткости опорных узлов с возможностью ва-
рьирования жесткостей опор от нуля (шаро-
вой/цилиндрический шарнир) до бесконечно-
сти (жесткое закрепление).

Получено дифференциальное уравнение 
четвёртого порядка для угла поворота попе-
речного сечения тонкостенного стержня при 
изгибе с кручением, учитывающее жёсткость 
опорных узлов. 

Также получена система уравнений, описы-
вающая деформации тонкостенного стержня 
при изгибе с кручением.

Полученная система уравнений решена 
для частного случая (жесткие опоры) числен-
но методом Эйлера в табличном процессоре 
MS Excel для представленной серии прокат-
ных балок с вычислением критической силы в 
середине пролета – погрешность вычислений 
в Excel в сравнении с решениями в ЛИРА-СА-
ПР находятся в пределах точности и инженер-
ных расчетов. 

Дальнейшие задачи исследования:
- решение полученной системы уравнений 

более точными методами;
- экспериментальная проверка адекват-

ности полученной математической модели с 
разработкой и изготовлением испытательно-
го стенда, образцов балок с подготовкой про-
граммы проведения работ.
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