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АННОТАЦИЯ
Введение. Статья посвящена моделированию процесса взаимодействия вибровальца с деформируемым 
грунтом при уплотнении технологических слоев автодороги. Актуальность исследования обусловлена 
необходимостью повышения качества и долговечности земляного полотна автомобильных и железно-
дорожных дорог, что напрямую зависит от эффективности уплотнения грунтов.
Методы и материалы. Приводятся исследования с помощью метода математического моделирования 
колебательной системы «вибровалец катка – деформируемая среда». Система включает в себя взаи-
модействующие между собой элементы, обладающие жесткими и вязкими свойствами. Эти свойства 
соответствуют реологическим характеристикам рабочего органа катка и деформируемой им среды. 
Модель основана на системе дифференциальных уравнений второго порядка, описывающих взаимодей-
ствие масс вибровальца и грунтовой среды с учетом их упруго-пластических и вязкостных свойств.
Результаты. Представлены впервые полученные зависимости коэффициента вязкого трения и 
жесткости деформируемого грунта от влияния внешней деформирующей силы. На основе этих данных 
решается система дифференциальных уравнений движения колеблющихся масс, позволяющая опреде-
лить средние значения виброускорений в объеме уплотняемого грунта. Впервые предложена функцио-
нальная зависимость, уточняющая массу активно деформируемого грунта в зависимости от параме-
тров вибрации, геометрических характеристик вальца и типа грунта.
Обсуждение и заключение. Полученные результаты могут быть использованы для обоснования ра-
циональной частоты колебаний вибровозбудителя и других режимных параметров дорожных катков, 
что способствует повышению эффективности транспортного строительства. Усовершенствован-
ная математическая модель взаимодействия вибровальца катка с деформируемым грунтом даёт воз-
можность определить величины виброускорений частиц деформируемого грунта. Результаты иссле-
дования могут быть использованы для повышения эффективности дорожно-строительной техники, в 
частности при проектировании дорожных катков.
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ABSTRACT
Introduction. The article is devoted to modeling the process of interaction between a vibratory roller and deform-
able soil during compaction of technological layers of a highway. The relevance of the study is determined by the 
need to improve the quality and durability of the earth bed of roads and railroads, which directly depends on the 
efficiency of soil compaction.
Methods and Materials. The research using the method of mathematical modeling of the oscillating system “roller 
vibration roller - deformable medium” is presented. The system includes interacting elements possessing rigid and 
viscous properties. These properties correspond to the rheological characteristics of the working body of the roller 
and the medium deformed by it. The model is based on the system of second-order differential equations describing 
the interaction between the masses of the vibratory roller and the ground medium taking into account their elas-
tic-plastic and viscous properties.
Results. For the first time relations between viscous friction coefficient and stiffness of deformed soil on the influ-
ence of external deforming force have been presented. On the basis of these data the system of differential equa-
tions of motion of oscillating masses has been considered, which allows determining average values of vibration 
accelerations in the volume of compacted soil. A functional dependence specifying the mass of actively deformed 
soil depending on vibration parameters, geometric characteristics of the roller and soil type has been proposed for 
the first time. 
Discussion and conclusion. The obtained results can be used to substantiate the rational frequency of vibration 
exciter vibrations and other mode parameters of road rollers, which helps to improve the efficiency of transporta-
tion construction. The improved mathematical model of interaction between the roller’s vibrating roller blade and 
deformed soil makes it possible to determine the values of vibration accelerations of particles of deformed soil. The 
results of the study can be used to improve the efficiency of road-building machinery, in particular, in the design of 
road rollers.

KEYWORDS: roller, compaction, soil, vibratory drum, compaction coefficient, road, rigidity, vibration exciter, 
vibration acceleration, compaction
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ВВЕДЕНИЕ
Развитие дорожно-транспортной инфра-

структуры в современных условиях требует 
постоянного повышения качества и долго-
вечности инженерных сооружений, среди 
которых ключевую роль играют земляное по-
лотно автомобильных дорог и другие насы-
пи инженерного назначения. Надежность и 
устойчивость этих элементов дорожной сети 
напрямую связаны с качеством уплотнения 
грунтов. Этот фактор оказывает значитель-
ное влияние на прочность, стабильность и 
срок службы не только самого земляного по-
лотна, но и возводимых на нем инженерных  
сооружений.

Актуальность развития дорожно-транс-
портной инфраструктуры требует повышения 
интенсивности строительства и обеспечения 
качества всех технологических слоёв автомо-
бильной дороги и слоёв земляного полотна в 
частности. Повышение эксплуатационных ха-
рактеристик этих сложных инженерных соору-
жений зависит от качества уплотнения грунтов 
земляного полотна, которое является ответ-
ственным основанием для всех верхних слоёв 
автодороги. Данный факторнепосредственно 
влияет на устойчивость, работоспособность 
и долговечность основания дороги – земляно-
го полотна и верхних технологических слоёв: 
щебёночных оснований и дорожного полотна. 
Причём вышесказанное относится не толь-
ко к автодорогам, но и к железнодорожным 
и другим грунтовым насыпям инженерных  
сооружений.

1 Fratta D., Kim K.-S.Effective Depth of Soil Compaction in Relation to Applied Compactive Energy. University of Wisconsin – 
Madison, WisDOT ID no. 0092–08–11 February 2015.

2 Kopf F., Paulmichl I., Adam D. Modelling and simulation of heavy tamping dynamic response of the ground // From Research 
to Design in European Practice, Bratislava, Slovak Republic, June 2–4. – 2010.

3 Головин О.В. Вибрационные машины // Международная научно-техническая конференция молодых ученых  
БГТУ им. В.Г. Шухова: сборник докладов, Белгород, 20–21 мая 2024 года. Белгород: Белгородский государственный тех-
нологический университет им. В.Г. Шухова, 2024. С. 48–52

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Для проведения исследований будем ис-

пользовать метод математического модели-
рования и программные инструменты – про-
граммные продукты Microsoft Excel, Mat Cad. 
Методы математического моделирования фи-
зических процессов подразумевают принятия 
ряда определённых допущений, в нашем слу-
чае рассмотрим:

– масса вальца m2, включает не только 
массу самого вальца, но и часть массы катка и 
рамы, приходящиеся на него;

– деформируемый грунт принимается 
сплошной упруговязкопластичной средой, с 
которой валец активно взаимодействует по 
всей толщине уплотняемого слоя; 

– валец не отрывается от поверхности 
грунта (режим вибротрамбования не рассма-
тривается);

– основание, на котором расположен 
уплотняемый слой грунта, считается абсолют-
но жестким;

– рассматривается система с сосредото-
ченными параметрами.

Рабочий орган вибрационного катка, взаи-
модействующий с деформируемым грунтом, 
–это сложная колебательная система, тре-
бующая определенного описания для про-
исходящих в ней процессов. В приведенных 
исследованиях она представляет собой два 
колеблющихся массивных элемента, свя-
занных между собой элементами вязкости и 
жёсткости1,2,3, характеризующими реологиче-
ские свойства рабочего органа катка и дефор-
мируемой грунтовой среды (рисунок) [1, 2, 3, 
4, 5, 6, 7].
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Рисунок – Колебательная система «вибровалец катка – деформируемая среда»
Источник: составлено авторами.

Figure 1 – Model of the oscillatory system «roller vibratory drum – deformable soil»
Source: compiled by the authors.

На рисункеb1 – коэффициент, характе-
ризующий вязкость грунтовой среды, Н·с/м;  
с2 – коэффициент, характеризующий жесткость 
рабочего органа; с1у и с1пл – коэффициенты, ха-
рактеризующие упруго-пластичные деформа-
ции среды, Н/м;m2 – масса, приходящаяся на 
рабочий орган катка; m1 – масса деформируе-
мой грунтовой среды; Р– периодическая сила 
от вибровозбудителя вальца, Н; z1 и z2 – отно-
сительное смещение колеблющихся масс, со-
ответственно.

Определение коэффициента, характеризу-
ющего упруго-пластичные свойства грунтовой 
среды

h
S

ЕЕ
ЕЕ

сс
сс

с
плу

плу

1пп1у

1пп1у
1 ⋅

+

⋅
=

+

⋅
= ,                                                     (1)  

 
гдеЕпл – модуль пластических деформаций грунта, МПа; Еу – модуль упругой деформации грунта, 
МПа; S – площадь отпечатка контакта вибровальца на грунте, м2; h– толщина слоядеформируемого 
грунта, м. 

Величину коэффициента, характеризующего вязкость грунта b1,можно определить как 
 

h
Sηb1 ⋅= ,                                                                        (2) 

 
где η – показатель динамической вязкости грунта, П. 

Разработанный модельный подход опирается на теоретические исследования в области 
математического и физического моделирования процесса уплотнения таких учёных, какО.А. 
Савинова, М. Новака, Д.Д. Баркана, О.Я. Шехтера, описывающихвзаимодействие колеблющихся 
масс дифференциальными уравнениями второго порядка [8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18]: 

 







=−+++

+=−+

•

g,m)z(zczczbam

g;mωt Pcos)z(zcam

121211111

212222

1  
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где η – показатель динамической вязкости 
грунта, П.

Разработанный модельный подход опира-
ется на теоретические исследования в обла-
сти математического и физического модели-
рования процесса уплотнения таких учёных, 
как О.А. Савинова, М. Новака, Д.Д. Баркана, 
О.Я. Шехтера, описывающихвзаимодействие 
колеблющихся масс дифференциальными 
уравнениями второго порядка [8, 9, 10, 11, 12, 
13, 14, 15, 16, 17, 18]:
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где mi – взаимодействующие массы колебательной системы, кг; ω –частота угловых колебаний 
вибровозбудителя, рад/с; t – время контакта вальца с грунтом, с; с1 – коэффициенты, 
характеризующиеупруго-пластичные деформации грунтовой среды, Н/м; с2– коэффициент, 
характеризующий жесткостьвибровальца, Н/м [19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28]. 
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вибровозбудителя, рад/с; t – время контакта вальца с грунтом, с; с1 – коэффициенты, 
характеризующиеупруго-пластичные деформации грунтовой среды, Н/м; с2– коэффициент, 
характеризующий жесткостьвибровальца, Н/м [19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28]. 

Определим вынуждающую силу вибровозбудителя Р: 
 

2
дд ωrmР ⋅= ,                                                                  (4) 

 
где mдrд –дебалансный момент вибровозбудителя , кг·м. 

 
Определим угловую частоту колебаний ω: 
 

f2πω ⋅= ,                                                                            (5) 
 

где f – частота колебаний вибровозбудителя, Гц. 
Новой доработкой существующих математических моделей, описывающих подобные 

колебательные процессы, является введение в модель функциональной зависимости (6), которая 
учитываетизменение массы активно деформируемого грунтаот текущего момента процесса 
уплотнения, массо-геометрических характеристик вальца и параметров вибрации, что является 
оригинальным фактором, уточняющим достоверность и точность результатов при использовании 
представленной матмодели: 

 
m1 = f(f, Р, В, R, m2, Ку, тип грунта),                                                         (6) 

 

(3) 

(4)

где mдrд –дебалансный момент вибровозбуди-
теля , кг·м.

Определим угловую частоту колебаний ω:

h
S

ЕЕ
ЕЕ

сс
сс

с
плу

плу

1пп1у

1пп1у
1 ⋅

+

⋅
=

+

⋅
= ,                                                     (1)  

 
гдеЕпл – модуль пластических деформаций грунта, МПа; Еу – модуль упругой деформации грунта, 
МПа; S – площадь отпечатка контакта вибровальца на грунте, м2; h– толщина слоядеформируемого 
грунта, м. 

Величину коэффициента, характеризующего вязкость грунта b1,можно определить как 
 

h
Sηb1 ⋅= ,                                                                        (2) 

 
где η – показатель динамической вязкости грунта, П. 

Разработанный модельный подход опирается на теоретические исследования в области 
математического и физического моделирования процесса уплотнения таких учёных, какО.А. 
Савинова, М. Новака, Д.Д. Баркана, О.Я. Шехтера, описывающихвзаимодействие колеблющихся 
масс дифференциальными уравнениями второго порядка [8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18]: 

 







=−+++

+=−+

•

g,m)z(zczczbam

g;mωt Pcos)z(zcam

121211111

212222

1  
 

где mi – взаимодействующие массы колебательной системы, кг; ω –частота угловых колебаний 
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где mi – взаимодействующие массы колебательной системы, кг; ω –частота угловых колебаний 
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где Р – вынуждающая сила вибровозбудителя, 
Н; f – частота колебаний вибровозбудителя, 

Гц; В – ширина вибровальца, м; R – радиус 
вибровальца, м; m2 – масса, приходящаяся на 
вибрационных рабочий орган катка, кг; Ку – ко-
эффициент, характеризующий степень уплот-
нения грунта.
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где ρ – плотность грунта, кг/м3; h – толщина уплотняемого слоя грунта в зоне активного действия 
вибрации, м; α и β – углы распространения зоны активного действия вибрации от пятна 
контакта, град; В – ширина вальца, м;d – длина дуги пятна контакта вальца с грунтом, м.  

Углы распространения зоны активного действия вибрации составили при уплотнении связного 
грунта: α=50, β=140; несвязного грунта: α=80, β=180. 

Общим решением для данной системы дифференциальных уравнений будет сумма для 
частного решения уравнений колебательной системы и общего решения однородных 
уравнений.Общее решениехарактеризуется слагаемым, которое соответствует свободным 
колебаниям системы с собственной. Второе слагаемоехарактеризуется вынужденными 
колебаниями масс системы с частотой вынуждающей силы вибровозбудителя [29, 30, 31, 32, 33, 
34, 35]. 
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где ρ – плотность грунта, кг/м3; h – толщина 
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ствия вибрации составили при уплотнении 
связного грунта: α=50, β=140; несвязного грун-
та: α=80, β=180.
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ющей силы вибровозбудителя [29, 30, 31, 32, 
33, 34, 35].
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При средних значениях параметров систе-
мы решим задачу Коши [36, 37, 38].

Сложим почленно все уравнения системы 
(3) и выразим их как ( )ta 2 , через ( )tz1 опреде-
лим производные этой функции.
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где Р – вынуждающая сила вибровозбудителя, Н; f – частота колебаний вибровозбудителя, Гц; 
В – ширина вибровальца, м;R – радиус вибровальца, м; m2 – масса, приходящаяся на 
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где Р – вынуждающая сила вибровозбудителя, Н; f – частота колебаний вибровозбудителя, Гц; 
В – ширина вибровальца, м;R – радиус вибровальца, м; m2 – масса, приходящаяся на 
вибрационных рабочий орган катка, кг; Ку – коэффициент, характеризующий степень уплотнения 
грунта. 

Новую, впервые полученную зависимость для определения массы уплотняемого грунта в зоне 
активного действия вибрации получили в виде 

 

В)),dβ) tg2h(dα) tg2h(ВВdβ) tg2h(dα) tg2h((Вh
3
1(ρm1 ⋅+⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅+⋅⋅+⋅⋅=                   (7) 

 
где ρ – плотность грунта, кг/м3; h – толщина уплотняемого слоя грунта в зоне активного действия 
вибрации, м; α и β – углы распространения зоны активного действия вибрации от пятна 
контакта, град; В – ширина вальца, м;d – длина дуги пятна контакта вальца с грунтом, м.  

Углы распространения зоны активного действия вибрации составили при уплотнении связного 
грунта: α=50, β=140; несвязного грунта: α=80, β=180. 

Общим решением для данной системы дифференциальных уравнений будет сумма для 
частного решения уравнений колебательной системы и общего решения однородных 
уравнений.Общее решениехарактеризуется слагаемым, которое соответствует свободным 
колебаниям системы с собственной. Второе слагаемоехарактеризуется вынужденными 
колебаниями масс системы с частотой вынуждающей силы вибровозбудителя [29, 30, 31, 32, 33, 
34, 35]. 

 
z1= z1(t), z2= z2(t), t∈(0, Т), где Т – период. 

 
Данные решения системы в полной мере удовлетворяют исходным данным 

z1(0)=0, 0)0(1 =
•

z ;                                                                        (8) 

z2(0)=0, 0)0(2 =
•

z .                                                                         (9) 
 
При средних значениях параметров системы решим задачу Коши [36, 37, 38]. 
Сложим почленно все уравнения системы (3) и выразим их как ( )ta 2 , через ( )tz1 определим 

производные этой функции. 
 

( ) ( ) ωt Рcoszсzbgamgam 11111122 =++−+−
•

;                   (10) 

( ) ( ) ωt Рcoszсzbgamgam 11111122 +−−−−=−
•

;                 (11) 

gmgmωt Рcoszсzbamam 1211111122 +++−−−=
•

;               (12) 

g.
m

mm
m

ωt Pcosz
m
cz

m
ba

m
ma

2

21

2
1

2

1
1

2

1
1

2

1
2

+
++−−−=

•

       (13) 

Определим 2z
•••

. 

ωsinωt
m
Pz

m
ca

m
bz

m
mz

2

1

2

1
1

2

1
1

2

1
2 −−−−=

•••••••

.                 (14) 

(12)

где Р – вынуждающая сила вибровозбудителя, Н; f – частота колебаний вибровозбудителя, Гц; 
В – ширина вибровальца, м;R – радиус вибровальца, м; m2 – масса, приходящаяся на 
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и значения корней 2e , 213,4 jije ⋅±= . 
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PART I

Значения вибрационных ускорений массы уплотняемого грунта ( )ta1  и вибрационного валь-
ца ( )ta 2  определится дифференцированием (53) дважды:
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деформировании инапрямую влияет на интен-
сивность деформирования грунтовой среды и 
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Усовершенствованная математическая 
модель взаимодействия вибровальца катка с 
деформируемым грунтом даёт возможность 
определить величины виброускорений частиц 
деформируемого грунта. Анализ их значений 
позволяет выявить экстремумы этих функций 
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пластических деформаций и определить усло-
вия, при которых они возникают. А условиями 
в нашем случае являются технологические и 
режимные параметры вибрационных катков, 
при которых они показывают максимальную 
производительность и эффективность.

Экстремумы функций значений виброуско-
рений определяются по результатам постро-
енных амплитудно-частотных характеристик 
(АЧХ) в результате реализации построенной 
математической модели в программных сре-
дах Maple, Mathcad. Они соответствуют макси-
мальнымзначениям (максимальная величина 
виброускорений колебаний грунта на АЧХ) ви-
броускорениям массы m1. Именно эти условия 
отвечают максимально интенсивному нако-
плению пластических деформаций грунта.

Научные исследования проводятся в соот-
ветствии с научным заданием по гранту Рос-
сийского научного фонда (РНФ) и Минпрома 
развития Омской области, тема № 23-29-10010 
«Разработка дорожных катков для повышения 
эффективности транспортного строительства 
с учетом региональных условий Омской обла-
сти».
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