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АННОТАЦИЯ
Актуальность. При движении транспортного средства могут возникать режимы, сопровождающиеся 
повышенным скольжением колеса с отрицательным вязким трением, характеризуемым снижением силы 
трения при росте скорости скольжения. В данных случаях может возникать потеря устойчивости, вле-
кущая за собой возбуждение автоколебательных явлений в электромеханической системе (дорога-коле-
со-механический привод-электродвигатель). Зарождение данного процесса резко повышает динамиче-
скую нагруженность системы, что может привести к выходу её из строя, поломке. Вследствие этого 
разработка методов подавления автоколебательных явлений считается актуальной задачей.
Цель исследования. Проверка работоспособности и эффективности метода подавления автоколеба-
ний в электромеханической системе привода колеса при торможении транспортного средства.
Материалы и методы. С помощью анализа функции Ляпунова для электромеханической системы при-
вода колеса обоснован метод подавления автоколебательных явлений. Исследование же работоспособ-
ности алгоритма выполнено с применением программного комплекса Matlab Simulink.
Результаты исследования. Доказана методами имитационного математического моделирования ра-
ботоспособность и эффективность алгоритма, что позволяет в дальнейшем его использовать при 
разработке систем управления движением. В случае торможения транспортного средства, оснащённо-
го антиблокировочной системой с функцией подавления автоколебаний на скользком опорном основании, 
наблюдается снижение амплитуд колебаний угловых скоростей колёс на 80% и тормозных моментов на 
96%. При торможении данного транспортного средства на опорном основании с высоким коэффициен-
том сцепления амплитуды снижаются на 98% по угловым скоростям и на 81% по крутящим моментам.
При имитационном моделировании динамики торможения транспортного средства на опорном основа-
нии с низкими сцепными свойствами также показано, что в данных случаях манёвр уклонения удаётся 
совершить, это свидетельствует о повышении управляемости и активной безопасности машины.
Заключение. Практическая ценность исследования заключается в возможности использования разрабо-
танного алгоритма подавления автоколебаний при практическом применении в составе систем управ-
ления транспортным средством. Разработанный алгоритм может быть использован на транспортных 
средствах различного класса, оснащённых индивидуальным тяговым электроприводом ведущих колёс.
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баний
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ABSTRACT
Research relevance. Modes accompanied by increased sliding of a wheel with negative viscous friction, charac-
terized by reduction of friction force at growth of sliding speed, can arise at the movement of the vehicle. In these 
cases, a loss of stability may occur, resulting in the excitation of auto-oscillation phenomena in the electromechan-
ical system (road-wheel-mechanical drive-electric motor). The emergence of this process sharply increases the 
dynamic load of the system, which can lead to its failure or breakdown. As a consequence, the development of 
suppression methods of auto-oscillation phenomena is considered to be an urgent task.
Purpose of the research. Verification of operability and efficiency of the suppression method of auto oscillations in 
the electromechanical system of wheel drive during braking of the vehicle.
Materials and Methods. With the help of Lyapunov’ function analysis for the electromechanical system of wheel 
drive the suppression method of auto oscillation phenomena is substantiated. The study of the algorithm perfor-
mance has been carried out with the use of MATLAB Simulink program complex.
Research results. The operability and efficiency of the algorithm is proved by methods of simulation mathematical 
modeling, which allows its further use in the development of traffic control systems. In case of braking of the vehicle 
equipped with antilock braking system with the function of suppression of auto oscillations on a slippery support 
base the reduction of amplitudes oscillation of angular velocities of wheels by 80% and braking moments by 96% 
is observed. When this vehicle is braked on a high adhesion base, the amplitudes are reduced by 98% in angular 
velocities and 81% in torques. In simulation modeling of vehicle braking dynamics on a support base with low adhe-
sion properties it has also been shown that in these cases the evasive maneuver can be performed, which indicates 
on the increase in controllability and active safety of the vehicle.
Conclusion. The practical value of the study lies in the possibility of using the developed algorithm for suppressing 
auto oscillations in practical application as part of vehicle control systems. The developed algorithm can be used on 
vehicles of different classes equipped with individual traction electric drive of driving wheels.

KEYWORDS: auto oscillations, negative oscillation damping, negative viscous friction, sliding, tire, Lyapunov 
function, oscillation damping, impulse oscillation suppression
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ВВЕДЕНИЕ
На надёжность и эффективность выпол-

нения транспортной работы оказывает непо-
средственное влияние характер процессов, 
протекающих в зоне контакта колеса с дорогой.  
В случае контактного взаимодействия двух 
тел в ряде случаев возникают колебательные 
процессы, представляющие собой колебания 
частей тел относительно руг друга [1].

Контактное взаимодействие эластичной 
шины с дорогой характеризуется трением. Ха-
рактер трения в зоне контакта оказывает не-
посредственное влияние как на безопасность 
движения колёсных транспортных средств  
[2, 3, 4, 5, 6], так и на их эффективность.

Для автомобильного транспорта издав-
на была известна проблема возникновения 
автоколебаний управляемых колёс, которая 
успешно решена путём оптимального про-
странственного положения осей поворота ко-
лёс с целью создания стабилизирующих кру-
тящих моментов.

В работе [1] рассмотрено возникновение 
автоколебаний в период рабочего торможения 
автомобиля при блокировке колёс в случае их 
скольжения при снижении силы трения, при-
ведены аналитические выражения, показыва-
ющие, какие параметры необходимо менять 
для снижения амплитуды автоколебаний. В 
данной работе не рассмотрен режим движения 
в период работы антиблокировочной системы 
при свободном и ведущем режиме качения ко-
леса. Другие условия движения, при которых 
может возникать повышенное скольжение при 
снижении силы трения, не рассматривались.

В работах [7, 8, 9, 10, 11,12, 13] исследу-
ются процессы, происходящие в зоне контакта 
эластичного колеса с опорным основанием в 
тормозном режиме работы, в том числе при 
функционировании антиблокировочной си-
стемы и свободном качении колеса, появле-
ние колебательных явлений и их влияние на 
устойчивость движения, появление вибраций 
и шумовых эффектов; однако процесс возбуж-
дения автоколебаний не рассматривается.

В работе [14] представлены условия воз-
никновения автоколебательных процессов 
в зоне взаимодействия эластичной шины с 
твёрдым опорным основанием при трёх режи-
мах качения колеса: тяговом, ведомом и тор-
мозном. Указано, что возникновение автоколе-

баний может быть диагностическим признаком 
потери сцепления колеса, позволяющим си-
стемам активной безопасности среагировать 
на потерю сцепления заранее. Однако в рабо-
те не рассматривается влияние на привод, не 
учитываются особенности самого электропри-
вода, и не приводятся методы подавления ав-
токолебательных явлений при их зарождении. 
Также не поставлены вопросы возникновения 
колебательных явлений при совместной рабо-
те систем торможения и привода.

В целом вопросы возбуждения автоколеба-
ний для различных режимов качения колеса с 
учётом свойств электромеханического приво-
да, в том числе при комплексной работе тяго-
вого привода и тормозной системы для колёс-
ных транспортных средств, изучены слабо.

В трансмиссиях автомобилей имеется зна-
чительное количество трущихся элементов, а 
также непосредственных фрикционных узлов, 
элементы приводов имеют упругие связи и 
зазоры в зацеплениях, что может приводить 
к повышению динамической нагруженности 
из-за возбуждения колебательных явлений  
[15, 16].

В работе [17] рассматриваются методы 
динамической нагруженности силовых пере-
дач с фрикционными элементами на основе 
совершенствования модельных свойств с ис-
пользованием выбора характеристик упру-
го-фрикционного гасителя крутильных колеба-
ний. Однако не учитываются условия и факт 
возникновения автоколебательных явлений 
в трансмиссиях из-за нелинейных свойств 
характеристики трения в элементах, зазо-
ров в зацеплении, упругости связей. В рабо-
те [18] исследованы особенности влияния 
параметров элементов и узлов трансмиссии 
автомобиля на уровень фрикционных авто-
колебаний, даны рекомендации по уменьше-
нию склонности трансмиссии к фрикционным 
автоколебаниям, изучен процесс зарожде-
ния автоколебаний при трогании с места. В 
работе [19] изучены условия возникновения 
автоколебаний при переключении передач в 
механических трансмиссиях с увеличенным 
количеством передач со сближенными пере-
даточными числами. Рассматривается метод 
уменьшения автоколебаний тормозных ме-
ханизмов при подаче сжатого воздуха в зону 
пары трения.
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Использование при транспортных опера-
циях аккумуляторных колёсных транспортных 
средств приобретает всё большую долю. Из 
таковых можно выделить электробусы боль-
шого класса, осуществляющие пассажирские 
перевозки. Данные транспортные средства ос-
нащены перезаряжаемой системой хранения 
электрической энергии (тяговой аккумулятор-
ной батареей) и тяговым электрическим при-
водом ведущих колёс.

Для данных машин остро стоит вопрос по 
максимизации их энергоэффективности, по-
скольку потребители постоянно усиливают 
свои требования к данному эксплуатацион-
ному свойству, что выражается в увеличении 
запаса хода на одной зарядке перезаряжае-
мой системе хранения электрической энергии. 
Эксплуатирующие организации и потребите-
ли все больше ужесточают свои требования 
к дальности хода. Поэтому первоочередная 
задача разработчиков – снизить потери энер-
гии в силовых установках, приводах и прочих 
вспомогательных системах. Значительные по-
тери наблюдаются в тяговом электрическом 
приводе ведущих колёс.

Поэтому разработчикам необходимо по-
стоянно решать задачу по увеличению запаса 
хода как за счёт применения компонентов и 
систем с меньшими потерями энергии, так и 
применением алгоритмов управления, позво-
ляющими наиболее эффективно их эксплуа-
тировать.

Автоколебательные явления в зоне взаи-
модействия колеса с грунтом при повышенном 
или полном скольжении для тракторного авто-
поезда приводят к галопированию, рысканию 
из-за вертикальных и продольных колебатель-
ных перемещений центров колёс [20]. Условия 
возникновения колебательных процессов в 
контакте пневматической шины с грунтом за-
висят от нормальной нагрузки на шину, скоро-
сти её изменения и жёсткости.

Особый интерес представляет превен-
тивное распознавание процесса зарождения 
автоколебаний на ранней стадии с целью ис-
ключения потери устойчивости движения и 
недопущения повышения динамической на-
груженности привода, по крайней мере,нужно 
свести к минимуму его последствия в особен-
ности в случае работы систем активной безо-
пасности.

В основном при торможении возникнове-
ние колебательных явлений в системах транс-
портной машины рассматривают либо как 
побочное явление, либо как диагностический 
признак повышенного скольжения, провоци-

рующего блокировку колёс. Однако класси-
ческие системы АБС допускают начальную 
блокировку колеса, то есть работают после 
возникновения опасного явления, борясь с его 
последствиями. При блокировке колеса может 
произойти занос, в особенности при выполне-
нии торможения, совмещённого с манёвром. 
Использование же этого признака позволяет 
улучшить работу системы АБС, исключив яв-
ление блокировки, не допуская его.

Для этого необходимо исследовать воз-
можность зарождения автоколебаний, их при-
чины, условия и места возникновения. Это 
можно сделать методами анализа системы 
дифференциальных уравнений, описываю-
щих процесс торможения, подтвердив выводы 
методами экспериментальных исследований 
торможения.

Целью исследования является разработка 
алгоритма управления, позволяющего пода-
влять автоколебательные явления, а также 
проверка его работоспособности и эффек-
тивности с помощью методов имитационного 
моделирования и экспериментальных иссле-
дований.

Метод импульсного подавления автоко-
лебательного процесса в тяговом электро-
приводе при электродинамическом тормо-
жении

В работах [21, 22, 23, 24, 25] показано, что 
для электромеханической системы привода 
ведущих колёс транспортного средства авто-
колебательные явления могут возникать для 
поступательного движения подрессоренных 
масс, колёс, катящихся как в ведущем, так и 
в тормозном режиме, а также для их враща-
тельного движения. Процесс зарождения ав-
токолебательных процессов провоцируется 
повышенным скольжением колеса по опорно-
му основанию. При этом рабочая точка элек-
тромеханической системы находится на пада-
ющем участке характеристики сопротивления 
движению, которому свойственно снижение 
силы трения при росте скорости скольжения, 
что не позволяет рассеивать энергию колеба-
ний, поступающую в систему [26].

Расчётная схема системы с тремя степе-
нями свободы взаимодействия эластичного 
колеса с твёрдым опорным основанием при-
ведена на рисунке 1, б и описывается систе-
мой дифференциальных уравнений (1) [26], в 
которой движения каждого тела системы опи-
сываются двумя уравнениями. Для поступа-
тельного движения тел 1, 2 vxi = , ii av = , для 
вращательного движения тела 6, 7 ii ωϕ = ,  

ii εω = .
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При качественном анализе на предмет 
возбуждения автоколебательных явленийд-
ля каждого конкретного вида движения тел 
системы (см. рисунок 1, б) по дифференци-
альным уравнениям, описывающим это дви-
жение,воспользуемся критерием Бендиксона 
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поступательного движения кузова и колеса ixf =1 , ivf =2 , для вращательного движения вала 

ротора электродвигателя и колеса if ϕ=1 , if ω=2 . 
При торможении электрифицированных транспортных средств возможен режим 

электродинамического торможения при применении электропривода, с задействованием 
рабочей тормозной системы (𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 = 0), рекуперативном торможении (𝑀𝑀𝑀𝑀к = 0) и комплексного 
торможения с использованием двух систем. 
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2 – масса m колеса; 3 – ролики; 4 – пружина; 5 – опорное основание; 6 – вращающееся колесо;  
7 – тяговый электродвигатель (далее, ТЭД); с – жёсткость пружины; x1, x2 – продольные перемещения 

масс 1 и 2 соответственно; F(v2sk) – сила трения, зависящая от скорости v2sk скольжения колеса 
относительно опорного основания; ωк – угловая скорость вращения колеса; rк – расстояние от центра 

колеса до опорного основания; Mt – тормозной момент, развиваемый тяговым электродвигателем;      
cm – угловая «электромагнитная жёсткость» тягового синхронного электродвигателя                                 

с постоянными магнитами; Jm – момент инерции вращающихся частей электродвигателя, 
приведённый к ротору; Мк– тормозной момент, развиваемый колёсным тормозным механизмом 

Источник: составлено автором.  
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Figure 1 – Drive scheme (a) and scheme of interaction of an elastic wheel with a solid support base 
(b): 1 – mass M of the vehicle's sprung parts attributable to the wheel; 

2 – mass m of the wheel; 3 – rollers; 4 – spring; 5 – support base; 6 – rotating wheel; 
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Исходя из анализа поведения критерия 
Бендиксона Q, автоколебания характерны для 
поступательного движения несущей системы 
машины (Q= 0), что выражается в рывках и 
толчках, а также для вращательного движения 
вала ротора приводного двигателя (Q= 0), что 
может проявляться в колебаниях потребляе-
мого приводом тока.

Для поступательного движения колеса 
функция Q для режима частичного скольже-
ния при рекуперативном, рабочем и комплекс-
ном торможении имеет вид

7 – traction electric motor (hereinafter, TED); c – spring stiffness; x1, x2 – longitudinal displacements of masses 1 
and 2 respectively; F(v2sk) – friction force depending on the velocity v2sk of wheel sliding relative to the support 

base; ωk – angular velocity of wheel rotation; gk – distance from the wheel center to the support base; 
Mt – braking torque developed by traction electric motor; 

cm – angular “electromagnetic stiffness” of traction synchronous electric motor with permanent magnets; 
Jm – moment of inertia of rotating parts of electric motor, reduced to the rotor; 

Mk – braking torque developed by the wheel braking mechanism 
Source: compiled by the author. 
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поступательного движения несущей системы машины (Q= 0), что выражается в рывках и толчках, 
а также для вращательного движения вала ротора приводного двигателя (Q= 0), что может 
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Для всех случаев торможения 𝑄𝑄𝑄𝑄 > 0. 
Так как функция Q знакопостоянна, автоколебания в зоне взаимодействия для 

поступательного движения колеса в данном случае невозможны. 
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В этих случаях функция 𝑄𝑄𝑄𝑄 является знакопеременной, что указывает на возможность 

возникновения автоколебаний. 
Для рекуперативного торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 1

𝐽𝐽𝐽𝐽к
�3
2
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к� + 1

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к
�− 1

8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔5 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

Для рабочего торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�3
2
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к� + 1

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к
�− 1

8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔3 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

Для комплексного торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 3
2𝐽𝐽𝐽𝐽к

{𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к + 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к} + 1
𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к

�− 1
8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔3 −

 −3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к2 + 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔5 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

 
Имеем «мягкий» режим возбуждения автоколебаний. Такой режим нагружения трансмиссии 

является опасным, т.к. при интенсивном торможении амплитуды автоколебаний резко 
увеличиваются, что может привести к «дёрганию» автомобиля в продольном направлении, к 
поломкам зубьев трансмиссионных агрегатов, карданных валов, шарниров и полуосей. Поэтому 

Для рекуперативного торможения

7 – traction electric motor (hereinafter, TED); c – spring stiffness; x1, x2 – longitudinal displacements of masses 1 
and 2 respectively; F(v2sk) – friction force depending on the velocity v2sk of wheel sliding relative to the support 

base; ωk – angular velocity of wheel rotation; gk – distance from the wheel center to the support base; 
Mt – braking torque developed by traction electric motor; 

cm – angular “electromagnetic stiffness” of traction synchronous electric motor with permanent magnets; 
Jm – moment of inertia of rotating parts of electric motor, reduced to the rotor; 

Mk – braking torque developed by the wheel braking mechanism 
Source: compiled by the author. 

 
Исходя из анализа поведения критерия Бендиксона Q, автоколебания характерны для 

поступательного движения несущей системы машины (Q= 0), что выражается в рывках и толчках, 
а также для вращательного движения вала ротора приводного двигателя (Q= 0), что может 
проявляться в колебаниях потребляемого приводом тока. 

Для поступательного движения колеса функция Q для режима частичного скольжения при 
рекуперативном, рабочем и комплексном торможении имеет вид 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑓𝑓𝑓𝑓1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕к

= 0. 

Для рекуперативного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для рабочего торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для комплексного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для всех случаев торможения 𝑄𝑄𝑄𝑄 > 0. 
Так как функция Q знакопостоянна, автоколебания в зоне взаимодействия для 

поступательного движения колеса в данном случае невозможны. 
 
Для вращательного движения колеса при торможении с частичным скольжением функция Q 

принимает вид 
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑓𝑓𝑓𝑓1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕к

= 0. 

Для рекуперативного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� −

(𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к + +4𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�; 

Для рабочего торможения𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔3𝜔𝜔𝜔𝜔к + 4𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�. 

Для комплексного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к +

+5𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к4) − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к + 5𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�. 

 
В этих случаях функция 𝑄𝑄𝑄𝑄 является знакопеременной, что указывает на возможность 

возникновения автоколебаний. 
Для рекуперативного торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 1

𝐽𝐽𝐽𝐽к
�3
2
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к� + 1

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к
�− 1

8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔5 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

Для рабочего торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�3
2
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к� + 1

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к
�− 1

8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔3 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

Для комплексного торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 3
2𝐽𝐽𝐽𝐽к

{𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к + 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к} + 1
𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к

�− 1
8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔3 −

 −3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к2 + 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔5 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

 
Имеем «мягкий» режим возбуждения автоколебаний. Такой режим нагружения трансмиссии 

является опасным, т.к. при интенсивном торможении амплитуды автоколебаний резко 
увеличиваются, что может привести к «дёрганию» автомобиля в продольном направлении, к 
поломкам зубьев трансмиссионных агрегатов, карданных валов, шарниров и полуосей. Поэтому 

Для рабочего торможения

7 – traction electric motor (hereinafter, TED); c – spring stiffness; x1, x2 – longitudinal displacements of masses 1 
and 2 respectively; F(v2sk) – friction force depending on the velocity v2sk of wheel sliding relative to the support 

base; ωk – angular velocity of wheel rotation; gk – distance from the wheel center to the support base; 
Mt – braking torque developed by traction electric motor; 

cm – angular “electromagnetic stiffness” of traction synchronous electric motor with permanent magnets; 
Jm – moment of inertia of rotating parts of electric motor, reduced to the rotor; 

Mk – braking torque developed by the wheel braking mechanism 
Source: compiled by the author. 

 
Исходя из анализа поведения критерия Бендиксона Q, автоколебания характерны для 

поступательного движения несущей системы машины (Q= 0), что выражается в рывках и толчках, 
а также для вращательного движения вала ротора приводного двигателя (Q= 0), что может 
проявляться в колебаниях потребляемого приводом тока. 

Для поступательного движения колеса функция Q для режима частичного скольжения при 
рекуперативном, рабочем и комплексном торможении имеет вид 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑓𝑓𝑓𝑓1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕к

= 0. 

Для рекуперативного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для рабочего торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для комплексного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для всех случаев торможения 𝑄𝑄𝑄𝑄 > 0. 
Так как функция Q знакопостоянна, автоколебания в зоне взаимодействия для 

поступательного движения колеса в данном случае невозможны. 
 
Для вращательного движения колеса при торможении с частичным скольжением функция Q 

принимает вид 
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑓𝑓𝑓𝑓1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕к

= 0. 

Для рекуперативного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� −

(𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к + +4𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�; 

Для рабочего торможения𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔3𝜔𝜔𝜔𝜔к + 4𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�. 

Для комплексного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к +

+5𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к4) − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к + 5𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�. 

 
В этих случаях функция 𝑄𝑄𝑄𝑄 является знакопеременной, что указывает на возможность 

возникновения автоколебаний. 
Для рекуперативного торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 1

𝐽𝐽𝐽𝐽к
�3
2
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к� + 1

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к
�− 1

8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔5 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

Для рабочего торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�3
2
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к� + 1

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к
�− 1

8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔3 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

Для комплексного торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 3
2𝐽𝐽𝐽𝐽к

{𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к + 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к} + 1
𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к

�− 1
8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔3 −

 −3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к2 + 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔5 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

 
Имеем «мягкий» режим возбуждения автоколебаний. Такой режим нагружения трансмиссии 

является опасным, т.к. при интенсивном торможении амплитуды автоколебаний резко 
увеличиваются, что может привести к «дёрганию» автомобиля в продольном направлении, к 
поломкам зубьев трансмиссионных агрегатов, карданных валов, шарниров и полуосей. Поэтому 

Для комплексного торможения

7 – traction electric motor (hereinafter, TED); c – spring stiffness; x1, x2 – longitudinal displacements of masses 1 
and 2 respectively; F(v2sk) – friction force depending on the velocity v2sk of wheel sliding relative to the support 

base; ωk – angular velocity of wheel rotation; gk – distance from the wheel center to the support base; 
Mt – braking torque developed by traction electric motor; 

cm – angular “electromagnetic stiffness” of traction synchronous electric motor with permanent magnets; 
Jm – moment of inertia of rotating parts of electric motor, reduced to the rotor; 

Mk – braking torque developed by the wheel braking mechanism 
Source: compiled by the author. 

 
Исходя из анализа поведения критерия Бендиксона Q, автоколебания характерны для 

поступательного движения несущей системы машины (Q= 0), что выражается в рывках и толчках, 
а также для вращательного движения вала ротора приводного двигателя (Q= 0), что может 
проявляться в колебаниях потребляемого приводом тока. 

Для поступательного движения колеса функция Q для режима частичного скольжения при 
рекуперативном, рабочем и комплексном торможении имеет вид 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑓𝑓𝑓𝑓1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕к

= 0. 

Для рекуперативного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для рабочего торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для комплексного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для всех случаев торможения 𝑄𝑄𝑄𝑄 > 0. 
Так как функция Q знакопостоянна, автоколебания в зоне взаимодействия для 

поступательного движения колеса в данном случае невозможны. 
 
Для вращательного движения колеса при торможении с частичным скольжением функция Q 

принимает вид 
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑓𝑓𝑓𝑓1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕к

= 0. 

Для рекуперативного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� −

(𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к + +4𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�; 

Для рабочего торможения𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔3𝜔𝜔𝜔𝜔к + 4𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�. 

Для комплексного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к +

+5𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к4) − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к + 5𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�. 

 
В этих случаях функция 𝑄𝑄𝑄𝑄 является знакопеременной, что указывает на возможность 

возникновения автоколебаний. 
Для рекуперативного торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 1

𝐽𝐽𝐽𝐽к
�3
2
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к� + 1

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к
�− 1

8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔5 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

Для рабочего торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�3
2
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к� + 1

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к
�− 1

8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔3 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

Для комплексного торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 3
2𝐽𝐽𝐽𝐽к

{𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к + 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к} + 1
𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к

�− 1
8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔3 −

 −3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к2 + 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔5 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

 
Имеем «мягкий» режим возбуждения автоколебаний. Такой режим нагружения трансмиссии 

является опасным, т.к. при интенсивном торможении амплитуды автоколебаний резко 
увеличиваются, что может привести к «дёрганию» автомобиля в продольном направлении, к 
поломкам зубьев трансмиссионных агрегатов, карданных валов, шарниров и полуосей. Поэтому 

Для всех случаев торможения 

7 – traction electric motor (hereinafter, TED); c – spring stiffness; x1, x2 – longitudinal displacements of masses 1 
and 2 respectively; F(v2sk) – friction force depending on the velocity v2sk of wheel sliding relative to the support 

base; ωk – angular velocity of wheel rotation; gk – distance from the wheel center to the support base; 
Mt – braking torque developed by traction electric motor; 

cm – angular “electromagnetic stiffness” of traction synchronous electric motor with permanent magnets; 
Jm – moment of inertia of rotating parts of electric motor, reduced to the rotor; 

Mk – braking torque developed by the wheel braking mechanism 
Source: compiled by the author. 

 
Исходя из анализа поведения критерия Бендиксона Q, автоколебания характерны для 

поступательного движения несущей системы машины (Q= 0), что выражается в рывках и толчках, 
а также для вращательного движения вала ротора приводного двигателя (Q= 0), что может 
проявляться в колебаниях потребляемого приводом тока. 

Для поступательного движения колеса функция Q для режима частичного скольжения при 
рекуперативном, рабочем и комплексном торможении имеет вид 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑓𝑓𝑓𝑓1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕к

= 0. 

Для рекуперативного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для рабочего торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для комплексного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для всех случаев торможения 𝑄𝑄𝑄𝑄 > 0. 
Так как функция Q знакопостоянна, автоколебания в зоне взаимодействия для 

поступательного движения колеса в данном случае невозможны. 
 
Для вращательного движения колеса при торможении с частичным скольжением функция Q 

принимает вид 
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑓𝑓𝑓𝑓1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕к

= 0. 

Для рекуперативного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� −

(𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к + +4𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�; 

Для рабочего торможения𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔3𝜔𝜔𝜔𝜔к + 4𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�. 

Для комплексного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к +

+5𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к4) − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к + 5𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�. 

 
В этих случаях функция 𝑄𝑄𝑄𝑄 является знакопеременной, что указывает на возможность 

возникновения автоколебаний. 
Для рекуперативного торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 1

𝐽𝐽𝐽𝐽к
�3
2
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к� + 1

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к
�− 1

8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔5 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

Для рабочего торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�3
2
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к� + 1

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к
�− 1

8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔3 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

Для комплексного торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 3
2𝐽𝐽𝐽𝐽к

{𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к + 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к} + 1
𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к

�− 1
8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔3 −

 −3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к2 + 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔5 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

 
Имеем «мягкий» режим возбуждения автоколебаний. Такой режим нагружения трансмиссии 

является опасным, т.к. при интенсивном торможении амплитуды автоколебаний резко 
увеличиваются, что может привести к «дёрганию» автомобиля в продольном направлении, к 
поломкам зубьев трансмиссионных агрегатов, карданных валов, шарниров и полуосей. Поэтому 

Так как функция Q знакопостоянна, авто-
колебания в зоне взаимодействия для посту-
пательного движения колеса в данном случае 
невозможны.

Для вращательного движения колеса при 
торможении с частичным скольжением функ-
ция Q принимает вид

7 – traction electric motor (hereinafter, TED); c – spring stiffness; x1, x2 – longitudinal displacements of masses 1 
and 2 respectively; F(v2sk) – friction force depending on the velocity v2sk of wheel sliding relative to the support 

base; ωk – angular velocity of wheel rotation; gk – distance from the wheel center to the support base; 
Mt – braking torque developed by traction electric motor; 

cm – angular “electromagnetic stiffness” of traction synchronous electric motor with permanent magnets; 
Jm – moment of inertia of rotating parts of electric motor, reduced to the rotor; 

Mk – braking torque developed by the wheel braking mechanism 
Source: compiled by the author. 

 
Исходя из анализа поведения критерия Бендиксона Q, автоколебания характерны для 

поступательного движения несущей системы машины (Q= 0), что выражается в рывках и толчках, 
а также для вращательного движения вала ротора приводного двигателя (Q= 0), что может 
проявляться в колебаниях потребляемого приводом тока. 

Для поступательного движения колеса функция Q для режима частичного скольжения при 
рекуперативном, рабочем и комплексном торможении имеет вид 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑓𝑓𝑓𝑓1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕к

= 0. 

Для рекуперативного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для рабочего торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для комплексного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для всех случаев торможения 𝑄𝑄𝑄𝑄 > 0. 
Так как функция Q знакопостоянна, автоколебания в зоне взаимодействия для 

поступательного движения колеса в данном случае невозможны. 
 
Для вращательного движения колеса при торможении с частичным скольжением функция Q 

принимает вид 
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑓𝑓𝑓𝑓1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕к

= 0. 

Для рекуперативного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� −

(𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к + +4𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�; 

Для рабочего торможения𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔3𝜔𝜔𝜔𝜔к + 4𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�. 

Для комплексного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к +

+5𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к4) − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к + 5𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�. 

 
В этих случаях функция 𝑄𝑄𝑄𝑄 является знакопеременной, что указывает на возможность 

возникновения автоколебаний. 
Для рекуперативного торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 1

𝐽𝐽𝐽𝐽к
�3
2
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к� + 1

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к
�− 1

8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔5 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

Для рабочего торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�3
2
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к� + 1

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к
�− 1

8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔3 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

Для комплексного торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 3
2𝐽𝐽𝐽𝐽к

{𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к + 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к} + 1
𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к

�− 1
8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔3 −

 −3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к2 + 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔5 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

 
Имеем «мягкий» режим возбуждения автоколебаний. Такой режим нагружения трансмиссии 

является опасным, т.к. при интенсивном торможении амплитуды автоколебаний резко 
увеличиваются, что может привести к «дёрганию» автомобиля в продольном направлении, к 
поломкам зубьев трансмиссионных агрегатов, карданных валов, шарниров и полуосей. Поэтому 

Для рекуперативного торможения

7 – traction electric motor (hereinafter, TED); c – spring stiffness; x1, x2 – longitudinal displacements of masses 1 
and 2 respectively; F(v2sk) – friction force depending on the velocity v2sk of wheel sliding relative to the support 

base; ωk – angular velocity of wheel rotation; gk – distance from the wheel center to the support base; 
Mt – braking torque developed by traction electric motor; 

cm – angular “electromagnetic stiffness” of traction synchronous electric motor with permanent magnets; 
Jm – moment of inertia of rotating parts of electric motor, reduced to the rotor; 

Mk – braking torque developed by the wheel braking mechanism 
Source: compiled by the author. 

 
Исходя из анализа поведения критерия Бендиксона Q, автоколебания характерны для 

поступательного движения несущей системы машины (Q= 0), что выражается в рывках и толчках, 
а также для вращательного движения вала ротора приводного двигателя (Q= 0), что может 
проявляться в колебаниях потребляемого приводом тока. 

Для поступательного движения колеса функция Q для режима частичного скольжения при 
рекуперативном, рабочем и комплексном торможении имеет вид 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑓𝑓𝑓𝑓1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕к

= 0. 

Для рекуперативного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для рабочего торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для комплексного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для всех случаев торможения 𝑄𝑄𝑄𝑄 > 0. 
Так как функция Q знакопостоянна, автоколебания в зоне взаимодействия для 

поступательного движения колеса в данном случае невозможны. 
 
Для вращательного движения колеса при торможении с частичным скольжением функция Q 

принимает вид 
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑓𝑓𝑓𝑓1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕к

= 0. 

Для рекуперативного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� −

(𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к + +4𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�; 

Для рабочего торможения𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔3𝜔𝜔𝜔𝜔к + 4𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�. 

Для комплексного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к +

+5𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к4) − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к + 5𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�. 

 
В этих случаях функция 𝑄𝑄𝑄𝑄 является знакопеременной, что указывает на возможность 

возникновения автоколебаний. 
Для рекуперативного торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 1

𝐽𝐽𝐽𝐽к
�3
2
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к� + 1

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к
�− 1

8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔5 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

Для рабочего торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�3
2
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к� + 1

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к
�− 1

8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔3 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

Для комплексного торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 3
2𝐽𝐽𝐽𝐽к

{𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к + 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к} + 1
𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к

�− 1
8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔3 −

 −3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к2 + 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔5 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

 
Имеем «мягкий» режим возбуждения автоколебаний. Такой режим нагружения трансмиссии 

является опасным, т.к. при интенсивном торможении амплитуды автоколебаний резко 
увеличиваются, что может привести к «дёрганию» автомобиля в продольном направлении, к 
поломкам зубьев трансмиссионных агрегатов, карданных валов, шарниров и полуосей. Поэтому 

 

7 – traction electric motor (hereinafter, TED); c – spring stiffness; x1, x2 – longitudinal displacements of masses 1 
and 2 respectively; F(v2sk) – friction force depending on the velocity v2sk of wheel sliding relative to the support 

base; ωk – angular velocity of wheel rotation; gk – distance from the wheel center to the support base; 
Mt – braking torque developed by traction electric motor; 

cm – angular “electromagnetic stiffness” of traction synchronous electric motor with permanent magnets; 
Jm – moment of inertia of rotating parts of electric motor, reduced to the rotor; 

Mk – braking torque developed by the wheel braking mechanism 
Source: compiled by the author. 

 
Исходя из анализа поведения критерия Бендиксона Q, автоколебания характерны для 

поступательного движения несущей системы машины (Q= 0), что выражается в рывках и толчках, 
а также для вращательного движения вала ротора приводного двигателя (Q= 0), что может 
проявляться в колебаниях потребляемого приводом тока. 

Для поступательного движения колеса функция Q для режима частичного скольжения при 
рекуперативном, рабочем и комплексном торможении имеет вид 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑓𝑓𝑓𝑓1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕к

= 0. 

Для рекуперативного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для рабочего торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для комплексного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для всех случаев торможения 𝑄𝑄𝑄𝑄 > 0. 
Так как функция Q знакопостоянна, автоколебания в зоне взаимодействия для 

поступательного движения колеса в данном случае невозможны. 
 
Для вращательного движения колеса при торможении с частичным скольжением функция Q 

принимает вид 
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑓𝑓𝑓𝑓1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕к

= 0. 

Для рекуперативного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� −

(𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к + +4𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�; 

Для рабочего торможения𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔3𝜔𝜔𝜔𝜔к + 4𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�. 

Для комплексного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к +

+5𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к4) − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к + 5𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�. 

 
В этих случаях функция 𝑄𝑄𝑄𝑄 является знакопеременной, что указывает на возможность 

возникновения автоколебаний. 
Для рекуперативного торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 1

𝐽𝐽𝐽𝐽к
�3
2
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к� + 1

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к
�− 1

8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔5 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

Для рабочего торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�3
2
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к� + 1

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к
�− 1

8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔3 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

Для комплексного торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 3
2𝐽𝐽𝐽𝐽к

{𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к + 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к} + 1
𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к

�− 1
8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔3 −

 −3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к2 + 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔5 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

 
Имеем «мягкий» режим возбуждения автоколебаний. Такой режим нагружения трансмиссии 

является опасным, т.к. при интенсивном торможении амплитуды автоколебаний резко 
увеличиваются, что может привести к «дёрганию» автомобиля в продольном направлении, к 
поломкам зубьев трансмиссионных агрегатов, карданных валов, шарниров и полуосей. Поэтому 

7 – traction electric motor (hereinafter, TED); c – spring stiffness; x1, x2 – longitudinal displacements of masses 1 
and 2 respectively; F(v2sk) – friction force depending on the velocity v2sk of wheel sliding relative to the support 

base; ωk – angular velocity of wheel rotation; gk – distance from the wheel center to the support base; 
Mt – braking torque developed by traction electric motor; 

cm – angular “electromagnetic stiffness” of traction synchronous electric motor with permanent magnets; 
Jm – moment of inertia of rotating parts of electric motor, reduced to the rotor; 

Mk – braking torque developed by the wheel braking mechanism 
Source: compiled by the author. 

 
Исходя из анализа поведения критерия Бендиксона Q, автоколебания характерны для 

поступательного движения несущей системы машины (Q= 0), что выражается в рывках и толчках, 
а также для вращательного движения вала ротора приводного двигателя (Q= 0), что может 
проявляться в колебаниях потребляемого приводом тока. 

Для поступательного движения колеса функция Q для режима частичного скольжения при 
рекуперативном, рабочем и комплексном торможении имеет вид 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑓𝑓𝑓𝑓1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕к

= 0. 

Для рекуперативного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для рабочего торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для комплексного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для всех случаев торможения 𝑄𝑄𝑄𝑄 > 0. 
Так как функция Q знакопостоянна, автоколебания в зоне взаимодействия для 

поступательного движения колеса в данном случае невозможны. 
 
Для вращательного движения колеса при торможении с частичным скольжением функция Q 

принимает вид 
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑓𝑓𝑓𝑓1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕к

= 0. 

Для рекуперативного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� −

(𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к + +4𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�; 

Для рабочего торможения𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔3𝜔𝜔𝜔𝜔к + 4𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�. 

Для комплексного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к +

+5𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к4) − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к + 5𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�. 

 
В этих случаях функция 𝑄𝑄𝑄𝑄 является знакопеременной, что указывает на возможность 

возникновения автоколебаний. 
Для рекуперативного торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 1

𝐽𝐽𝐽𝐽к
�3
2
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к� + 1

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к
�− 1

8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔5 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

Для рабочего торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�3
2
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к� + 1

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к
�− 1

8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔3 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

Для комплексного торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 3
2𝐽𝐽𝐽𝐽к

{𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к + 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к} + 1
𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к

�− 1
8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔3 −

 −3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к2 + 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔5 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

 
Имеем «мягкий» режим возбуждения автоколебаний. Такой режим нагружения трансмиссии 

является опасным, т.к. при интенсивном торможении амплитуды автоколебаний резко 
увеличиваются, что может привести к «дёрганию» автомобиля в продольном направлении, к 
поломкам зубьев трансмиссионных агрегатов, карданных валов, шарниров и полуосей. Поэтому 

Для рабочего торможения

7 – traction electric motor (hereinafter, TED); c – spring stiffness; x1, x2 – longitudinal displacements of masses 1 
and 2 respectively; F(v2sk) – friction force depending on the velocity v2sk of wheel sliding relative to the support 

base; ωk – angular velocity of wheel rotation; gk – distance from the wheel center to the support base; 
Mt – braking torque developed by traction electric motor; 

cm – angular “electromagnetic stiffness” of traction synchronous electric motor with permanent magnets; 
Jm – moment of inertia of rotating parts of electric motor, reduced to the rotor; 

Mk – braking torque developed by the wheel braking mechanism 
Source: compiled by the author. 

 
Исходя из анализа поведения критерия Бендиксона Q, автоколебания характерны для 

поступательного движения несущей системы машины (Q= 0), что выражается в рывках и толчках, 
а также для вращательного движения вала ротора приводного двигателя (Q= 0), что может 
проявляться в колебаниях потребляемого приводом тока. 

Для поступательного движения колеса функция Q для режима частичного скольжения при 
рекуперативном, рабочем и комплексном торможении имеет вид 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑓𝑓𝑓𝑓1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕к

= 0. 

Для рекуперативного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для рабочего торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для комплексного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для всех случаев торможения 𝑄𝑄𝑄𝑄 > 0. 
Так как функция Q знакопостоянна, автоколебания в зоне взаимодействия для 

поступательного движения колеса в данном случае невозможны. 
 
Для вращательного движения колеса при торможении с частичным скольжением функция Q 

принимает вид 
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑓𝑓𝑓𝑓1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕к

= 0. 

Для рекуперативного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� −

(𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к + +4𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�; 

Для рабочего торможения𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔3𝜔𝜔𝜔𝜔к + 4𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�. 

Для комплексного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к +

+5𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к4) − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к + 5𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�. 

 
В этих случаях функция 𝑄𝑄𝑄𝑄 является знакопеременной, что указывает на возможность 

возникновения автоколебаний. 
Для рекуперативного торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 1

𝐽𝐽𝐽𝐽к
�3
2
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к� + 1

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к
�− 1

8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔5 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

Для рабочего торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�3
2
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к� + 1

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к
�− 1

8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔3 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

Для комплексного торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 3
2𝐽𝐽𝐽𝐽к

{𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к + 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к} + 1
𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к

�− 1
8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔3 −

 −3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к2 + 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔5 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

 
Имеем «мягкий» режим возбуждения автоколебаний. Такой режим нагружения трансмиссии 

является опасным, т.к. при интенсивном торможении амплитуды автоколебаний резко 
увеличиваются, что может привести к «дёрганию» автомобиля в продольном направлении, к 
поломкам зубьев трансмиссионных агрегатов, карданных валов, шарниров и полуосей. Поэтому 

 

7 – traction electric motor (hereinafter, TED); c – spring stiffness; x1, x2 – longitudinal displacements of masses 1 
and 2 respectively; F(v2sk) – friction force depending on the velocity v2sk of wheel sliding relative to the support 

base; ωk – angular velocity of wheel rotation; gk – distance from the wheel center to the support base; 
Mt – braking torque developed by traction electric motor; 

cm – angular “electromagnetic stiffness” of traction synchronous electric motor with permanent magnets; 
Jm – moment of inertia of rotating parts of electric motor, reduced to the rotor; 

Mk – braking torque developed by the wheel braking mechanism 
Source: compiled by the author. 

 
Исходя из анализа поведения критерия Бендиксона Q, автоколебания характерны для 

поступательного движения несущей системы машины (Q= 0), что выражается в рывках и толчках, 
а также для вращательного движения вала ротора приводного двигателя (Q= 0), что может 
проявляться в колебаниях потребляемого приводом тока. 

Для поступательного движения колеса функция Q для режима частичного скольжения при 
рекуперативном, рабочем и комплексном торможении имеет вид 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑓𝑓𝑓𝑓1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕к

= 0. 

Для рекуперативного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для рабочего торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для комплексного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для всех случаев торможения 𝑄𝑄𝑄𝑄 > 0. 
Так как функция Q знакопостоянна, автоколебания в зоне взаимодействия для 

поступательного движения колеса в данном случае невозможны. 
 
Для вращательного движения колеса при торможении с частичным скольжением функция Q 

принимает вид 
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑓𝑓𝑓𝑓1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕к

= 0. 

Для рекуперативного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� −

(𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к + +4𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�; 

Для рабочего торможения𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔3𝜔𝜔𝜔𝜔к + 4𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�. 

Для комплексного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к +

+5𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к4) − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к + 5𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�. 

 
В этих случаях функция 𝑄𝑄𝑄𝑄 является знакопеременной, что указывает на возможность 

возникновения автоколебаний. 
Для рекуперативного торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 1

𝐽𝐽𝐽𝐽к
�3
2
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к� + 1

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к
�− 1

8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔5 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

Для рабочего торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�3
2
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к� + 1

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к
�− 1

8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔3 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

Для комплексного торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 3
2𝐽𝐽𝐽𝐽к

{𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к + 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к} + 1
𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к

�− 1
8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔3 −

 −3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к2 + 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔5 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

 
Имеем «мягкий» режим возбуждения автоколебаний. Такой режим нагружения трансмиссии 

является опасным, т.к. при интенсивном торможении амплитуды автоколебаний резко 
увеличиваются, что может привести к «дёрганию» автомобиля в продольном направлении, к 
поломкам зубьев трансмиссионных агрегатов, карданных валов, шарниров и полуосей. Поэтому 

Для комплексного торможения

7 – traction electric motor (hereinafter, TED); c – spring stiffness; x1, x2 – longitudinal displacements of masses 1 
and 2 respectively; F(v2sk) – friction force depending on the velocity v2sk of wheel sliding relative to the support 

base; ωk – angular velocity of wheel rotation; gk – distance from the wheel center to the support base; 
Mt – braking torque developed by traction electric motor; 

cm – angular “electromagnetic stiffness” of traction synchronous electric motor with permanent magnets; 
Jm – moment of inertia of rotating parts of electric motor, reduced to the rotor; 

Mk – braking torque developed by the wheel braking mechanism 
Source: compiled by the author. 

 
Исходя из анализа поведения критерия Бендиксона Q, автоколебания характерны для 

поступательного движения несущей системы машины (Q= 0), что выражается в рывках и толчках, 
а также для вращательного движения вала ротора приводного двигателя (Q= 0), что может 
проявляться в колебаниях потребляемого приводом тока. 

Для поступательного движения колеса функция Q для режима частичного скольжения при 
рекуперативном, рабочем и комплексном торможении имеет вид 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑓𝑓𝑓𝑓1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕к

= 0. 

Для рекуперативного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для рабочего торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для комплексного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для всех случаев торможения 𝑄𝑄𝑄𝑄 > 0. 
Так как функция Q знакопостоянна, автоколебания в зоне взаимодействия для 

поступательного движения колеса в данном случае невозможны. 
 
Для вращательного движения колеса при торможении с частичным скольжением функция Q 

принимает вид 
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑓𝑓𝑓𝑓1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕к

= 0. 

Для рекуперативного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� −

(𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к + +4𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�; 

Для рабочего торможения𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔3𝜔𝜔𝜔𝜔к + 4𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�. 

Для комплексного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к +

+5𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к4) − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к + 5𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�. 

 
В этих случаях функция 𝑄𝑄𝑄𝑄 является знакопеременной, что указывает на возможность 

возникновения автоколебаний. 
Для рекуперативного торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 1

𝐽𝐽𝐽𝐽к
�3
2
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к� + 1

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к
�− 1

8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔5 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

Для рабочего торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�3
2
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к� + 1

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к
�− 1

8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔3 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

Для комплексного торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 3
2𝐽𝐽𝐽𝐽к

{𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к + 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к} + 1
𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к

�− 1
8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔3 −

 −3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к2 + 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔5 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

 
Имеем «мягкий» режим возбуждения автоколебаний. Такой режим нагружения трансмиссии 

является опасным, т.к. при интенсивном торможении амплитуды автоколебаний резко 
увеличиваются, что может привести к «дёрганию» автомобиля в продольном направлении, к 
поломкам зубьев трансмиссионных агрегатов, карданных валов, шарниров и полуосей. Поэтому 

 

7 – traction electric motor (hereinafter, TED); c – spring stiffness; x1, x2 – longitudinal displacements of masses 1 
and 2 respectively; F(v2sk) – friction force depending on the velocity v2sk of wheel sliding relative to the support 

base; ωk – angular velocity of wheel rotation; gk – distance from the wheel center to the support base; 
Mt – braking torque developed by traction electric motor; 

cm – angular “electromagnetic stiffness” of traction synchronous electric motor with permanent magnets; 
Jm – moment of inertia of rotating parts of electric motor, reduced to the rotor; 

Mk – braking torque developed by the wheel braking mechanism 
Source: compiled by the author. 

 
Исходя из анализа поведения критерия Бендиксона Q, автоколебания характерны для 

поступательного движения несущей системы машины (Q= 0), что выражается в рывках и толчках, 
а также для вращательного движения вала ротора приводного двигателя (Q= 0), что может 
проявляться в колебаниях потребляемого приводом тока. 

Для поступательного движения колеса функция Q для режима частичного скольжения при 
рекуперативном, рабочем и комплексном торможении имеет вид 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑓𝑓𝑓𝑓1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕к

= 0. 

Для рекуперативного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для рабочего торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для комплексного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для всех случаев торможения 𝑄𝑄𝑄𝑄 > 0. 
Так как функция Q знакопостоянна, автоколебания в зоне взаимодействия для 

поступательного движения колеса в данном случае невозможны. 
 
Для вращательного движения колеса при торможении с частичным скольжением функция Q 

принимает вид 
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑓𝑓𝑓𝑓1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕к

= 0. 

Для рекуперативного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� −

(𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к + +4𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�; 

Для рабочего торможения𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔3𝜔𝜔𝜔𝜔к + 4𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�. 

Для комплексного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к +

+5𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к4) − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к + 5𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�. 

 
В этих случаях функция 𝑄𝑄𝑄𝑄 является знакопеременной, что указывает на возможность 

возникновения автоколебаний. 
Для рекуперативного торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 1

𝐽𝐽𝐽𝐽к
�3
2
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к� + 1

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к
�− 1

8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔5 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

Для рабочего торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�3
2
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к� + 1

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к
�− 1

8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔3 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

Для комплексного торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 3
2𝐽𝐽𝐽𝐽к

{𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к + 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к} + 1
𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к

�− 1
8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔3 −

 −3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к2 + 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔5 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

 
Имеем «мягкий» режим возбуждения автоколебаний. Такой режим нагружения трансмиссии 

является опасным, т.к. при интенсивном торможении амплитуды автоколебаний резко 
увеличиваются, что может привести к «дёрганию» автомобиля в продольном направлении, к 
поломкам зубьев трансмиссионных агрегатов, карданных валов, шарниров и полуосей. Поэтому 

7 – traction electric motor (hereinafter, TED); c – spring stiffness; x1, x2 – longitudinal displacements of masses 1 
and 2 respectively; F(v2sk) – friction force depending on the velocity v2sk of wheel sliding relative to the support 

base; ωk – angular velocity of wheel rotation; gk – distance from the wheel center to the support base; 
Mt – braking torque developed by traction electric motor; 

cm – angular “electromagnetic stiffness” of traction synchronous electric motor with permanent magnets; 
Jm – moment of inertia of rotating parts of electric motor, reduced to the rotor; 

Mk – braking torque developed by the wheel braking mechanism 
Source: compiled by the author. 

 
Исходя из анализа поведения критерия Бендиксона Q, автоколебания характерны для 

поступательного движения несущей системы машины (Q= 0), что выражается в рывках и толчках, 
а также для вращательного движения вала ротора приводного двигателя (Q= 0), что может 
проявляться в колебаниях потребляемого приводом тока. 

Для поступательного движения колеса функция Q для режима частичного скольжения при 
рекуперативном, рабочем и комплексном торможении имеет вид 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑓𝑓𝑓𝑓1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕к

= 0. 

Для рекуперативного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для рабочего торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для комплексного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для всех случаев торможения 𝑄𝑄𝑄𝑄 > 0. 
Так как функция Q знакопостоянна, автоколебания в зоне взаимодействия для 

поступательного движения колеса в данном случае невозможны. 
 
Для вращательного движения колеса при торможении с частичным скольжением функция Q 

принимает вид 
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑓𝑓𝑓𝑓1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕к

= 0. 

Для рекуперативного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� −

(𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к + +4𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�; 

Для рабочего торможения𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔3𝜔𝜔𝜔𝜔к + 4𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�. 

Для комплексного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к +

+5𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к4) − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к + 5𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�. 

 
В этих случаях функция 𝑄𝑄𝑄𝑄 является знакопеременной, что указывает на возможность 

возникновения автоколебаний. 
Для рекуперативного торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 1

𝐽𝐽𝐽𝐽к
�3
2
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к� + 1

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к
�− 1

8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔5 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

Для рабочего торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�3
2
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к� + 1

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к
�− 1

8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔3 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

Для комплексного торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 3
2𝐽𝐽𝐽𝐽к

{𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к + 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к} + 1
𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к

�− 1
8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔3 −

 −3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к2 + 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔5 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

 
Имеем «мягкий» режим возбуждения автоколебаний. Такой режим нагружения трансмиссии 

является опасным, т.к. при интенсивном торможении амплитуды автоколебаний резко 
увеличиваются, что может привести к «дёрганию» автомобиля в продольном направлении, к 
поломкам зубьев трансмиссионных агрегатов, карданных валов, шарниров и полуосей. Поэтому 

В этих случаях функция 𝑄 является знако-
переменной, что указывает на возможность 
возникновения автоколебаний.

Для рекуперативного торможения

7 – traction electric motor (hereinafter, TED); c – spring stiffness; x1, x2 – longitudinal displacements of masses 1 
and 2 respectively; F(v2sk) – friction force depending on the velocity v2sk of wheel sliding relative to the support 

base; ωk – angular velocity of wheel rotation; gk – distance from the wheel center to the support base; 
Mt – braking torque developed by traction electric motor; 

cm – angular “electromagnetic stiffness” of traction synchronous electric motor with permanent magnets; 
Jm – moment of inertia of rotating parts of electric motor, reduced to the rotor; 

Mk – braking torque developed by the wheel braking mechanism 
Source: compiled by the author. 

 
Исходя из анализа поведения критерия Бендиксона Q, автоколебания характерны для 

поступательного движения несущей системы машины (Q= 0), что выражается в рывках и толчках, 
а также для вращательного движения вала ротора приводного двигателя (Q= 0), что может 
проявляться в колебаниях потребляемого приводом тока. 

Для поступательного движения колеса функция Q для режима частичного скольжения при 
рекуперативном, рабочем и комплексном торможении имеет вид 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑓𝑓𝑓𝑓1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕к

= 0. 

Для рекуперативного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для рабочего торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для комплексного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для всех случаев торможения 𝑄𝑄𝑄𝑄 > 0. 
Так как функция Q знакопостоянна, автоколебания в зоне взаимодействия для 

поступательного движения колеса в данном случае невозможны. 
 
Для вращательного движения колеса при торможении с частичным скольжением функция Q 

принимает вид 
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑓𝑓𝑓𝑓1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕к

= 0. 

Для рекуперативного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� −

(𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к + +4𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�; 

Для рабочего торможения𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔3𝜔𝜔𝜔𝜔к + 4𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�. 

Для комплексного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к +

+5𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к4) − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к + 5𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�. 

 
В этих случаях функция 𝑄𝑄𝑄𝑄 является знакопеременной, что указывает на возможность 

возникновения автоколебаний. 
Для рекуперативного торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 1

𝐽𝐽𝐽𝐽к
�3
2
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к� + 1

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к
�− 1

8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔5 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

Для рабочего торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�3
2
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к� + 1

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к
�− 1

8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔3 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

Для комплексного торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 3
2𝐽𝐽𝐽𝐽к

{𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к + 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к} + 1
𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к

�− 1
8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔3 −

 −3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к2 + 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔5 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

 
Имеем «мягкий» режим возбуждения автоколебаний. Такой режим нагружения трансмиссии 

является опасным, т.к. при интенсивном торможении амплитуды автоколебаний резко 
увеличиваются, что может привести к «дёрганию» автомобиля в продольном направлении, к 
поломкам зубьев трансмиссионных агрегатов, карданных валов, шарниров и полуосей. Поэтому 

 

7 – traction electric motor (hereinafter, TED); c – spring stiffness; x1, x2 – longitudinal displacements of masses 1 
and 2 respectively; F(v2sk) – friction force depending on the velocity v2sk of wheel sliding relative to the support 

base; ωk – angular velocity of wheel rotation; gk – distance from the wheel center to the support base; 
Mt – braking torque developed by traction electric motor; 

cm – angular “electromagnetic stiffness” of traction synchronous electric motor with permanent magnets; 
Jm – moment of inertia of rotating parts of electric motor, reduced to the rotor; 

Mk – braking torque developed by the wheel braking mechanism 
Source: compiled by the author. 

 
Исходя из анализа поведения критерия Бендиксона Q, автоколебания характерны для 

поступательного движения несущей системы машины (Q= 0), что выражается в рывках и толчках, 
а также для вращательного движения вала ротора приводного двигателя (Q= 0), что может 
проявляться в колебаниях потребляемого приводом тока. 

Для поступательного движения колеса функция Q для режима частичного скольжения при 
рекуперативном, рабочем и комплексном торможении имеет вид 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑓𝑓𝑓𝑓1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕к

= 0. 

Для рекуперативного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для рабочего торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для комплексного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для всех случаев торможения 𝑄𝑄𝑄𝑄 > 0. 
Так как функция Q знакопостоянна, автоколебания в зоне взаимодействия для 

поступательного движения колеса в данном случае невозможны. 
 
Для вращательного движения колеса при торможении с частичным скольжением функция Q 

принимает вид 
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑓𝑓𝑓𝑓1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕к

= 0. 

Для рекуперативного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� −

(𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к + +4𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�; 

Для рабочего торможения𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔3𝜔𝜔𝜔𝜔к + 4𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�. 

Для комплексного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к +

+5𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к4) − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к + 5𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�. 

 
В этих случаях функция 𝑄𝑄𝑄𝑄 является знакопеременной, что указывает на возможность 

возникновения автоколебаний. 
Для рекуперативного торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 1

𝐽𝐽𝐽𝐽к
�3
2
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к� + 1

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к
�− 1

8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔5 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

Для рабочего торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�3
2
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к� + 1

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к
�− 1

8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔3 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

Для комплексного торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 3
2𝐽𝐽𝐽𝐽к

{𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к + 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к} + 1
𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к

�− 1
8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔3 −

 −3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к2 + 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔5 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

 
Имеем «мягкий» режим возбуждения автоколебаний. Такой режим нагружения трансмиссии 

является опасным, т.к. при интенсивном торможении амплитуды автоколебаний резко 
увеличиваются, что может привести к «дёрганию» автомобиля в продольном направлении, к 
поломкам зубьев трансмиссионных агрегатов, карданных валов, шарниров и полуосей. Поэтому 

Для рабочего торможения

7 – traction electric motor (hereinafter, TED); c – spring stiffness; x1, x2 – longitudinal displacements of masses 1 
and 2 respectively; F(v2sk) – friction force depending on the velocity v2sk of wheel sliding relative to the support 

base; ωk – angular velocity of wheel rotation; gk – distance from the wheel center to the support base; 
Mt – braking torque developed by traction electric motor; 

cm – angular “electromagnetic stiffness” of traction synchronous electric motor with permanent magnets; 
Jm – moment of inertia of rotating parts of electric motor, reduced to the rotor; 

Mk – braking torque developed by the wheel braking mechanism 
Source: compiled by the author. 

 
Исходя из анализа поведения критерия Бендиксона Q, автоколебания характерны для 

поступательного движения несущей системы машины (Q= 0), что выражается в рывках и толчках, 
а также для вращательного движения вала ротора приводного двигателя (Q= 0), что может 
проявляться в колебаниях потребляемого приводом тока. 

Для поступательного движения колеса функция Q для режима частичного скольжения при 
рекуперативном, рабочем и комплексном торможении имеет вид 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑓𝑓𝑓𝑓1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕к

= 0. 

Для рекуперативного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для рабочего торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для комплексного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для всех случаев торможения 𝑄𝑄𝑄𝑄 > 0. 
Так как функция Q знакопостоянна, автоколебания в зоне взаимодействия для 

поступательного движения колеса в данном случае невозможны. 
 
Для вращательного движения колеса при торможении с частичным скольжением функция Q 

принимает вид 
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑓𝑓𝑓𝑓1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕к

= 0. 

Для рекуперативного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� −

(𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к + +4𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�; 

Для рабочего торможения𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔3𝜔𝜔𝜔𝜔к + 4𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�. 

Для комплексного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к +

+5𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к4) − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к + 5𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�. 

 
В этих случаях функция 𝑄𝑄𝑄𝑄 является знакопеременной, что указывает на возможность 

возникновения автоколебаний. 
Для рекуперативного торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 1

𝐽𝐽𝐽𝐽к
�3
2
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к� + 1

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к
�− 1

8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔5 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

Для рабочего торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�3
2
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к� + 1

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к
�− 1

8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔3 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

Для комплексного торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 3
2𝐽𝐽𝐽𝐽к

{𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к + 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к} + 1
𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к

�− 1
8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔3 −

 −3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к2 + 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔5 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

 
Имеем «мягкий» режим возбуждения автоколебаний. Такой режим нагружения трансмиссии 

является опасным, т.к. при интенсивном торможении амплитуды автоколебаний резко 
увеличиваются, что может привести к «дёрганию» автомобиля в продольном направлении, к 
поломкам зубьев трансмиссионных агрегатов, карданных валов, шарниров и полуосей. Поэтому 

 

7 – traction electric motor (hereinafter, TED); c – spring stiffness; x1, x2 – longitudinal displacements of masses 1 
and 2 respectively; F(v2sk) – friction force depending on the velocity v2sk of wheel sliding relative to the support 

base; ωk – angular velocity of wheel rotation; gk – distance from the wheel center to the support base; 
Mt – braking torque developed by traction electric motor; 

cm – angular “electromagnetic stiffness” of traction synchronous electric motor with permanent magnets; 
Jm – moment of inertia of rotating parts of electric motor, reduced to the rotor; 

Mk – braking torque developed by the wheel braking mechanism 
Source: compiled by the author. 

 
Исходя из анализа поведения критерия Бендиксона Q, автоколебания характерны для 

поступательного движения несущей системы машины (Q= 0), что выражается в рывках и толчках, 
а также для вращательного движения вала ротора приводного двигателя (Q= 0), что может 
проявляться в колебаниях потребляемого приводом тока. 

Для поступательного движения колеса функция Q для режима частичного скольжения при 
рекуперативном, рабочем и комплексном торможении имеет вид 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑓𝑓𝑓𝑓1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕к

= 0. 

Для рекуперативного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для рабочего торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для комплексного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для всех случаев торможения 𝑄𝑄𝑄𝑄 > 0. 
Так как функция Q знакопостоянна, автоколебания в зоне взаимодействия для 

поступательного движения колеса в данном случае невозможны. 
 
Для вращательного движения колеса при торможении с частичным скольжением функция Q 

принимает вид 
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑓𝑓𝑓𝑓1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕к

= 0. 

Для рекуперативного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� −

(𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к + +4𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�; 

Для рабочего торможения𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔3𝜔𝜔𝜔𝜔к + 4𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�. 

Для комплексного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к +

+5𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к4) − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к + 5𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�. 

 
В этих случаях функция 𝑄𝑄𝑄𝑄 является знакопеременной, что указывает на возможность 

возникновения автоколебаний. 
Для рекуперативного торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 1

𝐽𝐽𝐽𝐽к
�3
2
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к� + 1

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к
�− 1

8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔5 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

Для рабочего торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�3
2
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к� + 1

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к
�− 1

8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔3 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

Для комплексного торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 3
2𝐽𝐽𝐽𝐽к

{𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к + 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к} + 1
𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к

�− 1
8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔3 −

 −3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к2 + 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔5 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

 
Имеем «мягкий» режим возбуждения автоколебаний. Такой режим нагружения трансмиссии 

является опасным, т.к. при интенсивном торможении амплитуды автоколебаний резко 
увеличиваются, что может привести к «дёрганию» автомобиля в продольном направлении, к 
поломкам зубьев трансмиссионных агрегатов, карданных валов, шарниров и полуосей. Поэтому 
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описывающим это движение,воспользуемся критерием Бендиксона 0
1

2

1

1 ≡
∂
∂

+
∂
∂

=
v
f

x
fQ  или 

0
1

2

1

1 ≡
∂
∂

+
∂
∂

=
ωϕ
ffQ  с использованием диагностического признака 2

2

3

3

16
1

16
1

y
f

y
fL

∂
∂

+
∂
∂

=
ω

. Для 

поступательного движения кузова и колеса ixf =1 , ivf =2 , для вращательного движения вала 

ротора электродвигателя и колеса if ϕ=1 , if ω=2 . 
При торможении электрифицированных транспортных средств возможен режим 

электродинамического торможения при применении электропривода, с задействованием 
рабочей тормозной системы (𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 = 0), рекуперативном торможении (𝑀𝑀𝑀𝑀к = 0) и комплексного 
торможения с использованием двух систем. 
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⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧

�̇�𝑥𝑥𝑥1 = 𝑉𝑉𝑉𝑉1
�̇�𝑉𝑉𝑉1 =

𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑀𝑀𝑀𝑀

(−𝑥𝑥𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥𝑥𝑥2)

�̇�𝑥𝑥𝑥2 = 𝑉𝑉𝑉𝑉2

�̇�𝑉𝑉𝑉2 =
1
𝑚𝑚𝑚𝑚

(−𝐹𝐹𝐹𝐹 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑥𝑥𝑥𝑥1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑥𝑥𝑥𝑥2)

�̇�𝜑𝜑𝜑к = 𝜔𝜔𝜔𝜔к

�̇�𝜔𝜔𝜔к =
1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚(𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝜑𝜑𝜑𝜑к) + 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹к −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡𝑈𝑈𝑈𝑈тр − 𝑀𝑀𝑀𝑀к�

�̇�𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚

�̇�𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚 =
1
𝐽𝐽𝐽𝐽𝑚𝑚𝑚𝑚

[𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚(𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝜑𝜑𝜑𝜑к) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡]

 (1) 

 
 

а б 
 

Рисунок 1 – Схема привода (а) и схема взаимодействия эластичного колеса с твёрдым опорным 
основанием (б): 1 – масса М подрессоренных частей автомобиля, приходящаяся на колесо;  

2 – масса m колеса; 3 – ролики; 4 – пружина; 5 – опорное основание; 6 – вращающееся колесо;  
7 – тяговый электродвигатель (далее, ТЭД); с – жёсткость пружины; x1, x2 – продольные перемещения 

масс 1 и 2 соответственно; F(v2sk) – сила трения, зависящая от скорости v2sk скольжения колеса 
относительно опорного основания; ωк – угловая скорость вращения колеса; rк – расстояние от центра 

колеса до опорного основания; Mt – тормозной момент, развиваемый тяговым электродвигателем;      
cm – угловая «электромагнитная жёсткость» тягового синхронного электродвигателя                                 

с постоянными магнитами; Jm – момент инерции вращающихся частей электродвигателя, 
приведённый к ротору; Мк– тормозной момент, развиваемый колёсным тормозным механизмом 

Источник: составлено автором.  
 

Figure 1 – Drive scheme (a) and scheme of interaction of an elastic wheel with a solid support base 
(b): 1 – mass M of the vehicle's sprung parts attributable to the wheel; 

2 – mass m of the wheel; 3 – rollers; 4 – spring; 5 – support base; 6 – rotating wheel; 

Рисунок 1 – Схема привода (а) и схема взаимодействия эластичного колеса с твёрдым опорным основанием (б):  
1 – масса М подрессоренных частей автомобиля, приходящаяся на колесо; 

2 – масса m колеса; 3 – ролики; 4 – пружина; 5 – опорное основание; 6 – вращающееся колесо; 
7 – тяговый электродвигатель (далее, ТЭД); с – жёсткость пружины;  

x1, x2 – продольные перемещения масс 1 и 2 соответственно;  
F(v2sk) – сила трения, зависящая от скорости v2sk скольжения колеса относительно опорного основания;  

ωк – угловая скорость вращения колеса; rк – расстояние от центра колеса до опорного основания;  
Mt – тормозной момент, развиваемый тяговым электродвигателем;  

cm – угловая «электромагнитная жёсткость» тягового синхронного электродвигателя с постоянными магнитами; 
Jm – момент инерции вращающихся частей электродвигателя, приведённый к ротору;  

Мк – тормозной момент, развиваемый колёсным тормозным механизмом
Источник: составлено автором. 

Figure 1 – Drive scheme (a) and scheme of interaction of an elastic wheel with a solid support base
 (b): 1 – mass M of the vehicle's under sprung parts per wheel; 

2 – mass of the wheel (m); 3 – rollers; 4 – spring; 5 – support base; 6 – rotating wheel; 
7 – traction electric motor (hereinafter, TEM); c – spring stiffness;  

x1, x2 – longitudinal displacements of masses 1 and 2 respectively;  
F(v2sk) – friction force depending on the velocity v2sk of the wheel sliding relatively to the support base;  

ωк - angular velocity of wheel rotation; rк – distance from the wheel center to the support base; 
Mt – braking torque developed by traction electric motor; 

cm – angular “electromagnetic stiffness” of traction synchronous electric motor with permanent magnets; 
Jm – inertia moment of electric motor rotating parts, led to the rotor; 

Мк – braking torque developed by the wheel braking mechanism.
Source: compiled by the author.

Для комплексного торможения

7 – traction electric motor (hereinafter, TED); c – spring stiffness; x1, x2 – longitudinal displacements of masses 1 
and 2 respectively; F(v2sk) – friction force depending on the velocity v2sk of wheel sliding relative to the support 

base; ωk – angular velocity of wheel rotation; gk – distance from the wheel center to the support base; 
Mt – braking torque developed by traction electric motor; 

cm – angular “electromagnetic stiffness” of traction synchronous electric motor with permanent magnets; 
Jm – moment of inertia of rotating parts of electric motor, reduced to the rotor; 

Mk – braking torque developed by the wheel braking mechanism 
Source: compiled by the author. 

 
Исходя из анализа поведения критерия Бендиксона Q, автоколебания характерны для 

поступательного движения несущей системы машины (Q= 0), что выражается в рывках и толчках, 
а также для вращательного движения вала ротора приводного двигателя (Q= 0), что может 
проявляться в колебаниях потребляемого приводом тока. 

Для поступательного движения колеса функция Q для режима частичного скольжения при 
рекуперативном, рабочем и комплексном торможении имеет вид 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑓𝑓𝑓𝑓1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕к

= 0. 

Для рекуперативного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для рабочего торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для комплексного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для всех случаев торможения 𝑄𝑄𝑄𝑄 > 0. 
Так как функция Q знакопостоянна, автоколебания в зоне взаимодействия для 

поступательного движения колеса в данном случае невозможны. 
 
Для вращательного движения колеса при торможении с частичным скольжением функция Q 

принимает вид 
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑓𝑓𝑓𝑓1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕к

= 0. 

Для рекуперативного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� −

(𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к + +4𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�; 

Для рабочего торможения𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔3𝜔𝜔𝜔𝜔к + 4𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�. 

Для комплексного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к +

+5𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к4) − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к + 5𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�. 

 
В этих случаях функция 𝑄𝑄𝑄𝑄 является знакопеременной, что указывает на возможность 

возникновения автоколебаний. 
Для рекуперативного торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 1

𝐽𝐽𝐽𝐽к
�3
2
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к� + 1

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к
�− 1

8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔5 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

Для рабочего торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�3
2
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к� + 1

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к
�− 1

8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔3 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

Для комплексного торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 3
2𝐽𝐽𝐽𝐽к

{𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к + 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к} + 1
𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к

�− 1
8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔3 −

 −3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к2 + 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔5 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

 
Имеем «мягкий» режим возбуждения автоколебаний. Такой режим нагружения трансмиссии 

является опасным, т.к. при интенсивном торможении амплитуды автоколебаний резко 
увеличиваются, что может привести к «дёрганию» автомобиля в продольном направлении, к 
поломкам зубьев трансмиссионных агрегатов, карданных валов, шарниров и полуосей. Поэтому 

 

7 – traction electric motor (hereinafter, TED); c – spring stiffness; x1, x2 – longitudinal displacements of masses 1 
and 2 respectively; F(v2sk) – friction force depending on the velocity v2sk of wheel sliding relative to the support 

base; ωk – angular velocity of wheel rotation; gk – distance from the wheel center to the support base; 
Mt – braking torque developed by traction electric motor; 

cm – angular “electromagnetic stiffness” of traction synchronous electric motor with permanent magnets; 
Jm – moment of inertia of rotating parts of electric motor, reduced to the rotor; 

Mk – braking torque developed by the wheel braking mechanism 
Source: compiled by the author. 

 
Исходя из анализа поведения критерия Бендиксона Q, автоколебания характерны для 

поступательного движения несущей системы машины (Q= 0), что выражается в рывках и толчках, 
а также для вращательного движения вала ротора приводного двигателя (Q= 0), что может 
проявляться в колебаниях потребляемого приводом тока. 

Для поступательного движения колеса функция Q для режима частичного скольжения при 
рекуперативном, рабочем и комплексном торможении имеет вид 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑓𝑓𝑓𝑓1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕к

= 0. 

Для рекуперативного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для рабочего торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для комплексного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для всех случаев торможения 𝑄𝑄𝑄𝑄 > 0. 
Так как функция Q знакопостоянна, автоколебания в зоне взаимодействия для 

поступательного движения колеса в данном случае невозможны. 
 
Для вращательного движения колеса при торможении с частичным скольжением функция Q 

принимает вид 
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑓𝑓𝑓𝑓1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕к

= 0. 

Для рекуперативного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� −

(𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к + +4𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�; 

Для рабочего торможения𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔3𝜔𝜔𝜔𝜔к + 4𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�. 

Для комплексного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к +

+5𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к4) − (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к + 5𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�. 

 
В этих случаях функция 𝑄𝑄𝑄𝑄 является знакопеременной, что указывает на возможность 

возникновения автоколебаний. 
Для рекуперативного торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 1

𝐽𝐽𝐽𝐽к
�3
2
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к� + 1

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к
�− 1

8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔5 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

Для рабочего торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�3
2
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к� + 1

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к
�− 1

8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔3 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

Для комплексного торможения 𝐿𝐿𝐿𝐿 = − 3
2𝐽𝐽𝐽𝐽к

{𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к + 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к} + 1
𝜔𝜔𝜔𝜔к𝐽𝐽𝐽𝐽к

�− 1
8
𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝

2𝑟𝑟𝑟𝑟к2

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔3 −

 −3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔4𝜔𝜔𝜔𝜔к2 + 1

8
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔5 −

3
4
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к2� < 0. 

 
Имеем «мягкий» режим возбуждения автоколебаний. Такой режим нагружения трансмиссии 

является опасным, т.к. при интенсивном торможении амплитуды автоколебаний резко 
увеличиваются, что может привести к «дёрганию» автомобиля в продольном направлении, к 
поломкам зубьев трансмиссионных агрегатов, карданных валов, шарниров и полуосей. Поэтому 

 

7 – traction electric motor (hereinafter, TED); c – spring stiffness; x1, x2 – longitudinal displacements of masses 1 
and 2 respectively; F(v2sk) – friction force depending on the velocity v2sk of wheel sliding relative to the support 

base; ωk – angular velocity of wheel rotation; gk – distance from the wheel center to the support base; 
Mt – braking torque developed by traction electric motor; 

cm – angular “electromagnetic stiffness” of traction synchronous electric motor with permanent magnets; 
Jm – moment of inertia of rotating parts of electric motor, reduced to the rotor; 

Mk – braking torque developed by the wheel braking mechanism 
Source: compiled by the author. 

 
Исходя из анализа поведения критерия Бендиксона Q, автоколебания характерны для 

поступательного движения несущей системы машины (Q= 0), что выражается в рывках и толчках, 
а также для вращательного движения вала ротора приводного двигателя (Q= 0), что может 
проявляться в колебаниях потребляемого приводом тока. 

Для поступательного движения колеса функция Q для режима частичного скольжения при 
рекуперативном, рабочем и комплексном торможении имеет вид 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑓𝑓𝑓𝑓1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕к

= 0. 

Для рекуперативного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для рабочего торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для комплексного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �

1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝

+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝 �1 − 𝜔𝜔𝜔𝜔к𝑟𝑟𝑟𝑟к
𝜕𝜕𝜕𝜕2
�� > 0. 

Для всех случаев торможения 𝑄𝑄𝑄𝑄 > 0. 
Так как функция Q знакопостоянна, автоколебания в зоне взаимодействия для 

поступательного движения колеса в данном случае невозможны. 
 
Для вращательного движения колеса при торможении с частичным скольжением функция Q 

принимает вид 
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑓𝑓𝑓𝑓1
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕к

= 0. 

Для рекуперативного торможения 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜔𝜔𝜔𝜔к

= 1
𝐽𝐽𝐽𝐽к
�2𝐹𝐹𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑟𝑟𝑟𝑟к𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇𝑝𝑝𝑝𝑝 �2 �𝜕𝜕𝜕𝜕𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �− 𝑟𝑟𝑟𝑟к

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝2
�� −

(𝑘𝑘𝑘𝑘 − 2𝑔𝑔𝑔𝑔5𝜔𝜔𝜔𝜔к + +4𝑔𝑔𝑔𝑔6𝜔𝜔𝜔𝜔к4)�; 

Для рабочего торможения𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2
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увеличиваются, что может привести к «дёрганию» автомобиля в продольном направлении, к 
поломкам зубьев трансмиссионных агрегатов, карданных валов, шарниров и полуосей. Поэтому 
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при интенсивном торможении при высоких начальных скоростях во избежание поломок 
необходимо снижать общий тормозной момент, например, за счёт снижения рекуперативного 
момента тягового электродвигателя. 
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(−𝐹𝐹𝐹𝐹 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑥𝑥𝑥𝑥1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑥𝑥𝑥𝑥2)

. (2) 

В данном случае функция Q знакопеременна, а диагностический критерий 𝐿𝐿𝐿𝐿 = 1
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𝑔𝑔𝑔𝑔1𝑉𝑉𝑉𝑉2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘 + 20𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑉𝑉𝑉𝑉2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘3 � > 0. Таким образом, имеем «жёсткий» режим 

возникновения автоколебаний. 
Данные явления возбуждаются вследствие снижения силы трения при увеличении скорости 

скольжения колеса относительно опорного основания, сопровождаемого ростом амплитуды 
колебаний, и к возникновению явления отрицательного демпфирования, при котором колебания 
не затухают. Внешне эти процессы проявляются возникновением рывков и вибраций. Такие 
процессы передаются на вал ротора электродвигателя. Как правило, современные тяговые 
электрические двигатели имеют внешнюю механическую характеристику высокой жёсткости и 
лишены конструктивных элементов, демпфирующих колебания угловой скорости крутящего 
момента на валу ротора. Эти их особенности в сочетании с уменьшающейся силой трения при 
росте скорости скольжения колеса способствуют зарождению колебательных явлений в силовом 
приводе. 

Автоколебания в электромеханическом приводе могут возникать в тех случаях, когда в 
механическом приводе их нет. Но всё же возможность электропривода обеспечивать прямое 
управление моментом позволяет обеспечить их демпфирование и исключить их, хотя в этих 
условиях для механического привода они будут возбуждаться. 

При натурных исследованиях, связанных с интенсивным комплексным торможением 
электробуса большой вместимости на скользком опорном основании (рисунок 2). 

 

 
 

Рисунок 2 – Процесс торможения на мокром опорном основании 
Источник: составлено автором. 

 
Figure 2 – Braking process on a wet support base 

Source: compiled by the author. 
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автоколебания сказываются в виде толчков, 
рывков и вращательного движения ротора 
двигателя (см. рисунок 1), для которых свой-
ственно возбуждение автоколебаний в про-
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Наблюдается зарождение автоколебательных явлений по крутящим моментам при 
повышенном скольжении колёс (см. рисунок 2). 

Процесс зарождения автоколебательных явлений можно представить как потерю 
устойчивости движения в данной электромеханической системе [27]. Рассмотрим 
поступательное перемещение кузова, на котором автоколебания сказываются в виде толчков, 
рывков и вращательного движения ротора двигателя (см. рисунок 1), для которых свойственно 
возбуждение автоколебаний в процессе комплексного торможения. 

Дифференциальные уравнения движения рассматриваемой системы для этих фазовых 
переменных имеют вид 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥1 = 𝑉𝑉𝑉𝑉1
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥1 = −

𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑀𝑀𝑀𝑀

(𝑥𝑥𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥2)

𝜑𝜑𝜑𝜑𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚 =
1
𝐽𝐽𝐽𝐽𝑚𝑚𝑚𝑚

[𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚(𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝜑𝜑𝜑𝜑к) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑤𝑤𝑤𝑤𝜔𝜔𝜔𝜔к]

. (3) 

Рассмотрим по отдельности вопрос устойчивости сначала по координате 𝑥𝑥𝑥𝑥1, затем по 
координате 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚. В первом случае составим кандидата на функцию Ляпунова 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
2
𝑥𝑥𝑥𝑥12 +

1
2
𝑉𝑉𝑉𝑉12 > 0. (4) 

Полная производная этой функции должна быть отрицательной или обращаться в 0, если 
сама функция положительна для устойчивости системы. 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑥𝑥𝑥𝑥1 �1 −
𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑀𝑀𝑀𝑀
� +

𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑥𝑥𝑥𝑥2 ≤ 0. (5) 

Условие не всегда выполняется, что свидетельствует о неустойчивом характере 
поступательного движения подрессоренной массы при торможении. Для обеспечения 
устойчивости и снижения риска возникновения автоколебаний необходимо при проектировании 
увеличивать жёсткость с упругой связи опорно-ходовых модулей транспортного средства с его 
подрессоренной массой𝑥𝑥𝑥𝑥1

𝑥𝑥𝑥𝑥2
�1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐

𝑀𝑀𝑀𝑀
� ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐

𝑀𝑀𝑀𝑀
.При условии малости амплитуд автоколебаний считаем 

𝑥𝑥𝑥𝑥1 ≈ 𝑥𝑥𝑥𝑥2, данное неравенство выполняется при соотношении 𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑀𝑀𝑀𝑀

< 0,5, что позволяет добиться 
устойчивого движения подрессоренной части транспортного средства. 

Для вращательного движения ротора двигателя кандидата на функцию Ляпунова запишем 
так 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 =
1
2
𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚2 +

1
2
𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚2 > 0. (6) 

Полная производная от функции 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑥𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚 +
𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚
𝐽𝐽𝐽𝐽𝑚𝑚𝑚𝑚

[𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚(𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝜑𝜑𝜑𝜑к) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑤𝑤𝑤𝑤𝜔𝜔𝜔𝜔к] ≤ 0. (7) 

Слагаемое 𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚 > 0, но при этом ограничено по абсолютному значению. 
Для второго слагаемого для повышения устойчивости необходимо обеспечить 𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 ≤ 𝜑𝜑𝜑𝜑к, т.е. 

угловая скорость вращения колеса при торможении должна быть не меньше угловой скорости 
вращения ротора. Это условие эквивалентно требованию отсутствия блокировки колёс при 
торможении вплоть до необходимости применения антиблокировочной системы, принцип работы 
которой заключается в снижении тормозного момента 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡. И это условие противоречит 
формальному требованию увеличения слагаемого −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 < 0. Таким образом, совместная работа 
трёх слагаемых 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚(𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝜑𝜑𝜑𝜑к) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑤𝑤𝑤𝑤𝜔𝜔𝜔𝜔к должна быть построена на компромиссе между 
формальным требованием неположительности (7) и отсутствием блокировки колёс за счёт 
снижения отрицательного тормозного момента. Достичь указанного компромисса помогает 
слагаемое 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑤𝑤𝑤𝑤𝜔𝜔𝜔𝜔к, которое должно обеспечивать снижение тормозного момента 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 в случае 
опасности возникновения как блокировки колёс, так и возбуждения автоколебаний. 

(3)

Рассмотрим по отдельности вопрос устой-
чивости сначала по координате 𝑥1, затем по 
координате 𝜔𝑚. В первом случае составим 
кандидата на функцию Ляпунова

Наблюдается зарождение автоколебательных явлений по крутящим моментам при 
повышенном скольжении колёс (см. рисунок 2). 

Процесс зарождения автоколебательных явлений можно представить как потерю 
устойчивости движения в данной электромеханической системе [27]. Рассмотрим 
поступательное перемещение кузова, на котором автоколебания сказываются в виде толчков, 
рывков и вращательного движения ротора двигателя (см. рисунок 1), для которых свойственно 
возбуждение автоколебаний в процессе комплексного торможения. 

Дифференциальные уравнения движения рассматриваемой системы для этих фазовых 
переменных имеют вид 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥1 = 𝑉𝑉𝑉𝑉1
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥1 = −

𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑀𝑀𝑀𝑀

(𝑥𝑥𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥2)
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𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚 =
1
𝐽𝐽𝐽𝐽𝑚𝑚𝑚𝑚

[𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚(𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝜑𝜑𝜑𝜑к) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑤𝑤𝑤𝑤𝜔𝜔𝜔𝜔к]

. (3) 

Рассмотрим по отдельности вопрос устойчивости сначала по координате 𝑥𝑥𝑥𝑥1, затем по 
координате 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚. В первом случае составим кандидата на функцию Ляпунова 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
2
𝑥𝑥𝑥𝑥12 +

1
2
𝑉𝑉𝑉𝑉12 > 0. (4) 

Полная производная этой функции должна быть отрицательной или обращаться в 0, если 
сама функция положительна для устойчивости системы. 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑥𝑥𝑥𝑥1 �1 −
𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑀𝑀𝑀𝑀
� +

𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑥𝑥𝑥𝑥2 ≤ 0. (5) 

Условие не всегда выполняется, что свидетельствует о неустойчивом характере 
поступательного движения подрессоренной массы при торможении. Для обеспечения 
устойчивости и снижения риска возникновения автоколебаний необходимо при проектировании 
увеличивать жёсткость с упругой связи опорно-ходовых модулей транспортного средства с его 
подрессоренной массой𝑥𝑥𝑥𝑥1

𝑥𝑥𝑥𝑥2
�1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐

𝑀𝑀𝑀𝑀
� ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐

𝑀𝑀𝑀𝑀
.При условии малости амплитуд автоколебаний считаем 

𝑥𝑥𝑥𝑥1 ≈ 𝑥𝑥𝑥𝑥2, данное неравенство выполняется при соотношении 𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑀𝑀𝑀𝑀

< 0,5, что позволяет добиться 
устойчивого движения подрессоренной части транспортного средства. 

Для вращательного движения ротора двигателя кандидата на функцию Ляпунова запишем 
так 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 =
1
2
𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚2 +

1
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𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚2 > 0. (6) 

Полная производная от функции 
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𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚
𝐽𝐽𝐽𝐽𝑚𝑚𝑚𝑚

[𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚(𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝜑𝜑𝜑𝜑к) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑤𝑤𝑤𝑤𝜔𝜔𝜔𝜔к] ≤ 0. (7) 
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угловая скорость вращения колеса при торможении должна быть не меньше угловой скорости 
вращения ротора. Это условие эквивалентно требованию отсутствия блокировки колёс при 
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трёх слагаемых 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚(𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝜑𝜑𝜑𝜑к) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑤𝑤𝑤𝑤𝜔𝜔𝜔𝜔к должна быть построена на компромиссе между 
формальным требованием неположительности (7) и отсутствием блокировки колёс за счёт 
снижения отрицательного тормозного момента. Достичь указанного компромисса помогает 
слагаемое 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑤𝑤𝑤𝑤𝜔𝜔𝜔𝜔к, которое должно обеспечивать снижение тормозного момента 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 в случае 
опасности возникновения как блокировки колёс, так и возбуждения автоколебаний. 

(4)

Полная производная этой функции должна 
быть отрицательной или обращаться в 0, если 
сама функция положительна для устойчиво-
сти системы.

Наблюдается зарождение автоколебательных явлений по крутящим моментам при 
повышенном скольжении колёс (см. рисунок 2). 

Процесс зарождения автоколебательных явлений можно представить как потерю 
устойчивости движения в данной электромеханической системе [27]. Рассмотрим 
поступательное перемещение кузова, на котором автоколебания сказываются в виде толчков, 
рывков и вращательного движения ротора двигателя (см. рисунок 1), для которых свойственно 
возбуждение автоколебаний в процессе комплексного торможения. 

Дифференциальные уравнения движения рассматриваемой системы для этих фазовых 
переменных имеют вид 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥1 = 𝑉𝑉𝑉𝑉1
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥1 = −

𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑀𝑀𝑀𝑀

(𝑥𝑥𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥2)

𝜑𝜑𝜑𝜑𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚 =
1
𝐽𝐽𝐽𝐽𝑚𝑚𝑚𝑚

[𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚(𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝜑𝜑𝜑𝜑к) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑤𝑤𝑤𝑤𝜔𝜔𝜔𝜔к]

. (3) 

Рассмотрим по отдельности вопрос устойчивости сначала по координате 𝑥𝑥𝑥𝑥1, затем по 
координате 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚. В первом случае составим кандидата на функцию Ляпунова 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
2
𝑥𝑥𝑥𝑥12 +

1
2
𝑉𝑉𝑉𝑉12 > 0. (4) 

Полная производная этой функции должна быть отрицательной или обращаться в 0, если 
сама функция положительна для устойчивости системы. 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑥𝑥𝑥𝑥1 �1 −
𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑀𝑀𝑀𝑀
� +

𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑥𝑥𝑥𝑥2 ≤ 0. (5) 

Условие не всегда выполняется, что свидетельствует о неустойчивом характере 
поступательного движения подрессоренной массы при торможении. Для обеспечения 
устойчивости и снижения риска возникновения автоколебаний необходимо при проектировании 
увеличивать жёсткость с упругой связи опорно-ходовых модулей транспортного средства с его 
подрессоренной массой𝑥𝑥𝑥𝑥1

𝑥𝑥𝑥𝑥2
�1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐

𝑀𝑀𝑀𝑀
� ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐

𝑀𝑀𝑀𝑀
.При условии малости амплитуд автоколебаний считаем 

𝑥𝑥𝑥𝑥1 ≈ 𝑥𝑥𝑥𝑥2, данное неравенство выполняется при соотношении 𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑀𝑀𝑀𝑀

< 0,5, что позволяет добиться 
устойчивого движения подрессоренной части транспортного средства. 

Для вращательного движения ротора двигателя кандидата на функцию Ляпунова запишем 
так 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 =
1
2
𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚2 +

1
2
𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚2 > 0. (6) 

Полная производная от функции 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑥𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚 +
𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚
𝐽𝐽𝐽𝐽𝑚𝑚𝑚𝑚

[𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚(𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝜑𝜑𝜑𝜑к) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑤𝑤𝑤𝑤𝜔𝜔𝜔𝜔к] ≤ 0. (7) 

Слагаемое 𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚 > 0, но при этом ограничено по абсолютному значению. 
Для второго слагаемого для повышения устойчивости необходимо обеспечить 𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 ≤ 𝜑𝜑𝜑𝜑к, т.е. 

угловая скорость вращения колеса при торможении должна быть не меньше угловой скорости 
вращения ротора. Это условие эквивалентно требованию отсутствия блокировки колёс при 
торможении вплоть до необходимости применения антиблокировочной системы, принцип работы 
которой заключается в снижении тормозного момента 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡. И это условие противоречит 
формальному требованию увеличения слагаемого −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 < 0. Таким образом, совместная работа 
трёх слагаемых 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚(𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝜑𝜑𝜑𝜑к) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑤𝑤𝑤𝑤𝜔𝜔𝜔𝜔к должна быть построена на компромиссе между 
формальным требованием неположительности (7) и отсутствием блокировки колёс за счёт 
снижения отрицательного тормозного момента. Достичь указанного компромисса помогает 
слагаемое 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑤𝑤𝑤𝑤𝜔𝜔𝜔𝜔к, которое должно обеспечивать снижение тормозного момента 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 в случае 
опасности возникновения как блокировки колёс, так и возбуждения автоколебаний. 

(5)

Условие не всегда выполняется, что свиде-
тельствует о неустойчивом характере поступа-
тельного движения подрессоренной массы при 
торможении. Для обеспечения устойчивости и 
снижения риска возникновения автоколебаний 
необходимо при проектировании увеличивать 
жёсткость с упругой связи опорно-ходовых мо-
дулей транспортного средства с его подрес-
соренной массой 

Наблюдается зарождение автоколебательных явлений по крутящим моментам при 
повышенном скольжении колёс (см. рисунок 2). 

Процесс зарождения автоколебательных явлений можно представить как потерю 
устойчивости движения в данной электромеханической системе [27]. Рассмотрим 
поступательное перемещение кузова, на котором автоколебания сказываются в виде толчков, 
рывков и вращательного движения ротора двигателя (см. рисунок 1), для которых свойственно 
возбуждение автоколебаний в процессе комплексного торможения. 

Дифференциальные уравнения движения рассматриваемой системы для этих фазовых 
переменных имеют вид 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥1 = 𝑉𝑉𝑉𝑉1
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥1 = −

𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑀𝑀𝑀𝑀

(𝑥𝑥𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥2)

𝜑𝜑𝜑𝜑𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚 =
1
𝐽𝐽𝐽𝐽𝑚𝑚𝑚𝑚

[𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚(𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝜑𝜑𝜑𝜑к) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑤𝑤𝑤𝑤𝜔𝜔𝜔𝜔к]

. (3) 

Рассмотрим по отдельности вопрос устойчивости сначала по координате 𝑥𝑥𝑥𝑥1, затем по 
координате 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚. В первом случае составим кандидата на функцию Ляпунова 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
2
𝑥𝑥𝑥𝑥12 +

1
2
𝑉𝑉𝑉𝑉12 > 0. (4) 

Полная производная этой функции должна быть отрицательной или обращаться в 0, если 
сама функция положительна для устойчивости системы. 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑥𝑥𝑥𝑥1 �1 −
𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑀𝑀𝑀𝑀
� +

𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑥𝑥𝑥𝑥2 ≤ 0. (5) 

Условие не всегда выполняется, что свидетельствует о неустойчивом характере 
поступательного движения подрессоренной массы при торможении. Для обеспечения 
устойчивости и снижения риска возникновения автоколебаний необходимо при проектировании 
увеличивать жёсткость с упругой связи опорно-ходовых модулей транспортного средства с его 
подрессоренной массой𝑥𝑥𝑥𝑥1

𝑥𝑥𝑥𝑥2
�1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐

𝑀𝑀𝑀𝑀
� ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐

𝑀𝑀𝑀𝑀
.При условии малости амплитуд автоколебаний считаем 

𝑥𝑥𝑥𝑥1 ≈ 𝑥𝑥𝑥𝑥2, данное неравенство выполняется при соотношении 𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑀𝑀𝑀𝑀

< 0,5, что позволяет добиться 
устойчивого движения подрессоренной части транспортного средства. 

Для вращательного движения ротора двигателя кандидата на функцию Ляпунова запишем 
так 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 =
1
2
𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚2 +

1
2
𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚2 > 0. (6) 

Полная производная от функции 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑥𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚 +
𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚
𝐽𝐽𝐽𝐽𝑚𝑚𝑚𝑚

[𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚(𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝜑𝜑𝜑𝜑к) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑤𝑤𝑤𝑤𝜔𝜔𝜔𝜔к] ≤ 0. (7) 

Слагаемое 𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚 > 0, но при этом ограничено по абсолютному значению. 
Для второго слагаемого для повышения устойчивости необходимо обеспечить 𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 ≤ 𝜑𝜑𝜑𝜑к, т.е. 

угловая скорость вращения колеса при торможении должна быть не меньше угловой скорости 
вращения ротора. Это условие эквивалентно требованию отсутствия блокировки колёс при 
торможении вплоть до необходимости применения антиблокировочной системы, принцип работы 
которой заключается в снижении тормозного момента 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡. И это условие противоречит 
формальному требованию увеличения слагаемого −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 < 0. Таким образом, совместная работа 
трёх слагаемых 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚(𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝜑𝜑𝜑𝜑к) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑤𝑤𝑤𝑤𝜔𝜔𝜔𝜔к должна быть построена на компромиссе между 
формальным требованием неположительности (7) и отсутствием блокировки колёс за счёт 
снижения отрицательного тормозного момента. Достичь указанного компромисса помогает 
слагаемое 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑤𝑤𝑤𝑤𝜔𝜔𝜔𝜔к, которое должно обеспечивать снижение тормозного момента 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 в случае 
опасности возникновения как блокировки колёс, так и возбуждения автоколебаний. 

 При условии 
малости амплитуд автоколебаний считаем 

Наблюдается зарождение автоколебательных явлений по крутящим моментам при 
повышенном скольжении колёс (см. рисунок 2). 

Процесс зарождения автоколебательных явлений можно представить как потерю 
устойчивости движения в данной электромеханической системе [27]. Рассмотрим 
поступательное перемещение кузова, на котором автоколебания сказываются в виде толчков, 
рывков и вращательного движения ротора двигателя (см. рисунок 1), для которых свойственно 
возбуждение автоколебаний в процессе комплексного торможения. 

Дифференциальные уравнения движения рассматриваемой системы для этих фазовых 
переменных имеют вид 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥1 = 𝑉𝑉𝑉𝑉1
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥1 = −

𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑀𝑀𝑀𝑀

(𝑥𝑥𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥2)

𝜑𝜑𝜑𝜑𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚 =
1
𝐽𝐽𝐽𝐽𝑚𝑚𝑚𝑚

[𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚(𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝜑𝜑𝜑𝜑к) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑤𝑤𝑤𝑤𝜔𝜔𝜔𝜔к]

. (3) 

Рассмотрим по отдельности вопрос устойчивости сначала по координате 𝑥𝑥𝑥𝑥1, затем по 
координате 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚. В первом случае составим кандидата на функцию Ляпунова 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
2
𝑥𝑥𝑥𝑥12 +

1
2
𝑉𝑉𝑉𝑉12 > 0. (4) 

Полная производная этой функции должна быть отрицательной или обращаться в 0, если 
сама функция положительна для устойчивости системы. 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑥𝑥𝑥𝑥1 �1 −
𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑀𝑀𝑀𝑀
� +

𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑥𝑥𝑥𝑥2 ≤ 0. (5) 

Условие не всегда выполняется, что свидетельствует о неустойчивом характере 
поступательного движения подрессоренной массы при торможении. Для обеспечения 
устойчивости и снижения риска возникновения автоколебаний необходимо при проектировании 
увеличивать жёсткость с упругой связи опорно-ходовых модулей транспортного средства с его 
подрессоренной массой𝑥𝑥𝑥𝑥1

𝑥𝑥𝑥𝑥2
�1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐

𝑀𝑀𝑀𝑀
� ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐

𝑀𝑀𝑀𝑀
.При условии малости амплитуд автоколебаний считаем 

𝑥𝑥𝑥𝑥1 ≈ 𝑥𝑥𝑥𝑥2, данное неравенство выполняется при соотношении 𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑀𝑀𝑀𝑀

< 0,5, что позволяет добиться 
устойчивого движения подрессоренной части транспортного средства. 

Для вращательного движения ротора двигателя кандидата на функцию Ляпунова запишем 
так 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 =
1
2
𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚2 +

1
2
𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚2 > 0. (6) 

Полная производная от функции 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑥𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚 +
𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚
𝐽𝐽𝐽𝐽𝑚𝑚𝑚𝑚

[𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚(𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝜑𝜑𝜑𝜑к) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑤𝑤𝑤𝑤𝜔𝜔𝜔𝜔к] ≤ 0. (7) 

Слагаемое 𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚 > 0, но при этом ограничено по абсолютному значению. 
Для второго слагаемого для повышения устойчивости необходимо обеспечить 𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 ≤ 𝜑𝜑𝜑𝜑к, т.е. 

угловая скорость вращения колеса при торможении должна быть не меньше угловой скорости 
вращения ротора. Это условие эквивалентно требованию отсутствия блокировки колёс при 
торможении вплоть до необходимости применения антиблокировочной системы, принцип работы 
которой заключается в снижении тормозного момента 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡. И это условие противоречит 
формальному требованию увеличения слагаемого −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 < 0. Таким образом, совместная работа 
трёх слагаемых 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚(𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝜑𝜑𝜑𝜑к) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑤𝑤𝑤𝑤𝜔𝜔𝜔𝜔к должна быть построена на компромиссе между 
формальным требованием неположительности (7) и отсутствием блокировки колёс за счёт 
снижения отрицательного тормозного момента. Достичь указанного компромисса помогает 
слагаемое 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑤𝑤𝑤𝑤𝜔𝜔𝜔𝜔к, которое должно обеспечивать снижение тормозного момента 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 в случае 
опасности возникновения как блокировки колёс, так и возбуждения автоколебаний. 

, данное неравенство выполняется при 
соотношении 

Наблюдается зарождение автоколебательных явлений по крутящим моментам при 
повышенном скольжении колёс (см. рисунок 2). 

Процесс зарождения автоколебательных явлений можно представить как потерю 
устойчивости движения в данной электромеханической системе [27]. Рассмотрим 
поступательное перемещение кузова, на котором автоколебания сказываются в виде толчков, 
рывков и вращательного движения ротора двигателя (см. рисунок 1), для которых свойственно 
возбуждение автоколебаний в процессе комплексного торможения. 

Дифференциальные уравнения движения рассматриваемой системы для этих фазовых 
переменных имеют вид 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥1 = 𝑉𝑉𝑉𝑉1
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥1 = −

𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑀𝑀𝑀𝑀

(𝑥𝑥𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥2)

𝜑𝜑𝜑𝜑𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚 =
1
𝐽𝐽𝐽𝐽𝑚𝑚𝑚𝑚

[𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚(𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝜑𝜑𝜑𝜑к) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑤𝑤𝑤𝑤𝜔𝜔𝜔𝜔к]

. (3) 

Рассмотрим по отдельности вопрос устойчивости сначала по координате 𝑥𝑥𝑥𝑥1, затем по 
координате 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚. В первом случае составим кандидата на функцию Ляпунова 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
2
𝑥𝑥𝑥𝑥12 +

1
2
𝑉𝑉𝑉𝑉12 > 0. (4) 

Полная производная этой функции должна быть отрицательной или обращаться в 0, если 
сама функция положительна для устойчивости системы. 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑥𝑥𝑥𝑥1 �1 −
𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑀𝑀𝑀𝑀
� +

𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑥𝑥𝑥𝑥2 ≤ 0. (5) 

Условие не всегда выполняется, что свидетельствует о неустойчивом характере 
поступательного движения подрессоренной массы при торможении. Для обеспечения 
устойчивости и снижения риска возникновения автоколебаний необходимо при проектировании 
увеличивать жёсткость с упругой связи опорно-ходовых модулей транспортного средства с его 
подрессоренной массой𝑥𝑥𝑥𝑥1

𝑥𝑥𝑥𝑥2
�1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐

𝑀𝑀𝑀𝑀
� ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐

𝑀𝑀𝑀𝑀
.При условии малости амплитуд автоколебаний считаем 

𝑥𝑥𝑥𝑥1 ≈ 𝑥𝑥𝑥𝑥2, данное неравенство выполняется при соотношении 𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑀𝑀𝑀𝑀

< 0,5, что позволяет добиться 
устойчивого движения подрессоренной части транспортного средства. 

Для вращательного движения ротора двигателя кандидата на функцию Ляпунова запишем 
так 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 =
1
2
𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚2 +

1
2
𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚2 > 0. (6) 

Полная производная от функции 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑥𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚 +
𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚
𝐽𝐽𝐽𝐽𝑚𝑚𝑚𝑚

[𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚(𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝜑𝜑𝜑𝜑к) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑤𝑤𝑤𝑤𝜔𝜔𝜔𝜔к] ≤ 0. (7) 

Слагаемое 𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚 > 0, но при этом ограничено по абсолютному значению. 
Для второго слагаемого для повышения устойчивости необходимо обеспечить 𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 ≤ 𝜑𝜑𝜑𝜑к, т.е. 

угловая скорость вращения колеса при торможении должна быть не меньше угловой скорости 
вращения ротора. Это условие эквивалентно требованию отсутствия блокировки колёс при 
торможении вплоть до необходимости применения антиблокировочной системы, принцип работы 
которой заключается в снижении тормозного момента 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡. И это условие противоречит 
формальному требованию увеличения слагаемого −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 < 0. Таким образом, совместная работа 
трёх слагаемых 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚(𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝜑𝜑𝜑𝜑к) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑤𝑤𝑤𝑤𝜔𝜔𝜔𝜔к должна быть построена на компромиссе между 
формальным требованием неположительности (7) и отсутствием блокировки колёс за счёт 
снижения отрицательного тормозного момента. Достичь указанного компромисса помогает 
слагаемое 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑤𝑤𝑤𝑤𝜔𝜔𝜔𝜔к, которое должно обеспечивать снижение тормозного момента 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 в случае 
опасности возникновения как блокировки колёс, так и возбуждения автоколебаний. 

, что позволяет добиться 
устойчивого движения подрессоренной части 
транспортного средства.

Для вращательного движения ротора дви-
гателя кандидата на функцию Ляпунова запи-
шем так

Наблюдается зарождение автоколебательных явлений по крутящим моментам при 
повышенном скольжении колёс (см. рисунок 2). 

Процесс зарождения автоколебательных явлений можно представить как потерю 
устойчивости движения в данной электромеханической системе [27]. Рассмотрим 
поступательное перемещение кузова, на котором автоколебания сказываются в виде толчков, 
рывков и вращательного движения ротора двигателя (см. рисунок 1), для которых свойственно 
возбуждение автоколебаний в процессе комплексного торможения. 

Дифференциальные уравнения движения рассматриваемой системы для этих фазовых 
переменных имеют вид 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥1 = 𝑉𝑉𝑉𝑉1
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥1 = −

𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑀𝑀𝑀𝑀

(𝑥𝑥𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥2)

𝜑𝜑𝜑𝜑𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚 =
1
𝐽𝐽𝐽𝐽𝑚𝑚𝑚𝑚

[𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚(𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝜑𝜑𝜑𝜑к) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑤𝑤𝑤𝑤𝜔𝜔𝜔𝜔к]

. (3) 

Рассмотрим по отдельности вопрос устойчивости сначала по координате 𝑥𝑥𝑥𝑥1, затем по 
координате 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚. В первом случае составим кандидата на функцию Ляпунова 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
2
𝑥𝑥𝑥𝑥12 +

1
2
𝑉𝑉𝑉𝑉12 > 0. (4) 

Полная производная этой функции должна быть отрицательной или обращаться в 0, если 
сама функция положительна для устойчивости системы. 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑥𝑥𝑥𝑥1 �1 −
𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑀𝑀𝑀𝑀
� +

𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑥𝑥𝑥𝑥2 ≤ 0. (5) 

Условие не всегда выполняется, что свидетельствует о неустойчивом характере 
поступательного движения подрессоренной массы при торможении. Для обеспечения 
устойчивости и снижения риска возникновения автоколебаний необходимо при проектировании 
увеличивать жёсткость с упругой связи опорно-ходовых модулей транспортного средства с его 
подрессоренной массой𝑥𝑥𝑥𝑥1

𝑥𝑥𝑥𝑥2
�1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐

𝑀𝑀𝑀𝑀
� ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐

𝑀𝑀𝑀𝑀
.При условии малости амплитуд автоколебаний считаем 

𝑥𝑥𝑥𝑥1 ≈ 𝑥𝑥𝑥𝑥2, данное неравенство выполняется при соотношении 𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑀𝑀𝑀𝑀

< 0,5, что позволяет добиться 
устойчивого движения подрессоренной части транспортного средства. 

Для вращательного движения ротора двигателя кандидата на функцию Ляпунова запишем 
так 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 =
1
2
𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚2 +

1
2
𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚2 > 0. (6) 

Полная производная от функции 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑥𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚 +
𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚
𝐽𝐽𝐽𝐽𝑚𝑚𝑚𝑚

[𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚(𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝜑𝜑𝜑𝜑к) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑤𝑤𝑤𝑤𝜔𝜔𝜔𝜔к] ≤ 0. (7) 

Слагаемое 𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚 > 0, но при этом ограничено по абсолютному значению. 
Для второго слагаемого для повышения устойчивости необходимо обеспечить 𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 ≤ 𝜑𝜑𝜑𝜑к, т.е. 

угловая скорость вращения колеса при торможении должна быть не меньше угловой скорости 
вращения ротора. Это условие эквивалентно требованию отсутствия блокировки колёс при 
торможении вплоть до необходимости применения антиблокировочной системы, принцип работы 
которой заключается в снижении тормозного момента 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡. И это условие противоречит 
формальному требованию увеличения слагаемого −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 < 0. Таким образом, совместная работа 
трёх слагаемых 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚(𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝜑𝜑𝜑𝜑к) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑤𝑤𝑤𝑤𝜔𝜔𝜔𝜔к должна быть построена на компромиссе между 
формальным требованием неположительности (7) и отсутствием блокировки колёс за счёт 
снижения отрицательного тормозного момента. Достичь указанного компромисса помогает 
слагаемое 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑤𝑤𝑤𝑤𝜔𝜔𝜔𝜔к, которое должно обеспечивать снижение тормозного момента 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 в случае 
опасности возникновения как блокировки колёс, так и возбуждения автоколебаний. 

(6)

Полная производная от функции

Наблюдается зарождение автоколебательных явлений по крутящим моментам при 
повышенном скольжении колёс (см. рисунок 2). 

Процесс зарождения автоколебательных явлений можно представить как потерю 
устойчивости движения в данной электромеханической системе [27]. Рассмотрим 
поступательное перемещение кузова, на котором автоколебания сказываются в виде толчков, 
рывков и вращательного движения ротора двигателя (см. рисунок 1), для которых свойственно 
возбуждение автоколебаний в процессе комплексного торможения. 

Дифференциальные уравнения движения рассматриваемой системы для этих фазовых 
переменных имеют вид 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥1 = 𝑉𝑉𝑉𝑉1
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥1 = −

𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑀𝑀𝑀𝑀

(𝑥𝑥𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥2)

𝜑𝜑𝜑𝜑𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚 =
1
𝐽𝐽𝐽𝐽𝑚𝑚𝑚𝑚

[𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚(𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝜑𝜑𝜑𝜑к) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑤𝑤𝑤𝑤𝜔𝜔𝜔𝜔к]

. (3) 

Рассмотрим по отдельности вопрос устойчивости сначала по координате 𝑥𝑥𝑥𝑥1, затем по 
координате 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚. В первом случае составим кандидата на функцию Ляпунова 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
2
𝑥𝑥𝑥𝑥12 +

1
2
𝑉𝑉𝑉𝑉12 > 0. (4) 

Полная производная этой функции должна быть отрицательной или обращаться в 0, если 
сама функция положительна для устойчивости системы. 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑥𝑥𝑥𝑥1 �1 −
𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑀𝑀𝑀𝑀
� +

𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑥𝑥𝑥𝑥2 ≤ 0. (5) 

Условие не всегда выполняется, что свидетельствует о неустойчивом характере 
поступательного движения подрессоренной массы при торможении. Для обеспечения 
устойчивости и снижения риска возникновения автоколебаний необходимо при проектировании 
увеличивать жёсткость с упругой связи опорно-ходовых модулей транспортного средства с его 
подрессоренной массой𝑥𝑥𝑥𝑥1

𝑥𝑥𝑥𝑥2
�1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐

𝑀𝑀𝑀𝑀
� ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐

𝑀𝑀𝑀𝑀
.При условии малости амплитуд автоколебаний считаем 

𝑥𝑥𝑥𝑥1 ≈ 𝑥𝑥𝑥𝑥2, данное неравенство выполняется при соотношении 𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑀𝑀𝑀𝑀

< 0,5, что позволяет добиться 
устойчивого движения подрессоренной части транспортного средства. 

Для вращательного движения ротора двигателя кандидата на функцию Ляпунова запишем 
так 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 =
1
2
𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚2 +

1
2
𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚2 > 0. (6) 

Полная производная от функции 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑥𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚 +
𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚
𝐽𝐽𝐽𝐽𝑚𝑚𝑚𝑚

[𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚(𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝜑𝜑𝜑𝜑к) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑤𝑤𝑤𝑤𝜔𝜔𝜔𝜔к] ≤ 0. (7) 

Слагаемое 𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚 > 0, но при этом ограничено по абсолютному значению. 
Для второго слагаемого для повышения устойчивости необходимо обеспечить 𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 ≤ 𝜑𝜑𝜑𝜑к, т.е. 

угловая скорость вращения колеса при торможении должна быть не меньше угловой скорости 
вращения ротора. Это условие эквивалентно требованию отсутствия блокировки колёс при 
торможении вплоть до необходимости применения антиблокировочной системы, принцип работы 
которой заключается в снижении тормозного момента 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡. И это условие противоречит 
формальному требованию увеличения слагаемого −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 < 0. Таким образом, совместная работа 
трёх слагаемых 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚(𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝜑𝜑𝜑𝜑к) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑤𝑤𝑤𝑤𝜔𝜔𝜔𝜔к должна быть построена на компромиссе между 
формальным требованием неположительности (7) и отсутствием блокировки колёс за счёт 
снижения отрицательного тормозного момента. Достичь указанного компромисса помогает 
слагаемое 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑤𝑤𝑤𝑤𝜔𝜔𝜔𝜔к, которое должно обеспечивать снижение тормозного момента 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 в случае 
опасности возникновения как блокировки колёс, так и возбуждения автоколебаний. 

 

Наблюдается зарождение автоколебательных явлений по крутящим моментам при 
повышенном скольжении колёс (см. рисунок 2). 

Процесс зарождения автоколебательных явлений можно представить как потерю 
устойчивости движения в данной электромеханической системе [27]. Рассмотрим 
поступательное перемещение кузова, на котором автоколебания сказываются в виде толчков, 
рывков и вращательного движения ротора двигателя (см. рисунок 1), для которых свойственно 
возбуждение автоколебаний в процессе комплексного торможения. 

Дифференциальные уравнения движения рассматриваемой системы для этих фазовых 
переменных имеют вид 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥1 = 𝑉𝑉𝑉𝑉1
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑥1 = −

𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑀𝑀𝑀𝑀

(𝑥𝑥𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥2)

𝜑𝜑𝜑𝜑𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜔𝜔𝜔𝜔𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚 =
1
𝐽𝐽𝐽𝐽𝑚𝑚𝑚𝑚

[𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚(𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝜑𝜑𝜑𝜑к) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑤𝑤𝑤𝑤𝜔𝜔𝜔𝜔к]

. (3) 

Рассмотрим по отдельности вопрос устойчивости сначала по координате 𝑥𝑥𝑥𝑥1, затем по 
координате 𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚. В первом случае составим кандидата на функцию Ляпунова 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑥𝑥𝑥𝑥 =
1
2
𝑥𝑥𝑥𝑥12 +

1
2
𝑉𝑉𝑉𝑉12 > 0. (4) 

Полная производная этой функции должна быть отрицательной или обращаться в 0, если 
сама функция положительна для устойчивости системы. 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑈𝑈𝑈𝑈𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑥𝑥𝑥𝑥1 �1 −
𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑀𝑀𝑀𝑀
� +

𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑥𝑥𝑥𝑥2 ≤ 0. (5) 

Условие не всегда выполняется, что свидетельствует о неустойчивом характере 
поступательного движения подрессоренной массы при торможении. Для обеспечения 
устойчивости и снижения риска возникновения автоколебаний необходимо при проектировании 
увеличивать жёсткость с упругой связи опорно-ходовых модулей транспортного средства с его 
подрессоренной массой𝑥𝑥𝑥𝑥1

𝑥𝑥𝑥𝑥2
�1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐

𝑀𝑀𝑀𝑀
� ≤ 𝑐𝑐𝑐𝑐

𝑀𝑀𝑀𝑀
.При условии малости амплитуд автоколебаний считаем 

𝑥𝑥𝑥𝑥1 ≈ 𝑥𝑥𝑥𝑥2, данное неравенство выполняется при соотношении 𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑀𝑀𝑀𝑀

< 0,5, что позволяет добиться 
устойчивого движения подрессоренной части транспортного средства. 

Для вращательного движения ротора двигателя кандидата на функцию Ляпунова запишем 
так 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 =
1
2
𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚2 +

1
2
𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚2 > 0. (6) 

Полная производная от функции 

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑥𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚 +
𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚
𝐽𝐽𝐽𝐽𝑚𝑚𝑚𝑚

[𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚(𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝜑𝜑𝜑𝜑к) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑤𝑤𝑤𝑤𝜔𝜔𝜔𝜔к] ≤ 0. (7) 

Слагаемое 𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚𝜔𝜔𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚 > 0, но при этом ограничено по абсолютному значению. 
Для второго слагаемого для повышения устойчивости необходимо обеспечить 𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 ≤ 𝜑𝜑𝜑𝜑к, т.е. 

угловая скорость вращения колеса при торможении должна быть не меньше угловой скорости 
вращения ротора. Это условие эквивалентно требованию отсутствия блокировки колёс при 
торможении вплоть до необходимости применения антиблокировочной системы, принцип работы 
которой заключается в снижении тормозного момента 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡. И это условие противоречит 
формальному требованию увеличения слагаемого −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 < 0. Таким образом, совместная работа 
трёх слагаемых 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑚𝑚𝑚𝑚(𝜑𝜑𝜑𝜑𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝜑𝜑𝜑𝜑к) −𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑤𝑤𝑤𝑤𝜔𝜔𝜔𝜔к должна быть построена на компромиссе между 
формальным требованием неположительности (7) и отсутствием блокировки колёс за счёт 
снижения отрицательного тормозного момента. Достичь указанного компромисса помогает 
слагаемое 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑤𝑤𝑤𝑤𝜔𝜔𝜔𝜔к, которое должно обеспечивать снижение тормозного момента 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑡𝑡𝑡𝑡 в случае 
опасности возникновения как блокировки колёс, так и возбуждения автоколебаний. 

(7)

1 Патент № 2797069 C1 Российская Федерация, МПК B60K 17/12, B60L 15/20, B60L 3/10. Способ управления инди-
видуальным тяговым электроприводом ведущих колёс многоколёсного транспортного средства: № 2023103483: заявл. 
16.02.2023: опубл. 31.05.2023 / А.В. Климов, Б.К. Оспанбеков, М.М. Жилейкин [и др.]; заявитель Публичное акционерное 
общество «КАМАЗ». EDN QAUBVR.

Слагаемое 𝜑𝑚𝜔𝑚>0, но при этом ограниче-
но по абсолютному значению.

Для второго слагаемого для повышения 
устойчивости необходимо обеспечить 𝜑𝑚≤𝜑к, 
т.е. угловая скорость вращения колеса при 
торможении должна быть не меньше угло-
вой скорости вращения ротора. Это условие 
эквивалентно требованию отсутствия блоки-
ровки колёс при торможении вплоть до необ-
ходимости применения антиблокировочной 
системы, принцип работы которой заключает-
ся в снижении тормозного момента 𝑀𝑡. И это 
условие противоречит формальному требо-
ванию увеличения слагаемого −𝑀𝑡<0. Таким 
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индивидуальным тяговым электроприводом ведущих колёс многоколёсного транспортного средства: № 2023103483: 
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акционерное общество "КАМАЗ". EDN QAUBVR. 
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Провести считывание 
параметров: ωi;  θ; hdr; 

Ia; Ib; Ic

Вычислить dwi

frelay2=1
freley4=1даВычислить u2 и u4 нет Mdi = 0

Вычислить k2 и k4

Оценить Mt2 и Mt4

Рассчитать  ui· ki· Mti

Вычислить Cm и Kw

Определить Mdi

Определить уставку момента
ui· ki· Mti + Mdi

Рисунок 3– Алгоритм управления
Источник: составлено автором2.

Figure 3 – Control Algorithm
Source: compiled by the author2.

2 Патент № 2797069 C1 Российская Федерация, МПК B60K 17/12, B60L 15/20, B60L 3/10. Способ управления инди-
видуальным тяговым электроприводом ведущих колёс многоколёсного транспортного средства: № 2023103483: заявл. 
16.02.2023: опубл. 31.05.2023 / А.В. Климов, Б.К. Оспанбеков, М.М. Жилейкин [и др.]; заявитель Публичное акционерное 
общество «КАМАЗ». EDN QAUBVR.
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Исследование эффективности алгорит-
ма подавления автоколебаний при тормо-
жении

Для исследования эффективности были 
проведены испытательные виртуальные заез-
ды с торможением со скорости 70 км/ч в пово-
роте на разных опорных основаниях для дву-
хосного транспортного средства категории М3 
с полной массой 18000 кг3, оснащённого клас-
сической антиблокировочной системой [28] и 
системой с функцией, имеющей возможность 
демпфировать автоколебания при использо-
вании математической модели динамики дви-
жения колёсной машины в MatLabSimulink.

Рассматривается торможение в повороте 
как наиболее тяжёлый случай из-за разгруз-
ки внутреннего колеса относительно поворо-
та, что дополнительно снижает силу трения в 
зоне взаимодействия колеса с дорогой.

В качестве критерия эффективности по-
давления автоколебаний принято значение-

3 Электробус КАМАЗ-6282 [Электронный ресурс]: [офиц. сайт]. https://kamaz.ru/production/buses/pdf_062023/Электро-
бус%20KAMAZ-6282.pdf (дата обращения: 04.03.2024).

среднего относительного 𝜀0 изменения парных 
пиковых значений амплитуд колебаний для 
угловой скорости колёс 

Рассматривается торможение в повороте как наиболее тяжёлый случай из-за разгрузки 
внутреннего колеса относительно поворота, что дополнительно снижает силу трения в зоне 
взаимодействия колеса с дорогой. 

В качестве критерия эффективности подавления автоколебаний принято значениесреднего 
относительного 𝜀𝜀𝜀𝜀0 изменения парных пиковых значений амплитуд колебаний для угловой 
скорости колёс 𝜀𝜀𝜀𝜀0𝜔𝜔𝜔𝜔 и для суммарного тормозного момента на ведущем колесе 𝜀𝜀𝜀𝜀0

𝑀𝑀𝑀𝑀т: 
 

𝜀𝜀𝜀𝜀0 =
1
𝑘𝑘𝑘𝑘0
�

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑗𝑗𝑗𝑗0 − 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑝𝑝𝑝𝑝𝑗𝑗𝑗𝑗0

𝑘𝑘𝑘𝑘0

𝑗𝑗𝑗𝑗=1

100%, 

где 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑗𝑗𝑗𝑗0, 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 – j-е парные пиковые значения амплитуды колебаний для системы, не оснащённой 
функцией подавления автоколебаний и с данной функцией; 𝑘𝑘𝑘𝑘0 – число парных пиков на 
реализациях. 

Если 𝜀𝜀𝜀𝜀0 > 0, то функция подавления автоколебаний приводит к снижению пиковых значений 
амплитуд и подавлению автоколебаний. 

На рисунках4, 5, 6, 7 показаны параметры процесса торможения транспортного средства в 
повороте на опорном основании с низким коэффициентом сцепления (лёд, φ = 0,35). 

 
а 

 
б 

Рисунок 4 – Траектория: а – без функции подавления автоколебаний;  
б –с функцией подавления автоколебаний 

Источник: составлено автором. 
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где 𝑝𝑗0, 𝑝𝑗2 – j-е парные пиковые значения ам-
плитуды колебаний для системы, не оснащён-
ной функцией подавления автоколебаний и с 
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реализациях.

Если 𝜀0>0, то функция подавления автоко-
лебаний приводит к снижению пиковых значе-
ний амплитуд и подавлению автоколебаний.

На рисунках4, 5, 6, 7 показаны параметры 
процесса торможения транспортного средства 
в повороте на опорном основании с низким ко-
эффициентом сцепления (лёд, φ = 0,35).
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Рисунок 4 – Траектория:  
а – без функции подавления автоколебаний; 

б – с функцией подавления автоколебаний
Источник: составлено автором.

Figure 4 – Trajectory:  
a – without auto oscillation suppression function; 

b – with auto oscillation suppression function
Source: compiled by the author.
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а

б

Рисунок 5 – Скорость:  
а – без функции подавления автоколебаний; 

б – с функцией подавления автоколебаний
Источник: составлено автором.

Figure 5 – Speed:  
a – without auto oscillation suppression function; 

b – with auto oscillation suppression function
Source: compiled by the author.

а

б

Рисунок 6 – Угловые скорости колёс: 
 а – без функции подавления автоколебаний; 

б – с функцией подавления автоколебаний;  
1 – левое ведущее колесо; 2 – правое ведущее колесо.

Источник: составлено автором.

Figure 6 – Angular velocities of the wheels: 
a – without auto oscillation suppression function; 

b – with auto oscillation suppression function; 
1 – left driving wheel, 2 – right driving wheel

Source: compiled by the author.
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а

б

Рисунок 7 – Тормозные моменты на колёсах: 
а – без функции подавления автоколебаний;  
б – с функцией подавления автоколебаний; 

1 – левое ведущее колесо; 2 – правое ведущее колесо
Источник: составлено автором.

Figure 7 – Braking moments on the wheels: 
a – without auto oscillation suppression function; 

b – with auto oscillation suppression function; 
1 – left driving wheel, 2 – right driving wheel

Source: compiled by author.

При резком торможении с использованием 
обычной АБС на скользкой опорной поверхно-
сти возникают автоколебательные процессы 
вращения колёс (рисунок 6, а) и тормозных 
моментов (рисунок 7, а), что приводит к ухуд-
шению условий сцепления колёс с опорной 
поверхностью и снижению управляемости и 
траекторной устойчивости. В результате ма-

шина не может совершить полноценный ма-
нёвр уклонения от столкновения при торможе-
нии (рисунок 4, а).

На рисунках 8, 9, 10, 11 показаны пара-
метры процесса торможения транспортного 
средства в повороте на опорном основании 
с высоким коэффициентом сцепления (сухой 
асфальт, φ = 0,8).
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а

б

Рисунок 8 – Траектория: а – без функции подавления автоколебаний;
б – с функцией подавления автоколебаний

Источник: составлено автором.

Figure 8 – Trajectory: a – without auto oscillation suppression function;
b – with auto oscillation suppression function

Source: compiled by the author.

а

б

Рисунок 9 –Скорость:  
а – без функции подавления автоколебаний; 

б – с функцией подавления автоколебаний
Источник: составлено автором.

Figure 9 – Speed:  
a – without auto oscillation suppression function; 

b – with auto oscillation suppression function
Source: compiled by the author.
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а

б

Рисунок 10 – Угловые скорости:  
а – без функции подавления автоколебаний; 
б – с функцией подавления автоколебаний;  

1 – левое ведущее колесо;2 – правое ведущее колесо
Источник: составлено автором.

Figure 10 – Angular velocities:
a – without auto oscillation suppression function;

b – with auto oscillation suppression function;
1 – left driving wheel, 2 – right driving wheel.

Source: compiled by the author.

а

б

Рисунок 11 – Тормозные моменты:  
а – без функции подавления автоколебаний; 
б – с функцией подавления автоколебаний;  

1 – левое ведущее колесо; 2 – правое ведущее колесо
Источник: составлено автором.

Figure 11 – Braking moments:
a – without auto oscillation suppression function;

b – with auto oscillation suppression function;
1 – left driving wheel, 2 – right driving wheel.

Source: compiled by the author.
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Анализ представленных результатов моде-
лирования торможения на мокром асфальте 
показывает, что характер работы обычной АБС 
и АБС с функцией подавления автоколебаний 
такой же, как и в случае торможения на льду. 
Наблюдается возбуждение колебательных яв-
лений для угловых скоростей колёс (см. рисунок 
10) и тормозных моментов (см. рисунок 11) для 
машины, оснащённой обычной АБС, что при-
водит к снижению сцепления колёс с дорогой 
и появлению вероятности снижения управляе-
мости и тракторной устойчивости. При приме-
нении АБС с функцией подавления автоколеба-
ний таковых явлений не обнаруживается.

ВЫВОДЫ
Методами аналитического анализа системы 

дифференциальных уравнений движения ко-
лёсной машины при замедлении установлена 
с помощью критерия Бендиксона возможность 
возбуждения автоколебаний несущей системы 
для поступательного движения, ротора тягово-
го электродвигателя для вращательного дви-
жения, а также как для вращательного, так и 
поступательного движения колеса. Возбужде-
ние автоколебаний также подтверждено при 
применении метода имитационного модели-
рования движения транспортного средства, и 
установлена возможность возбуждения авто-
колебательных явлений в зоне контакта рабо-
тоспособности.

Работоспособность и эффективность алго-
ритма подавления автоколебаний в системе 
электромеханического привода ведущих колёс 
транспортного средства подтверждена с помо-
щью методов имитационного моделирования 
движения машины и экспериментальных ис-
следований, что позволяет рекомендовать его 
использование при разработке систем управле-
ния. В случае использования на транспортном 
средстве при торможении на скользкой опор-
ной поверхности АБС с функцией подавления 
автоколебаний уровень автоколебаний угловых 
скоростей вращения колёс (см. рисунок 5, б)  
снизился , уровень суммарных тормозных мо-
ментов на ведущих колесах (см. рисунок 6, б) 
снизился. Манёвр уклонения при торможении 
удаётся выполнить в полном объёме, что сви-
детельствует о повышении управляемости и 
траекторной устойчивости электробуса с АБС 
с функцией подавления автоколебаний.

В случае использования на транспортном 
средстве при торможении на асфальте АБС 
с функцией подавления автоколебаний их 
уровень для угловых скоростей вращения ко-
лёс (см. рисунок 8) снизился на, для суммар-
ных тормозных моментов на ведущих колесах 

(см. рисунок 9) уровень снизился на . Манёвр 
уклонения при торможении удается выпол-
нить в полном объёме, что свидетельствует 
о повышении управляемости и траекторной 
устойчивости электробуса с АБС с функцией 
подавления автоколебаний при торможении на 
скользких опорных поверхностях.

Наблюдаемое увеличение тормозного пути 
на практике будет возникать лишь при воз-
никновении скольжения (выше определённого 
порога), что в последующем приведет к сниже-
нию управляемости и траекторной устойчиво-
сти. При достаточном сцеплении такое явле-
ние наблюдаться не будет, поскольку система 
подавления в данном случае не функциониру-
ет. Для обеспечения эффективности тормоз-
ной системы в дальнейшем следует повысить 
адаптивность системы подавления автоколе-
баний под условия движения.

При этом значения динамических нагрузок в 
приводе также снижаются, повышая показате-
ли надёжности элементов, за счёт уменьшения 
пиковых значений рекуперативных моментов и 
функционирования системы управления.

Практическая ценность исследования за-
ключается в возможности использования пред-
ложенных законов управления для разработки 
системы управления тягового привода транс-
портных машин.
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