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АННОТАЦИЯ
Введение. При проведении капитального ремонта трубопровода для удаления грунта под трубой в на-
стоящее время применяется шанцевый инструмент. Повысить скорость проведения ремонтных работ 
позволяет предложенная автором новая технология разработки грунта под трубопроводом, предусма-
тривающая использование сменного фрезерного рабочего оборудования для гидравлического экскавато-
ра. Целью статьи является теоретическое исследование процесса взаимодействия конструктивных 
элементов фрезерного оборудования с разрабатываемым грунтом.
Методы и материалы. На основе базовых положений теории взаимодействия рабочих органов земле-
ройных машин с грунтом разработана математическая модель работы фрезерного рабочего оборудо-
вания гидравлического экскаватора. Она позволяет получить зависимости сил сопротивления, возни-
кающих на резцах рабочего оборудования, от его конструктивных параметров и физико-механических 
свойств грунта.
Результаты. По результатам анализа полученной зависимости крутящего момента от угла резания 
и угловой скорости вращения фрезерной головки установлено, что наибольшее влияние на крутящий 
момент, требуемый на преодоление сил сопротивления грунта и привода рабочего органа, оказывает 
угловая скорость вращения фрезерной головки. Минимальное значение крутящего момента в изучаемой 
области 50 Н·м наблюдается в точке, где угол резания грунта составляет 45º, а угловая скорость вра-
щения фрезерной головки – 4 рад/сек. Максимальный крутящий момент 215 Н·м отмечен при величине 
угла резания 65º и скорости вращения фрезерной головки 10 рад/сек.
Заключение. По результатам проведенного теоретического исследования процесса резания грунта 
при помощи фрезерного рабочего оборудования экскаватора установлен крутящий момент гидромото-
ра, необходимый для приведения во вращение фрезерной головки. Результаты проведенных теоретиче-
ских исследований рекомендуется использовать для расчета конструктивных и режимных параметров 
при проектировании и создании экспериментального образца фрезерного рабочего оборудования.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: ремонт трубопроводов, подземный трубопровод, экскаватор гидравлический, 
землеройная машина, разработка грунта
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ABSTRACT
Introduction. During the overhaul of the pipeline to remove the soil under the pipe, a trench tool is currently used. 
The new technology of excavation of soil under the pipeline proposed by the authors, which provides for the use of 
replaceable milling working equipment for a hydraulic excavator, makes it possible to increase the speed of repair 
work. The purpose of the article is a theoretical study of the process of interaction between the structural elements 
of milling equipment and the developed soil.
Methods and materials. Based on the basic provisions of the theory of interaction of the working bodies of earth-
moving machines with the soil, a mathematical model of the work of the milling working equipment of a hydraulic 
excavator was created. It makes possible to get the dependence of the resistance forces arising on the cutters of 
the working equipment, on its design parameters and the physical and mechanical properties of the soil.
Results. According to the results of the analysis of the obtained dependence of the torque on the cutting angle and 
the angular speed of rotation of the milling head, it was found that the greatest influence on the torque required to 
overcome the forces of soil resistance and the drive of the working body is exerted by the angular speed of rotation 
of the milling head. The minimum value of the torque in the study area 50 N·m is observed at the point where the 
cutting angle of the soil is 45º, and the angular speed of rotation of the milling head is 4 rad/sec. The maximum 
torque 215 N·m was recorded at a cutting angle of 65º and a milling head speed of 10 rad/sec.
Сonclusions. According to the results of the theoretical study of the process of cutting soil with the help of the 
milling working equipment of the excavator, the torque of the hydraulic motor necessary to rotate the milling head 
was established. The results of the theoretical studies carried out are recommended to be used to calculate the 
design and operating parameters in the design and creation of an experimental sample of milling working equipment.
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ВВЕДЕНИЕ
Россия имеет протяженную и развитую сеть 

газо- и нефтепроводов, эксплуатация которых 
осуществляется на территориях, характери-
зующихся различным природно-ресурсным 
потенциалом. Безопасность, эффективность 
и надежность объектов магистральных трубо-
проводов обеспечивается комплексом мер, в 
том числе поддержанием в исправном состо-
янии путем своевременного выполнения тех-
нического обслуживания и ремонта, своевре-
менной реконструкции морально устаревшего 
или изношенного оборудования. Реализация 
указанных мер требует значительных капи-
тальных вложений и трудовых затрат1,2 [1, 2, 3, 
4, 5, 6, 7, 8]. Необходимо стремиться к высокой 
степени механизации технологических про-
цессов и совершенствованию рабочего обору-
дования машин, используемых для сервисных 
работ при эксплуатации трубопроводов3,4,5,6 [9, 
10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17].

При проведении капитального ремонта 
трубопровода для удаления грунта, располо-
женного непосредственно под трубой, приме-
няют шанцевый инструмент. Однако данная 
технология не позволяет обеспечить высокий 
уровень безопасности выполнения земляных 
работ, увеличивает их трудоемкость и про-
должительность. С той же целью используют 
роторные подкапывающие машины, которые 
перемещаются непосредственно по трубе. 
Однако во время проведения работ на тру-
бопровод оказывается воздействие силовы-
ми захватами. Кроме того, рабочему органу 
требуется внешнее питание от генератора, 
который в свою очередь необходимо переме-
щать вместе с машиной для подкопа. Суще-
ствует решение, предусматривающее уста-
новку пробойника, закрепленного на задней 
стенке ковша экскаватора и позволяющего 
выполнять прокол грунта под трубопроводом. 
Недостатком такой конструкции является ма-
лая эффективность при работе с большими 
диаметрами труб и мерзлыми грунтами. Еще 
одно техническое решение – оборудование в 

1 Халлыев Н. Х. Современные методы ремонта трубопроводов / Н. Х. Халлыев [и др.]. М.: ИРЦ Газпром, 1997. 42 с.
2 Решетников А. Д. Технологические процессы строительства и капитального ремонта магистральных газопроводов в 

сложных природно-климатических условиях. М.: СИП РИА, 2004. 320 с.
3 Технология сооружения газонефтепроводов / Ф. М. Мустафин [и др.]. T. 1. Уфа: Нефтегазовое дело, 2007. 632 с.
4 Аникин Е. А. Эффективные методы ремонта магистральных трубопроводов. М.: ИРЦ Газпром, 2001. 108 с.
5 Организация строительства магистральных трубопроводов / Ю. П. Баталин [и др.]. М.: Недра, 1980. 344 с.
6 Ремонт локальных участков трубопровода / В. Г. Халлыев [и др.]. М.: ИРЦ Газпром, 2001. 73 с.

виде цепного рабочего органа, установленно-
го на экскаватор. Однако эффективность цеп-
ного экскаватора существенно снижается при 
эксплуатации в условиях грунтов с высокой 
влажностью. Известна машина, особенно-
стью которой является одновременное уда-
ление грунта из боковых приямков траншеи 
при помощи цепного рабочего органа и под 
трубопроводом. Однако массогабаритные 
характеристики данной машины не позволя-
ют эксплуатировать ее в местности с мягки-
ми грунтами и при значительном поперечном 
уклоне.

Для решения научно-практической пробле-
мы повышения эффективности ремонтных 
работ и совершенствования используемого в 
процессе их выполнения технологического ин-
струментария автором предложено техниче-
ское решение – сменное фрезерное рабочее 
оборудование для гидравлического экскава-
тора. Его применение позволит повысить ско-
рость проведения ремонтных работ благода-
ря реализации новой технологии разработки 
грунта под трубопроводом. Целью представ-
ленного в настоящей статье исследования 
является создание математической модели 
процесса взаимодействия конструктивных 
элементов разработанного фрезерного обору-
дования гидравлического экскаватора с грун-
том.

Фрезерное рабочее оборудование для 
подкопа трубопровода, установленное на ба-
зовую машину – экскаватор, представлено в 
виде схемы на рисунке 1. Им заменяется ковш 
экскаватора после откапывания трубопровода 
сверху и с обеих сторон. Перед началом раз-
работки грунта под трубой стрела 1 и рукоять 
3 экскаватора располагаются перпендикуляр-
но трубопроводу. Шток гидроцилиндра управ-
ления оборудованием 4 максимально выдви-
нут, рабочий орган опущен. Далее рабочее 
оборудование опускают в приямок траншеи. 
Движением штока гидроцилиндра 4 вверх про-
исходит поворот телескопического цилиндра 8 
и рабочего оборудования на угол 90° к грунту 
под трубопроводом. 
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Поступательное движение фрезерной го-
ловки 10 для разработки и удаления грунта 
из-под трубопровода обеспечивается выдви-
жением телескопического цилиндра 8. Уста-
новленные на фрезерной головке 10 резцы 11 
осуществляют эффективное разрушение раз-

рабатываемого грунта, а шнек 12 – его удале-
ние из зоны разработки.

Для лучшего понимания расположения рез-
цов на рисунке 2 представлен общий вид фре-
зерного рабочего оборудования.

Рисунок 1 – Экскаватор со сменным фрезерным оборудованием:
1 – стрела; 2 – гидроцилиндр управления рукоятью; 3 – рукоять;  

4 – гидроцилиндр управления оборудованием;  
5 и 6 – рычаги, соединенные с гидроцилиндром управления; 

7 – кронштейн; 8 – телескопический цилиндр; 9 – гидравлический привод; 
10 – фрезерная головка; 11 – резцы; 12 – шнек

Источник: составлено автором.

Figure 1 –Excavator with replaceable milling equipment
1 – boom; 2 – stick hydraulic cylinder; 3 – stick; 4 – bucket hydraulic cylinder;

5 и 6 – linkage connected to the control hydraulic cylinder; 7 – bracket;
8 – telescopic cylinder; 9 – hydraulic drive;10 – milling head; 11 – cutter; 12 – screw

Source: compiled by the author.

Рисунок 2 – Общий вид фрезерного рабочего оборудования
Источник: составлено автором.

Figure 2 – General view of the milling working equipment
Source: compiled by the author.
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МЕТОДЫ И МАТЕРИАЛЫ
На основе базовых положений теории вза-

имодействия рабочих органов землеройных 
машин с грунтом создана математическая 
модель работы фрезерного рабочего обору-
дования гидравлического экскаватора. Она 
позволяет получить зависимости сил сопро-
тивления, возникающих на резцах рабочего 
оборудования, от его конструктивных параме-
тров и физико-механических свойств грунта.

Резец рабочего оборудования состоит из 
наконечника, корпуса и цилиндрической за-
жимной гильзы. Наконечник представляет со-
бой усеченный конус. Силы сопротивления на 
резцах возникают как от вращательного, так 
и от поступательного движения рабочего ор-
гана. Однако, основываясь на принципе неза-
висимости действия сил, определять их значе-
ния возможно, рассматривая вращательное и 
поступательное движение отдельно.

Расчетная схема для исследования вза-
имодействия наконечника резца с грунтом 
представлена на рисунке 3. Расчетная схема 
строится следующим образом:

1. Строим окружность, по которой дви-
жется наконечник резца, радиусом ОК = RТ, где 
RТ – радиус отверстия после прохода фрезер-
ной головки.

2. Проводим перпендикуляр, касатель-
ный к окружности в точке К.

3. Под углом резания αр к касательной 
проводим осевую линию конуса и строим кон-
тур конуса, LK = a, где a – расстояние передне-
го основания конуса от точки К.

4. С началом в точке L строим систему 
координат x,y,z, неподвижно связанную с ко-
нусом.

5. Из центра окружности О проводим 
перпендикуляр ОМ к осевой линии конуса.

Рассмотрим произвольную точку на по-
верхности наконечника с координатами x, y, z. 

Зависимость для расчета вектора скорости 
движения произвольной точки определяется 
выражением 7:

 
 

Рисунок 3 – Расчетная схема для исследования взаимодействия наконечника резца с грунтом: 
М – точка, через которую проходит перпендикуляр, проведенный через ось вращения, к оси z;  

К – точка, через которую проходит перпендикуляр от оси вращения к касательной;  
L – точка пересечения осей x и z; ось y не обозначена, направлена перпендикулярно осям x и z;  

O – ось вращения фрезерной головки; ω – угловая скорость вращения фрезерной головки;  
αр – угол резания 

Источник: составлено авторами. 
 

Figure 3 – Calculation scheme for studying the interaction of the tip of the cutter with the soil 
М – the point through which the perpendicular drawn through the axis of rotation passes to the z-axis;  

К – point through which the perpendicular passes from the axis of rotation to the tangent;  
L – point of intersection of the x and z axes; the y-axis is not marked,  

it is directed perpendicular to the x and z axes; O – axis of rotation of the milling head;  
ω – angular speed of rotation of the milling head; αр – cutting angle 

Source: compiled by the authors. 
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ϑ�⃗ =  (МК − LK − z)ωı⃗ − (OM − x)ωk�⃗ ,     (1) 
 

где 𝚤𝚤𝚤𝚤, 𝑘𝑘𝑘𝑘�⃗  – единичные векторы. 
Учитывая, что 
 

МК = RT sinαр, ОМ = RT cosαр,       
 

где RT – радиус отверстия после прохода фрезерной головки, положим LK = a. Тогда из выражения 
(1) следует 
 

 
7 Ионов В.Н., Огибалов П. М. Прочность пространственных элементов конструкций. М.: Высшая школа, 1980. 440 с. 
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dNy = dN·ny = dNsinφ·cosα;      (7) 
 

dNz = dN·nz = dNsinα;      (8) 
 

где nx, ny, nz – проекции единичного вектора 𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗ . 

(2)

Переходим к полярной системе координат, имея в виду, что

ϑ�⃗ =  �RТsinαр − a − z�ωı⃗ − �RТcosαр − x�ωk�⃗ .      
 

Единичный вектор нормали в произвольной точке усеченного конуса определяется 
зависимостью 

 
n�⃗ =  xcosα

r+ztgα
ı⃗ +  ycosα

r+ztgα
ȷ⃗ −  sinα k�⃗  ,       

 
где r – радиус верхней части наконечника резца; ȷ⃗ – единичный вектор; α – угол наклона нормали к 
соответствующей оси. 

Находим скалярное произведение векторов ϑ�⃗  и n�⃗  : 
 

ϑ�⃗ · n�⃗ = xcosα
r+ztgα

�RТsinαр − a − z�ω + �RТcosαр − x�ωsinα = ϑcos�ϑ�⃗ ^n�⃗ � .  (2) 
 

Переходим к полярной системе координат, имея в виду, что 
 

x = ρ·cosφ; r + z·tgα = ρ;  z = (ρ – r)·ctgα,     (3) 
 

где ρ – полярный радиус; φ – полярный угол. 
С учетом соотношений (3) выражение (2) принимает вид 
 

ϑcos�ϑ�⃗ ^n�⃗ � = ω ∙ ��RТsinαр − a − (ρ − r)ctgα)cosφcosα + �RТcosαр − ρcosφ�sinα] .  (4) 
 

Нормальное давление в произвольной точке боковой поверхности наконечника составит 
 

P =  γ0
1−b1

�ϑ ∙ cos�ϑ�⃗ ^n�⃗ ��
2
,       

 
где γ0 – плотность грунта; b1 – сжимаемость грунта. 

С учетом выражения (4) находим [18]: 
 

P =  γ0∙ω
2

1−b1
∙ ��RТsinαр − a −(ρ − r)ctgα�cosφcosα + �RТcosαр − ρcosφ�sinα�2.  (5) 

 
Элементарное нормальное усилие на поверхности усеченного конуса найдем из выражения 
 

dN = PdS
sinα

= Pρ dρdφ
sinα

,        
 

где S – площадь взаимодействия грунта с наконечником резца. 
Или в векторной форме 
 

dN�����⃗ = dNxı⃗ + dNyȷ⃗ + dNzk�⃗  ,       
 

где  
 

dNx = dN·nx = dNcosφ·cosα;     (6) 
 

dNy = dN·ny = dNsinφ·cosα;      (7) 
 

dNz = dN·nz = dNsinα;      (8) 
 

где nx, ny, nz – проекции единичного вектора 𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗ . 

(3)

где ρ – полярный радиус; φ – полярный угол.
С учетом соотношений (3) выражение (2) принимает вид

ϑ�⃗ =  �RТsinαр − a − z�ωı⃗ − �RТcosαр − x�ωk�⃗ .      
 

Единичный вектор нормали в произвольной точке усеченного конуса определяется 
зависимостью 

 
n�⃗ =  xcosα

r+ztgα
ı⃗ +  ycosα

r+ztgα
ȷ⃗ −  sinα k�⃗  ,       

 
где r – радиус верхней части наконечника резца; ȷ⃗ – единичный вектор; α – угол наклона нормали к 
соответствующей оси. 

Находим скалярное произведение векторов ϑ�⃗  и n�⃗  : 
 

ϑ�⃗ · n�⃗ = xcosα
r+ztgα

�RТsinαр − a − z�ω + �RТcosαр − x�ωsinα = ϑcos�ϑ�⃗ ^n�⃗ � .  (2) 
 

Переходим к полярной системе координат, имея в виду, что 
 

x = ρ·cosφ; r + z·tgα = ρ;  z = (ρ – r)·ctgα,     (3) 
 

где ρ – полярный радиус; φ – полярный угол. 
С учетом соотношений (3) выражение (2) принимает вид 
 

ϑcos�ϑ�⃗ ^n�⃗ � = ω ∙ ��RТsinαр − a − (ρ − r)ctgα)cosφcosα + �RТcosαр − ρcosφ�sinα] .  (4) 
 

Нормальное давление в произвольной точке боковой поверхности наконечника составит 
 

P =  γ0
1−b1

�ϑ ∙ cos�ϑ�⃗ ^n�⃗ ��
2
,       

 
где γ0 – плотность грунта; b1 – сжимаемость грунта. 

С учетом выражения (4) находим [18]: 
 

P =  γ0∙ω
2

1−b1
∙ ��RТsinαр − a −(ρ − r)ctgα�cosφcosα + �RТcosαр − ρcosφ�sinα�2.  (5) 

 
Элементарное нормальное усилие на поверхности усеченного конуса найдем из выражения 
 

dN = PdS
sinα

= Pρ dρdφ
sinα

,        
 

где S – площадь взаимодействия грунта с наконечником резца. 
Или в векторной форме 
 

dN�����⃗ = dNxı⃗ + dNyȷ⃗ + dNzk�⃗  ,       
 

где  
 

dNx = dN·nx = dNcosφ·cosα;     (6) 
 

dNy = dN·ny = dNsinφ·cosα;      (7) 
 

dNz = dN·nz = dNsinα;      (8) 
 

где nx, ny, nz – проекции единичного вектора 𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗ . 

(4)

Нормальное давление в произвольной точке боковой поверхности наконечника составит

ϑ�⃗ =  �RТsinαр − a − z�ωı⃗ − �RТcosαр − x�ωk�⃗ .      
 

Единичный вектор нормали в произвольной точке усеченного конуса определяется 
зависимостью 

 
n�⃗ =  xcosα

r+ztgα
ı⃗ +  ycosα

r+ztgα
ȷ⃗ −  sinα k�⃗  ,       

 
где r – радиус верхней части наконечника резца; ȷ⃗ – единичный вектор; α – угол наклона нормали к 
соответствующей оси. 

Находим скалярное произведение векторов ϑ�⃗  и n�⃗  : 
 

ϑ�⃗ · n�⃗ = xcosα
r+ztgα

�RТsinαр − a − z�ω + �RТcosαр − x�ωsinα = ϑcos�ϑ�⃗ ^n�⃗ � .  (2) 
 

Переходим к полярной системе координат, имея в виду, что 
 

x = ρ·cosφ; r + z·tgα = ρ;  z = (ρ – r)·ctgα,     (3) 
 

где ρ – полярный радиус; φ – полярный угол. 
С учетом соотношений (3) выражение (2) принимает вид 
 

ϑcos�ϑ�⃗ ^n�⃗ � = ω ∙ ��RТsinαр − a − (ρ − r)ctgα)cosφcosα + �RТcosαр − ρcosφ�sinα] .  (4) 
 

Нормальное давление в произвольной точке боковой поверхности наконечника составит 
 

P =  γ0
1−b1

�ϑ ∙ cos�ϑ�⃗ ^n�⃗ ��
2
,       

 
где γ0 – плотность грунта; b1 – сжимаемость грунта. 

С учетом выражения (4) находим [18]: 
 

P =  γ0∙ω
2

1−b1
∙ ��RТsinαр − a −(ρ − r)ctgα�cosφcosα + �RТcosαр − ρcosφ�sinα�2.  (5) 

 
Элементарное нормальное усилие на поверхности усеченного конуса найдем из выражения 
 

dN = PdS
sinα

= Pρ dρdφ
sinα

,        
 

где S – площадь взаимодействия грунта с наконечником резца. 
Или в векторной форме 
 

dN�����⃗ = dNxı⃗ + dNyȷ⃗ + dNzk�⃗  ,       
 

где  
 

dNx = dN·nx = dNcosφ·cosα;     (6) 
 

dNy = dN·ny = dNsinφ·cosα;      (7) 
 

dNz = dN·nz = dNsinα;      (8) 
 

где nx, ny, nz – проекции единичного вектора 𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗ . 

где γ0 – плотность грунта; b1 – сжимаемость грунта.
С учетом выражения (4) находим [18]:

ϑ�⃗ =  �RТsinαр − a − z�ωı⃗ − �RТcosαр − x�ωk�⃗ .      
 

Единичный вектор нормали в произвольной точке усеченного конуса определяется 
зависимостью 

 
n�⃗ =  xcosα

r+ztgα
ı⃗ +  ycosα

r+ztgα
ȷ⃗ −  sinα k�⃗  ,       

 
где r – радиус верхней части наконечника резца; ȷ⃗ – единичный вектор; α – угол наклона нормали к 
соответствующей оси. 

Находим скалярное произведение векторов ϑ�⃗  и n�⃗  : 
 

ϑ�⃗ · n�⃗ = xcosα
r+ztgα

�RТsinαр − a − z�ω + �RТcosαр − x�ωsinα = ϑcos�ϑ�⃗ ^n�⃗ � .  (2) 
 

Переходим к полярной системе координат, имея в виду, что 
 

x = ρ·cosφ; r + z·tgα = ρ;  z = (ρ – r)·ctgα,     (3) 
 

где ρ – полярный радиус; φ – полярный угол. 
С учетом соотношений (3) выражение (2) принимает вид 
 

ϑcos�ϑ�⃗ ^n�⃗ � = ω ∙ ��RТsinαр − a − (ρ − r)ctgα)cosφcosα + �RТcosαр − ρcosφ�sinα] .  (4) 
 

Нормальное давление в произвольной точке боковой поверхности наконечника составит 
 

P =  γ0
1−b1

�ϑ ∙ cos�ϑ�⃗ ^n�⃗ ��
2
,       

 
где γ0 – плотность грунта; b1 – сжимаемость грунта. 

С учетом выражения (4) находим [18]: 
 

P =  γ0∙ω
2

1−b1
∙ ��RТsinαр − a −(ρ − r)ctgα�cosφcosα + �RТcosαр − ρcosφ�sinα�2.  (5) 

 
Элементарное нормальное усилие на поверхности усеченного конуса найдем из выражения 
 

dN = PdS
sinα

= Pρ dρdφ
sinα

,        
 

где S – площадь взаимодействия грунта с наконечником резца. 
Или в векторной форме 
 

dN�����⃗ = dNxı⃗ + dNyȷ⃗ + dNzk�⃗  ,       
 

где  
 

dNx = dN·nx = dNcosφ·cosα;     (6) 
 

dNy = dN·ny = dNsinφ·cosα;      (7) 
 

dNz = dN·nz = dNsinα;      (8) 
 

где nx, ny, nz – проекции единичного вектора 𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗ . 

(5)

Элементарное нормальное усилие на поверхности усеченного конуса найдем из выражения

ϑ�⃗ =  �RТsinαр − a − z�ωı⃗ − �RТcosαр − x�ωk�⃗ .      
 

Единичный вектор нормали в произвольной точке усеченного конуса определяется 
зависимостью 

 
n�⃗ =  xcosα

r+ztgα
ı⃗ +  ycosα

r+ztgα
ȷ⃗ −  sinα k�⃗  ,       

 
где r – радиус верхней части наконечника резца; ȷ⃗ – единичный вектор; α – угол наклона нормали к 
соответствующей оси. 

Находим скалярное произведение векторов ϑ�⃗  и n�⃗  : 
 

ϑ�⃗ · n�⃗ = xcosα
r+ztgα

�RТsinαр − a − z�ω + �RТcosαр − x�ωsinα = ϑcos�ϑ�⃗ ^n�⃗ � .  (2) 
 

Переходим к полярной системе координат, имея в виду, что 
 

x = ρ·cosφ; r + z·tgα = ρ;  z = (ρ – r)·ctgα,     (3) 
 

где ρ – полярный радиус; φ – полярный угол. 
С учетом соотношений (3) выражение (2) принимает вид 
 

ϑcos�ϑ�⃗ ^n�⃗ � = ω ∙ ��RТsinαр − a − (ρ − r)ctgα)cosφcosα + �RТcosαр − ρcosφ�sinα] .  (4) 
 

Нормальное давление в произвольной точке боковой поверхности наконечника составит 
 

P =  γ0
1−b1

�ϑ ∙ cos�ϑ�⃗ ^n�⃗ ��
2
,       

 
где γ0 – плотность грунта; b1 – сжимаемость грунта. 

С учетом выражения (4) находим [18]: 
 

P =  γ0∙ω
2

1−b1
∙ ��RТsinαр − a −(ρ − r)ctgα�cosφcosα + �RТcosαр − ρcosφ�sinα�2.  (5) 

 
Элементарное нормальное усилие на поверхности усеченного конуса найдем из выражения 
 

dN = PdS
sinα

= Pρ dρdφ
sinα

,        
 

где S – площадь взаимодействия грунта с наконечником резца. 
Или в векторной форме 
 

dN�����⃗ = dNxı⃗ + dNyȷ⃗ + dNzk�⃗  ,       
 

где  
 

dNx = dN·nx = dNcosφ·cosα;     (6) 
 

dNy = dN·ny = dNsinφ·cosα;      (7) 
 

dNz = dN·nz = dNsinα;      (8) 
 

где nx, ny, nz – проекции единичного вектора 𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗ . 

где S – площадь взаимодействия грунта с наконечником резца.
Или в векторной форме

ϑ�⃗ =  �RТsinαр − a − z�ωı⃗ − �RТcosαр − x�ωk�⃗ .      
 

Единичный вектор нормали в произвольной точке усеченного конуса определяется 
зависимостью 

 
n�⃗ =  xcosα

r+ztgα
ı⃗ +  ycosα

r+ztgα
ȷ⃗ −  sinα k�⃗  ,       

 
где r – радиус верхней части наконечника резца; ȷ⃗ – единичный вектор; α – угол наклона нормали к 
соответствующей оси. 

Находим скалярное произведение векторов ϑ�⃗  и n�⃗  : 
 

ϑ�⃗ · n�⃗ = xcosα
r+ztgα

�RТsinαр − a − z�ω + �RТcosαр − x�ωsinα = ϑcos�ϑ�⃗ ^n�⃗ � .  (2) 
 

Переходим к полярной системе координат, имея в виду, что 
 

x = ρ·cosφ; r + z·tgα = ρ;  z = (ρ – r)·ctgα,     (3) 
 

где ρ – полярный радиус; φ – полярный угол. 
С учетом соотношений (3) выражение (2) принимает вид 
 

ϑcos�ϑ�⃗ ^n�⃗ � = ω ∙ ��RТsinαр − a − (ρ − r)ctgα)cosφcosα + �RТcosαр − ρcosφ�sinα] .  (4) 
 

Нормальное давление в произвольной точке боковой поверхности наконечника составит 
 

P =  γ0
1−b1

�ϑ ∙ cos�ϑ�⃗ ^n�⃗ ��
2
,       

 
где γ0 – плотность грунта; b1 – сжимаемость грунта. 

С учетом выражения (4) находим [18]: 
 

P =  γ0∙ω
2

1−b1
∙ ��RТsinαр − a −(ρ − r)ctgα�cosφcosα + �RТcosαр − ρcosφ�sinα�2.  (5) 

 
Элементарное нормальное усилие на поверхности усеченного конуса найдем из выражения 
 

dN = PdS
sinα

= Pρ dρdφ
sinα

,        
 

где S – площадь взаимодействия грунта с наконечником резца. 
Или в векторной форме 
 

dN�����⃗ = dNxı⃗ + dNyȷ⃗ + dNzk�⃗  ,       
 

где  
 

dNx = dN·nx = dNcosφ·cosα;     (6) 
 

dNy = dN·ny = dNsinφ·cosα;      (7) 
 

dNz = dN·nz = dNsinα;      (8) 
 

где nx, ny, nz – проекции единичного вектора 𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗ . 

где 

ϑ�⃗ =  �RТsinαр − a − z�ωı⃗ − �RТcosαр − x�ωk�⃗ .      
 

Единичный вектор нормали в произвольной точке усеченного конуса определяется 
зависимостью 

 
n�⃗ =  xcosα

r+ztgα
ı⃗ +  ycosα

r+ztgα
ȷ⃗ −  sinα k�⃗  ,       

 
где r – радиус верхней части наконечника резца; ȷ⃗ – единичный вектор; α – угол наклона нормали к 
соответствующей оси. 

Находим скалярное произведение векторов ϑ�⃗  и n�⃗  : 
 

ϑ�⃗ · n�⃗ = xcosα
r+ztgα

�RТsinαр − a − z�ω + �RТcosαр − x�ωsinα = ϑcos�ϑ�⃗ ^n�⃗ � .  (2) 
 

Переходим к полярной системе координат, имея в виду, что 
 

x = ρ·cosφ; r + z·tgα = ρ;  z = (ρ – r)·ctgα,     (3) 
 

где ρ – полярный радиус; φ – полярный угол. 
С учетом соотношений (3) выражение (2) принимает вид 
 

ϑcos�ϑ�⃗ ^n�⃗ � = ω ∙ ��RТsinαр − a − (ρ − r)ctgα)cosφcosα + �RТcosαр − ρcosφ�sinα] .  (4) 
 

Нормальное давление в произвольной точке боковой поверхности наконечника составит 
 

P =  γ0
1−b1

�ϑ ∙ cos�ϑ�⃗ ^n�⃗ ��
2
,       

 
где γ0 – плотность грунта; b1 – сжимаемость грунта. 

С учетом выражения (4) находим [18]: 
 

P =  γ0∙ω
2

1−b1
∙ ��RТsinαр − a −(ρ − r)ctgα�cosφcosα + �RТcosαр − ρcosφ�sinα�2.  (5) 

 
Элементарное нормальное усилие на поверхности усеченного конуса найдем из выражения 
 

dN = PdS
sinα

= Pρ dρdφ
sinα

,        
 

где S – площадь взаимодействия грунта с наконечником резца. 
Или в векторной форме 
 

dN�����⃗ = dNxı⃗ + dNyȷ⃗ + dNzk�⃗  ,       
 

где  
 

dNx = dN·nx = dNcosφ·cosα;     (6) 
 

dNy = dN·ny = dNsinφ·cosα;      (7) 
 

dNz = dN·nz = dNsinα;      (8) 
 

где nx, ny, nz – проекции единичного вектора 𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗ . 

(6)

ϑ�⃗ =  �RТsinαр − a − z�ωı⃗ − �RТcosαр − x�ωk�⃗ .      
 

Единичный вектор нормали в произвольной точке усеченного конуса определяется 
зависимостью 

 
n�⃗ =  xcosα

r+ztgα
ı⃗ +  ycosα

r+ztgα
ȷ⃗ −  sinα k�⃗  ,       

 
где r – радиус верхней части наконечника резца; ȷ⃗ – единичный вектор; α – угол наклона нормали к 
соответствующей оси. 

Находим скалярное произведение векторов ϑ�⃗  и n�⃗  : 
 

ϑ�⃗ · n�⃗ = xcosα
r+ztgα

�RТsinαр − a − z�ω + �RТcosαр − x�ωsinα = ϑcos�ϑ�⃗ ^n�⃗ � .  (2) 
 

Переходим к полярной системе координат, имея в виду, что 
 

x = ρ·cosφ; r + z·tgα = ρ;  z = (ρ – r)·ctgα,     (3) 
 

где ρ – полярный радиус; φ – полярный угол. 
С учетом соотношений (3) выражение (2) принимает вид 
 

ϑcos�ϑ�⃗ ^n�⃗ � = ω ∙ ��RТsinαр − a − (ρ − r)ctgα)cosφcosα + �RТcosαр − ρcosφ�sinα] .  (4) 
 

Нормальное давление в произвольной точке боковой поверхности наконечника составит 
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где γ0 – плотность грунта; b1 – сжимаемость грунта. 

С учетом выражения (4) находим [18]: 
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Элементарный момент от сил нормального давления:Элементарный момент от сил нормального давления: 

dMσ = dNx·(MК – LK – z) + dNz·(OM – x)= 

=dNx·(RTsinα – α – (ρ – r)ctgα) + dNz·(RTcosα – ρcosφ). (9) 

С учетом выражений (6), (7), (8) из зависимости (9) следует: 

dMσ = dN·[cosφ·cosα·(RTsinα – a – (ρ – r)ctgα) + sinα·(RTcosα – cosφ)]. 

Суммарный момент от сил нормального давления на наконечник резца определяется из 
двойного интеграла: 

Mσ = ∫ ∫ Pρ dρdφ
sinα

[cosφcosα(RТsinα − a −(ρ − r)ctgα) + sinα(RТcosα − ρcosφ)].𝜋𝜋𝜋𝜋
0

𝑅𝑅𝑅𝑅
𝑟𝑟𝑟𝑟  (10) 

Двойной интеграл вычисляется в области полукольца, ограниченного радиусами R и r. Исходя 
из этого, в формуле (10) устанавливаются соответствующие пределы интегрирования. Определим 
момент, возникающий на поверхности наконечника резца от сил трения о грунт. Элементарная 
сила трения на поверхности усеченного конуса в векторной форме находится из выражения 

dT����⃗ = PdS
sinα

∙ μ0 ∙ τ�⃗ =  dTxı⃗ + dTyȷ⃗ + dTzk�⃗  ,

где μ0 – коэффициент трения; τ�⃗  – вектор единичной силы трения; 

�τ⃗  = cosφsinα ∙ ı⃗ + sinφsinα ∙ ȷ⃗  + cosα ∙ �k⃗ ; 

dTx = dTcosφ sinα; 

dTy = dTsinφ sinα; 

dTz = dTcosα, 

где dT – элементарная сила трения. 
Элементарный момент от сил трения на боковой поверхности усеченного конуса определяется 

как 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑀𝑀𝑀𝑀Т = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑇𝑇𝑇𝑇𝑥𝑥𝑥𝑥 ∙ (𝑅𝑅𝑅𝑅Т𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑛𝑛𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑧𝑧𝑧𝑧) +  𝑑𝑑𝑑𝑑𝑇𝑇𝑇𝑇𝑧𝑧𝑧𝑧 ∙ (𝑅𝑅𝑅𝑅Тco𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝑥𝑥𝑥𝑥) = 
= 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑇𝑇𝑇𝑇[𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑛𝑛𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑅𝑅𝑅𝑅Т𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑛𝑛𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 − (𝜌𝜌𝜌𝜌 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠) + 

+𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑅𝑅𝑅𝑅Тco𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝜌𝜌𝜌𝜌𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐)] 

Исходя из установленных зависимостей, получим суммарный момент от сил трения 

Mт = ∫ ∫ Pρdρdφ
sinα

∙ μ0 ∙ [cosα𝜋𝜋𝜋𝜋
0 (RТcosα − ρcosφ) + cosφsinα(RТsinα − a − (ρ − r)ctgα)]𝑅𝑅𝑅𝑅

𝑟𝑟𝑟𝑟 . (11) 

РЕЗУЛЬТАТЫ 

Для решения двойных интегралов (10) и (11) были разработаны программы с использованием 
языка программирования Matlab. Для построения зависимости в графическим виде приняты 
следующие значения. Полярный угол φ (0 – π рад.). Угол резания α (45–65 град.) основан на 
характеристиках существующих аналогов фрезерного рабочего оборудования. Полярный радиус ρ 
составляет 0,015 м; P – нормальное давление, 200000 Н/м2; μ0 – коэффициент трения, 0.3; RT = 
радиус отверстия после прохода фрезерной головки, 0,4 м; a – радиус резца, 0,015 м; r – радиус 

(9)

С учетом выражений (6), (7), (8) из зависимости (9) следует:

Элементарный момент от сил нормального давления: 

dMσ = dNx·(MК – LK – z) + dNz·(OM – x)= 

=dNx·(RTsinα – α – (ρ – r)ctgα) + dNz·(RTcosα – ρcosφ). (9) 

С учетом выражений (6), (7), (8) из зависимости (9) следует: 

dMσ = dN·[cosφ·cosα·(RTsinα – a – (ρ – r)ctgα) + sinα·(RTcosα – cosφ)]. 

Суммарный момент от сил нормального давления на наконечник резца определяется из 
двойного интеграла: 

Mσ = ∫ ∫ Pρ dρdφ
sinα

[cosφcosα(RТsinα − a −(ρ − r)ctgα) + sinα(RТcosα − ρcosφ)].𝜋𝜋𝜋𝜋
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𝑅𝑅𝑅𝑅
𝑟𝑟𝑟𝑟  (10) 

Двойной интеграл вычисляется в области полукольца, ограниченного радиусами R и r. Исходя 
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сила трения на поверхности усеченного конуса в векторной форме находится из выражения 
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где μ0 – коэффициент трения; τ�⃗  – вектор единичной силы трения; 

�τ⃗  = cosφsinα ∙ ı⃗ + sinφsinα ∙ ȷ⃗  + cosα ∙ �k⃗ ; 

dTx = dTcosφ sinα; 

dTy = dTsinφ sinα; 

dTz = dTcosα, 

где dT – элементарная сила трения. 
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= 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑇𝑇𝑇𝑇[𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑛𝑛𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑅𝑅𝑅𝑅Т𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑛𝑛𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 − (𝜌𝜌𝜌𝜌 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠) + 

+𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑅𝑅𝑅𝑅Тco𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝜌𝜌𝜌𝜌𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐)] 

Исходя из установленных зависимостей, получим суммарный момент от сил трения 

Mт = ∫ ∫ Pρdρdφ
sinα

∙ μ0 ∙ [cosα𝜋𝜋𝜋𝜋
0 (RТcosα − ρcosφ) + cosφsinα(RТsinα − a − (ρ − r)ctgα)]𝑅𝑅𝑅𝑅

𝑟𝑟𝑟𝑟 . (11) 

РЕЗУЛЬТАТЫ 

Для решения двойных интегралов (10) и (11) были разработаны программы с использованием 
языка программирования Matlab. Для построения зависимости в графическим виде приняты 
следующие значения. Полярный угол φ (0 – π рад.). Угол резания α (45–65 град.) основан на 
характеристиках существующих аналогов фрезерного рабочего оборудования. Полярный радиус ρ 
составляет 0,015 м; P – нормальное давление, 200000 Н/м2; μ0 – коэффициент трения, 0.3; RT = 
радиус отверстия после прохода фрезерной головки, 0,4 м; a – радиус резца, 0,015 м; r – радиус 

(10)

Двойной интеграл вычисляется в области полукольца, ограниченного радиусами R и r. Исходя 
из этого, в формуле (10) устанавливаются соответствующие пределы интегрирования. Опреде-
лим момент, возникающий на поверхности наконечника резца от сил трения о грунт. Элементар-
ная сила трения на поверхности усеченного конуса в векторной форме находится из выражения

Элементарный момент от сил нормального давления: 

dMσ = dNx·(MК – LK – z) + dNz·(OM – x)= 

=dNx·(RTsinα – α – (ρ – r)ctgα) + dNz·(RTcosα – ρcosφ). (9) 

С учетом выражений (6), (7), (8) из зависимости (9) следует: 

dMσ = dN·[cosφ·cosα·(RTsinα – a – (ρ – r)ctgα) + sinα·(RTcosα – cosφ)]. 

Суммарный момент от сил нормального давления на наконечник резца определяется из 
двойного интеграла: 

Mσ = ∫ ∫ Pρ dρdφ
sinα

[cosφcosα(RТsinα − a −(ρ − r)ctgα) + sinα(RТcosα − ρcosφ)].𝜋𝜋𝜋𝜋
0

𝑅𝑅𝑅𝑅
𝑟𝑟𝑟𝑟  (10) 

Двойной интеграл вычисляется в области полукольца, ограниченного радиусами R и r. Исходя 
из этого, в формуле (10) устанавливаются соответствующие пределы интегрирования. Определим 
момент, возникающий на поверхности наконечника резца от сил трения о грунт. Элементарная 
сила трения на поверхности усеченного конуса в векторной форме находится из выражения 

dT����⃗ = PdS
sinα

∙ μ0 ∙ τ�⃗ =  dTxı⃗ + dTyȷ⃗ + dTzk�⃗  ,

где μ0 – коэффициент трения; τ�⃗  – вектор единичной силы трения; 

�τ⃗  = cosφsinα ∙ ı⃗ + sinφsinα ∙ ȷ⃗  + cosα ∙ �k⃗ ; 

dTx = dTcosφ sinα; 

dTy = dTsinφ sinα; 

dTz = dTcosα, 

где dT – элементарная сила трения. 
Элементарный момент от сил трения на боковой поверхности усеченного конуса определяется 

как 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑀𝑀𝑀𝑀Т = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑇𝑇𝑇𝑇𝑥𝑥𝑥𝑥 ∙ (𝑅𝑅𝑅𝑅Т𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑛𝑛𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑧𝑧𝑧𝑧) +  𝑑𝑑𝑑𝑑𝑇𝑇𝑇𝑇𝑧𝑧𝑧𝑧 ∙ (𝑅𝑅𝑅𝑅Тco𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝑥𝑥𝑥𝑥) = 
= 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑇𝑇𝑇𝑇[𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑛𝑛𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑅𝑅𝑅𝑅Т𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑛𝑛𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 − (𝜌𝜌𝜌𝜌 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠) + 

+𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑅𝑅𝑅𝑅Тco𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝜌𝜌𝜌𝜌𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐)] 

Исходя из установленных зависимостей, получим суммарный момент от сил трения 

Mт = ∫ ∫ Pρdρdφ
sinα

∙ μ0 ∙ [cosα𝜋𝜋𝜋𝜋
0 (RТcosα − ρcosφ) + cosφsinα(RТsinα − a − (ρ − r)ctgα)]𝑅𝑅𝑅𝑅

𝑟𝑟𝑟𝑟 . (11) 

РЕЗУЛЬТАТЫ 

Для решения двойных интегралов (10) и (11) были разработаны программы с использованием 
языка программирования Matlab. Для построения зависимости в графическим виде приняты 
следующие значения. Полярный угол φ (0 – π рад.). Угол резания α (45–65 град.) основан на 
характеристиках существующих аналогов фрезерного рабочего оборудования. Полярный радиус ρ 
составляет 0,015 м; P – нормальное давление, 200000 Н/м2; μ0 – коэффициент трения, 0.3; RT = 
радиус отверстия после прохода фрезерной головки, 0,4 м; a – радиус резца, 0,015 м; r – радиус 

где μ0 – коэффициент трения; 

Элементарный момент от сил нормального давления: 

dMσ = dNx·(MК – LK – z) + dNz·(OM – x)= 

=dNx·(RTsinα – α – (ρ – r)ctgα) + dNz·(RTcosα – ρcosφ). (9) 

С учетом выражений (6), (7), (8) из зависимости (9) следует: 

dMσ = dN·[cosφ·cosα·(RTsinα – a – (ρ – r)ctgα) + sinα·(RTcosα – cosφ)]. 

Суммарный момент от сил нормального давления на наконечник резца определяется из 
двойного интеграла: 

Mσ = ∫ ∫ Pρ dρdφ
sinα

[cosφcosα(RТsinα − a −(ρ − r)ctgα) + sinα(RТcosα − ρcosφ)].𝜋𝜋𝜋𝜋
0

𝑅𝑅𝑅𝑅
𝑟𝑟𝑟𝑟  (10) 

Двойной интеграл вычисляется в области полукольца, ограниченного радиусами R и r. Исходя 
из этого, в формуле (10) устанавливаются соответствующие пределы интегрирования. Определим 
момент, возникающий на поверхности наконечника резца от сил трения о грунт. Элементарная 
сила трения на поверхности усеченного конуса в векторной форме находится из выражения 

dT����⃗ = PdS
sinα

∙ μ0 ∙ τ�⃗ =  dTxı⃗ + dTyȷ⃗ + dTzk�⃗  ,

где μ0 – коэффициент трения; τ�⃗  – вектор единичной силы трения; 

�τ⃗  = cosφsinα ∙ ı⃗ + sinφsinα ∙ ȷ⃗  + cosα ∙ �k⃗ ; 

dTx = dTcosφ sinα; 

dTy = dTsinφ sinα; 

dTz = dTcosα, 

где dT – элементарная сила трения. 
Элементарный момент от сил трения на боковой поверхности усеченного конуса определяется 

как 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑀𝑀𝑀𝑀Т = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑇𝑇𝑇𝑇𝑥𝑥𝑥𝑥 ∙ (𝑅𝑅𝑅𝑅Т𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑛𝑛𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑧𝑧𝑧𝑧) +  𝑑𝑑𝑑𝑑𝑇𝑇𝑇𝑇𝑧𝑧𝑧𝑧 ∙ (𝑅𝑅𝑅𝑅Тco𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝑥𝑥𝑥𝑥) = 
= 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑇𝑇𝑇𝑇[𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑛𝑛𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑅𝑅𝑅𝑅Т𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑛𝑛𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 − (𝜌𝜌𝜌𝜌 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠) + 

+𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑅𝑅𝑅𝑅Тco𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝜌𝜌𝜌𝜌𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐)] 

Исходя из установленных зависимостей, получим суммарный момент от сил трения 

Mт = ∫ ∫ Pρdρdφ
sinα

∙ μ0 ∙ [cosα𝜋𝜋𝜋𝜋
0 (RТcosα − ρcosφ) + cosφsinα(RТsinα − a − (ρ − r)ctgα)]𝑅𝑅𝑅𝑅

𝑟𝑟𝑟𝑟 . (11) 

РЕЗУЛЬТАТЫ 

Для решения двойных интегралов (10) и (11) были разработаны программы с использованием 
языка программирования Matlab. Для построения зависимости в графическим виде приняты 
следующие значения. Полярный угол φ (0 – π рад.). Угол резания α (45–65 град.) основан на 
характеристиках существующих аналогов фрезерного рабочего оборудования. Полярный радиус ρ 
составляет 0,015 м; P – нормальное давление, 200000 Н/м2; μ0 – коэффициент трения, 0.3; RT = 
радиус отверстия после прохода фрезерной головки, 0,4 м; a – радиус резца, 0,015 м; r – радиус 

 – вектор единичной силы трения;

Элементарный момент от сил нормального давления: 

dMσ = dNx·(MК – LK – z) + dNz·(OM – x)= 

=dNx·(RTsinα – α – (ρ – r)ctgα) + dNz·(RTcosα – ρcosφ). (9) 

С учетом выражений (6), (7), (8) из зависимости (9) следует: 

dMσ = dN·[cosφ·cosα·(RTsinα – a – (ρ – r)ctgα) + sinα·(RTcosα – cosφ)]. 

Суммарный момент от сил нормального давления на наконечник резца определяется из 
двойного интеграла: 

Mσ = ∫ ∫ Pρ dρdφ
sinα

[cosφcosα(RТsinα − a −(ρ − r)ctgα) + sinα(RТcosα − ρcosφ)].𝜋𝜋𝜋𝜋
0

𝑅𝑅𝑅𝑅
𝑟𝑟𝑟𝑟  (10) 

Двойной интеграл вычисляется в области полукольца, ограниченного радиусами R и r. Исходя 
из этого, в формуле (10) устанавливаются соответствующие пределы интегрирования. Определим 
момент, возникающий на поверхности наконечника резца от сил трения о грунт. Элементарная 
сила трения на поверхности усеченного конуса в векторной форме находится из выражения 

dT����⃗ = PdS
sinα

∙ μ0 ∙ τ�⃗ =  dTxı⃗ + dTyȷ⃗ + dTzk�⃗  ,

где μ0 – коэффициент трения; τ�⃗  – вектор единичной силы трения; 

�τ⃗  = cosφsinα ∙ ı⃗ + sinφsinα ∙ ȷ⃗  + cosα ∙ �k⃗ ; 

dTx = dTcosφ sinα; 

dTy = dTsinφ sinα; 

dTz = dTcosα, 

где dT – элементарная сила трения. 
Элементарный момент от сил трения на боковой поверхности усеченного конуса определяется 

как 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑀𝑀𝑀𝑀Т = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑇𝑇𝑇𝑇𝑥𝑥𝑥𝑥 ∙ (𝑅𝑅𝑅𝑅Т𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑛𝑛𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑧𝑧𝑧𝑧) +  𝑑𝑑𝑑𝑑𝑇𝑇𝑇𝑇𝑧𝑧𝑧𝑧 ∙ (𝑅𝑅𝑅𝑅Тco𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝑥𝑥𝑥𝑥) = 
= 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑇𝑇𝑇𝑇[𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑛𝑛𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑅𝑅𝑅𝑅Т𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑛𝑛𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 − (𝜌𝜌𝜌𝜌 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠) + 

+𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑅𝑅𝑅𝑅Тco𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝜌𝜌𝜌𝜌𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐𝑐𝑐)] 

Исходя из установленных зависимостей, получим суммарный момент от сил трения 

Mт = ∫ ∫ Pρdρdφ
sinα

∙ μ0 ∙ [cosα𝜋𝜋𝜋𝜋
0 (RТcosα − ρcosφ) + cosφsinα(RТsinα − a − (ρ − r)ctgα)]𝑅𝑅𝑅𝑅

𝑟𝑟𝑟𝑟 . (11) 

РЕЗУЛЬТАТЫ 

Для решения двойных интегралов (10) и (11) были разработаны программы с использованием 
языка программирования Matlab. Для построения зависимости в графическим виде приняты 
следующие значения. Полярный угол φ (0 – π рад.). Угол резания α (45–65 град.) основан на 
характеристиках существующих аналогов фрезерного рабочего оборудования. Полярный радиус ρ 
составляет 0,015 м; P – нормальное давление, 200000 Н/м2; μ0 – коэффициент трения, 0.3; RT = 
радиус отверстия после прохода фрезерной головки, 0,4 м; a – радиус резца, 0,015 м; r – радиус 

где dT – элементарная сила трения.
Элементарный момент от сил трения на боковой поверхности усеченного конуса определяет-

ся как

Элементарный момент от сил нормального давления: 

dMσ = dNx·(MК – LK – z) + dNz·(OM – x)= 

=dNx·(RTsinα – α – (ρ – r)ctgα) + dNz·(RTcosα – ρcosφ). (9) 

С учетом выражений (6), (7), (8) из зависимости (9) следует: 

dMσ = dN·[cosφ·cosα·(RTsinα – a – (ρ – r)ctgα) + sinα·(RTcosα – cosφ)]. 

Суммарный момент от сил нормального давления на наконечник резца определяется из 
двойного интеграла: 

Mσ = ∫ ∫ Pρ dρdφ
sinα

[cosφcosα(RТsinα − a −(ρ − r)ctgα) + sinα(RТcosα − ρcosφ)].𝜋𝜋𝜋𝜋
0

𝑅𝑅𝑅𝑅
𝑟𝑟𝑟𝑟  (10) 

Двойной интеграл вычисляется в области полукольца, ограниченного радиусами R и r. Исходя 
из этого, в формуле (10) устанавливаются соответствующие пределы интегрирования. Определим 
момент, возникающий на поверхности наконечника резца от сил трения о грунт. Элементарная 
сила трения на поверхности усеченного конуса в векторной форме находится из выражения 

dT����⃗ = PdS
sinα

∙ μ0 ∙ τ�⃗ =  dTxı⃗ + dTyȷ⃗ + dTzk�⃗  ,

где μ0 – коэффициент трения; τ�⃗  – вектор единичной силы трения; 

�τ⃗  = cosφsinα ∙ ı⃗ + sinφsinα ∙ ȷ⃗  + cosα ∙ �k⃗ ; 

dTx = dTcosφ sinα; 

dTy = dTsinφ sinα; 

dTz = dTcosα, 

где dT – элементарная сила трения. 
Элементарный момент от сил трения на боковой поверхности усеченного конуса определяется 

как 
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РЕЗУЛЬТАТЫ
Для решения двойных интегралов (10) и (11) 

были разработаны программы с использова-
нием языка программирования Matlab. Для по-
строения зависимости в графическим виде при-
няты следующие значения. Полярный угол φ  
(0 – π рад.). Угол резания α (45–65 град.) основан 
на характеристиках существующих аналогов 
фрезерного рабочего оборудования. Полярный 
радиус ρ составляет 0,015 м; P – нормальное 
давление, 200000 Н/м2; μ0 – коэффициент тре-
ния, 0.3; RT = радиус отверстия после прохода 
фрезерной головки, 0,4 м; a – радиус резца, 
0,015 м; r – радиус верхней части наконечника 
резца = 0,01 м. Результаты численного модели-
рования представлены на рисунке 4.

Из анализа полученной зависимости сум-
марного крутящего момента резцов от угла 

резания и угловой скорости следует, что наи-
большее влияние на крутящий момент, тре-
буемый для преодоления сил сопротивления 
грунта и обеспечения привода рабочего ор-
гана, оказывает угловая скорость вращения 
фрезерной головки. Угол резания грунта име-
ет меньшее значение. Минимальное значение 
крутящего момента при заданных параметрах 
50 Н·м наблюдается в точке, где угол резания 
грунта составляет 45º, а угловая скорость вра-
щения фрезерной головки – 4 рад/сек. Макси-
мальный крутящий момент 215 Н·м отмечен 
при величине угла резания 65º и скорости 
вращения фрезерной головки 10 рад/сек. При 
недостаточном крутящем моменте рабочий 
орган не обеспечит разрушение грунта, рабо-
чее оборудование будет пробуксовывать или 
застопорится.

Рисунок 4 – Зависимость суммарного крутящего момента резцов 
от угла резания и угловой скорости

Источник: составлено автором.

Figure 4 – Dependence of the total torque of the cutters on the cutting angle and angular velocity
Source: compiled by the author.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Использование фрезерного рабочего обо-

рудования одноковшового экскаватора обе-
спечит механизацию процесса подкопа тру-
бопровода. По результатам проведенного 
теоретического исследования процесса реза-
ния грунта при помощи фрезерного рабочего 
оборудования экскаватора установлен крутя-
щий момент гидромотора, необходимый для 
приведения во вращение фрезерной голов-
ки. Разработанное программное обеспечение 
позволит автоматизировать процесс расчета 
конструктивных параметров фрезерного рабо-
чего оборудования.
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