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АННОТАЦИЯ

Введение. Целью данной статьи является выполнение сравнительного анализа энергозатрат при 
работе резонансной двухмассовой механической системы в зависимости от точки приложения вы-
нуждающей силы к первой или ко второй массе. Объектом исследований является колебательная си-
стема вибромашины, состоящая из двух масс, связанных между собой упругим и диссипативным эле-
ментом. Кроме того, первая масса через упругий и диссипативный элемент соединена с неподвижным  
основанием. 
Материалы и методы. В исследованиях использованы основные положения теоретической механики, 
математического моделирования и имитационного эксперимента в среде Matlab-Simulink.
Результаты. По результатам исследований на математической модели двухмассовой колебательной 
системы с точкой приложения вынуждающей силы к первой массе установлено, что при вынуждающей 
силе 10 кH и частоте 80 рад/с амплитуда колебаний первой массы составляет 0,6 мм, а второй –1,8 мм, 
при этом коэффициент усиления по амплитуде составляет 3,94. Для достижения указанной вынуждаю-
щей силы дебалансный возбудитель направленного действия при массе дебалансов 10 кг должен иметь 
эксцентриситет – 0,16 м, а мощность, необходимую на привод возбудителя колебаний – 21,2 кВт. В 
случае приложения вынуждающей силы ко второй массе достичь той же амплитуды колебаний первой 
массы (0,6 мм) можно при вынуждающей силе 5 кН, эксцентриситете 0,078 м и мощности на привод воз-
будителя 4,9 кВт, при этом коэффициент усиления по амплитуде составляет 8,44.
Выводы. Таким образом, в силу динамических свойств двухмассовой системы вариант с точкой прило-
жения вынуждающей силы ко второй массе оказывается в 4,3 раза энергоэффективнее по сравнению с 
вариантом приложения вынуждающей силы к первой массе.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: двухмассовая колебательная система, амплитуда колебаний, точка приложения 
вынуждающей силы, энергоэффективность
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ABSTRACT
Introduction. The goal is to perform a comparative analysis of energy consumption during the operation of a 
resonant two–mass mechanical system, depending on the point of application of the driving force to the first or 
second mass. The object of research is an oscillatory system of a vibrating machine consisting of two masses 
interconnected by elastic and dissipative elements. In addition, the first mass is connected to a fixed base through 
elastic and dissipative elements. 
Materials and methods. The research uses the main provisions of theoretical mechanics, mathematical modeling 
and simulation experiment in the Matlab-Simulink environment. 
Results. According to the results of research on a mathematical model of a two-mass oscillatory system with 
a point of application of the driving force to the first mass, it was found that with a driving force of 10 kN and a 
frequency of 80 rad/s, the amplitude of the oscillations of the first mass is 0,6 mm, and the second is 1,8 mm, while 
the amplitude gain is 3,94. To achieve the specified driving force, a directional debalance exciter with a mass of 
10 kg of debalances must have an eccentricity of 0,16 m, and the power required to drive the oscillation exciter is 
21,2 kW. In the case of applying a driving force to the second mass, it is possible to achieve the same amplitude of 
oscillations of the first mass (0,6 mm) with a driving force of 5 kN, an eccentricity of 0,078 m and a drive power of 
4,9 kW, while the amplitude gain is 8,44. 
Originality. Thus, due to the dynamic properties of the two-mass system, the option with the point of application of 
the driving force to the second mass is 4,3 times more energy efficient than the option of applying the driving force 
to the first mass.

KEYWORDS: two-mass oscillatory system, oscillation amplitude, the point of application of the driving force, 
energy efficiency
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ВВЕДЕНИЕ
В современном строительном комплексе 

широко используются вибрационные техноло-
гические машины с дебалансными вибровоз-
будителями (виброконвейеры, виброгрохоты, 
вибрационные мельницы и т.д.). Одним из 
путей повышения энергоэффективности ви-
брационных машин является использование 
резонансного режима, при котором рабочему 
органу сообщаются колебания, близкие к его 
собственной частоте1, 2, 3, 4 [1, 2].

Резонансный режим позволяет исключить 
влияние упругих и инерционных сил в систе-
ме. Мощность привода вибрационной машины 
идет на компенсацию исключительно дисси-
пативных сил. Резонансная настройка суще-
ственно снижает потребляемую мощность, 
при этом наблюдается улучшение конструк-
тивных, динамических и эксплуатационных ха-
рактеристик машины [3, 4].

Однако резонансные системы имеют свои 
недостатки. Из-за остроты резонансного пика 
появляется нестабильность рабочего режима 
при изменении нагрузки или частоты вынуж-
дающей силы. Эта нестабильность часто яв-
ляется причиной нарушения технологического 
процесса, что препятствует широкому внедре-
нию высокоэффективных резонансных вибро-
машин [5, 6].

С целью расширения резонансной зоны в 
структуру машин вводится дополнительная 
масса [7]. При этом вынуждающая сила может 
быть приложена как к рабочему органу, так и к 
дополнительной массе.

Целью настоящей работы является сравни-
тельный анализ энергозатрат при работе резо-
нансной двухмассовой механической системы 
в зависимости от точки приложения вынужда-
ющей силы.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 
ИССЛЕДОВАНИЯ

В качестве прототипа выбрана резонанс-
ная виброплощадка 7452, которая входит в 

1 Лян И. П., Пановко Г. Я., Шохин А. Е. К вопросу об энергопотреблении вибрационных технологических машин // 
XXXI Международная инновационная конференция молодых ученых и студентов по проблемам машиноведения (МИК-
МУС–2019): сб. тр. конф. М., 2019. С. 334–337.

2 Пановко Г. Я., Шохин А. Е. К вопросу о резонансной настройке транспортно-технологических вибромашин // Дина-
мика виброударных (сильно нелинейных) систем: сб. тр. XVIII Междунар. симпозиума, посвященного 100-летию со дня 
рождения д-ра техн. наук, проф. А.Е. Кобринского. М., 2015. С. 213–217.

3 Бидерман В. Л. Теория механических колебаний. М.: Высш. шк., 1980. 408 с.
4 Быховский И. И., Попов С. И. Автоматизация резонансных вибромашин. М.: ЦНИИТЭстроймаш, 1972. 162 с.
5 Энциклопедия по машиностроению https://mash-xxl.info/page/0411990621800182361761260360550961460320000872

01/ (дата обращения: 06.01.2023)

состав комплекта оборудования для изготов-
ления плит перекрытий размером 3х6 м. Тех-
ническая характеристика прототипа5:

- грузоподъемность, кг – 8000;
- амплитуда колебаний, мм – 0,4…0,6;
- масса виброгруппы, кг – 575;
- установленная мощность, кВт – 18,5.
На рисунке 1 представлена расчетная схе-

ма прототипа с приложением вынуждающей 
силы к массе m1.

Рисунок 1 – Расчетная схема двухмассовой 
колебательной системы 

с приложением вынуждающей силы к массе m1
Источник: составлено авторами.

Figure 1 –Design scheme of a two-mass oscillatory system 
with the application of a driving force to the mass m1

Source: compiled by the authors. 

Колебательная система состоит из двух 
масс m1 и m2, связанных между собой упру-
гим с2 и диссипативным k2 элементами. Кроме 
того, первая масса через упругий c1 и дисси-
пативный k1 элементы соединена с неподвиж-
ным основанием. Масса m1 имитирует рабо-
чий орган вибрационной машины, масса m2 
служит для коррекции амплитудно-частотной 
характеристики (АЧХ).

Вариант 1: вынуждающая сила Q∙sin(ωt) 
приложена к массе m1.

Движение системы описывается следую-
щей системой дифференциальных уравнений 
[8]:
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где m1 и m2 – первая и вторая массы колебательной системы; х1 и х2 – перемещения первой и 
второй массы соответственно; k1 и k2 – коэффициенты демпфирования масс; с1 и с2 – 
коэффициенты жесткости упругих элементов; Q∙sin(ωt) – вынуждающая сила. 

Уравнение (1) определяет перемещение массы m1, а уравнение (2) – перемещение массы 
m2. 

Для получения АЧХ колебательной системы в среде Matlab-Simulink разработана схема, 
которая представлена на рисунке 2 [9, 10, 11, 12]. 

 
Рисунок 2 – Схема решения в Matlab-Simulink 

Источник: составлено авторами 
 

Figure 2 – Scheme of the solution in Matlab-Simulink 
Source: compiled by the authors 

 
Входной сигнал формирует блок InputPoint 1, отклик системы в виде амплитуды 

перемещений первой и второй масс снимается с QutputPoint 1 и QutputPoint и регистрируется в 
Scope. 
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(1)

где m1 и m2 – первая и вторая массы колебательной системы; х1 и х2 – перемещения первой и вто-
рой массы соответственно; k1 и k2 – коэффициенты демпфирования масс; с1 и с2 – коэффициенты 
жесткости упругих элементов; Q∙sin(ωt) – вынуждающая сила.

Уравнение (1) определяет перемещение массы m1, а уравнение (2) – перемещение массы m2.
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Рисунок 2 – Схема решения в Matlab-Simulink
Источник: составлено авторами.

Figure 2 – Scheme of the solution in Matlab-Simulink
Source: compiled by the authors.

Входной сигнал формирует блок InputPoint 1, отклик системы в виде амплитуды перемещений 
первой и второй масс снимается с QutputPoint 1 и QutputPoint и регистрируется в Scope.

Параметры колебательной системы настроены на режим работы с расширенной резонансной 
зоной для первой массы m1 и представлены в таблице 1.

Таблица 1
Основные параметры резонансной двухмассовой колебательной

системы с точкой приложения вынуждающей силы к массе m1
Источник: составлено авторами.

Table 1
The main parameters of a resonant two-mass oscillatory

system with a point of application of the driving force to m1 mass
Source: compiled by the authors.

Наименование 
параметра m1, кг m2, кг c1, кН/м c2, кН/м k1, кНс/м k2, кНс/м

Значение 8 000 500 60 000 3 200 70 15
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Рисунок 3 – Амплитудно-частотная характеристика резонансного режима двухмассовой
колебательной системы с точкой приложения вынуждающей силы к массе m1

Источник: составлено авторами.

Figure 3 – Frequency response of the resonant mode of a two-mass oscillatory
system with the point of application of the driving force to the mass m1

Source: compiled by the authors.

На рисунке 3 представлена резонансная 
АЧХ колебательной системы с точкой прило-
жения вынуждающей силы к массе m1. Верх-
ний график представляет собой зависимость 
амплитуды колебаний первой массы m1 от ча-
стоты вынуждающей силы, нижний – то же для 
второй массы m2 .

Для массы m1 наблюдается расширенная 
резонансная зона на частоте 70–90 рад/с, при 
этом коэффициент динамичности составляет

94,3
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⋅

==
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где х1мах – резонансное значение амплитуды колебаний массы m1; хстат – перемещение массы 
m1 под действием статического усилия. 

Разработанная схема решения в Matlab-Simulink (см. рисунок 2) позволяет получить 
зависимость амплитуды колебаний обеих масс от величины вынуждающей силы. На рисунке 4 
представлен фрагмент решения уравнений (1). 

Следует отметить, что перемещения масс сдвинуты относительно друг друга по фазе на 
угол 900, а вынуждающая сила совпадает по фазе со скоростью перемещения первой массы m1. 
Это говорит о том, что наблюдается резонансный режим. 

 

 
 

Рисунок 4 – Решение системы уравнений (1): а – перемещение массы m1 (м);  
б – перемещение массы m2 (м); в – скорость массы m1 (м/с);  

г – скорость массы m2 (м/с); д – величина вынуждающей силы Q (Н) 
Источник: составлено авторами 

 
Figure 4 –Solution of the system of equations (1): a – displacement of m1 mass (m);  
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где х1мах – резонансное значение амплитуды 
колебаний массы m1; хстат – перемещение мас-
сы m1 под действием статического усилия.

Разработанная схема решения в Matlab-
Simulink (см. рисунок 2) позволяет получить 
зависимость амплитуды колебаний обеих 

масс от величины вынуждающей силы. На ри-
сунке 4 представлен фрагмент решения урав-
нений (1).

Следует отметить, что перемещения масс 
сдвинуты относительно друг друга по фазе на 
угол 900, а вынуждающая сила совпадает по 
фазе со скоростью перемещения первой мас-
сы m1. Это говорит о том, что наблюдается ре-
зонансный режим.

В результате имитационного эксперимента 
получена зависимость амплитуды колебаний 
масс х1 и х2 от величины вынуждающей силы 
Q, приложенной к первой массе m1 (рисунок 5).

При вынуждающей силе Q=10 000 H и ча-
стоте ω =80 рад/с амплитуда колебаний массы 
m1 составляет 0,6 мм, а массы m2 –1,8 мм. Для 
достижения указанной вынуждающей силы 
дебалансный возбудитель направленного 
действия при массе дебалансов 10 кг должен 
иметь эксцентриситет:
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Figure 4 –Solution of the system of equations (1): a – displacement of m1 mass (m); b – displacement of m2 mass (m);  
c is the velocity of m1 mass (m/s); d is the velocity of m2 mass (m/s); d is the magnitude of driving force Q (N) 
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Figure 5 – Dependence of the amplitude of the oscillations of x1 and x2 masses 
on the magnitude of Q driving force applied to m1 first mass  
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Вариант 2: вынуждающая сила Q∙sin(ωt) приложена к массе m2 (рисунок 6). 
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Рисунок 5 – Зависимость амплитуды колебаний масс х1 и х2 от величины
вынуждающей силы Q, приложенной к первой массе m1

Источник: составлено авторами.

Figure 5 – Dependence of the amplitude of the oscillations of x1 and x2 masses
on the magnitude of Q driving force applied to m1 first mass 

Source: compiled by the authors.
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Вариант 2: вынуждающая сила Q∙sin(ωt) приложена к массе m2 (рисунок 6).

Рисунок 6 – Расчетная схема двухмассовой колебательной системы 
с приложением вынуждающей силы к массе m2

Источник: составлено авторами. 

Figure 6 – Calculation scheme of a two-mass oscillatory system 
with the application of a driving force to m2mass 

Source: compiled by the authors.
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Figure 6 – Calculation scheme of a two-mass oscillatory system  

with the application of a driving force to m2mass  
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(2) 
 
 
 
 

Для получения АЧХ колебательной системы в среде Matlab-Simulink использовалась схема, 
представленная на рисунке 2, с той лишь разницей, что InputPoint 1 соединялся со входом 
сумматора нижней цепочки блоков, которая формирует перемещение второй массы m2.  
Параметры колебательной системы настроены на режим работы с расширенной резонансной 
зоной и представлены в таблице 2. 
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Table 2 

The main parameters of a resonant two-mass oscillatory 
system with a point of application of the driving force to m2 mass  

Source: compiled by the authors 
 

Наименование 
параметра m1,кг m2,кг c1, 

кН/м 
c2,кН/
м 

k1,кНс/
м 

k2,кНс/
м 

Значение 8 000 500 60 000 2 600 70 14 
 

На рисунке 7 представлена резонансная АЧХ колебательной системы с точкой приложения 
вынуждающей силы к массе m2. 
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Для получения АЧХ колебательной системы в среде Matlab-Simulink использовалась схема, 
представленная на рисунке 2, с той лишь разницей, что InputPoint 1 соединялся со входом сум-
матора нижней цепочки блоков, которая формирует перемещение второй массы m2. Параметры 
колебательной системы настроены на режим работы с расширенной резонансной зоной и пред-
ставлены в таблице 2.
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Таблица 2
Основные параметры резонансной двухмассовой колебательной

системы с точкой приложения вынуждающей силы к массе m2
Источник: составлено авторами.

Table 2
The main parameters of a resonant two-mass oscillatory

system with a point of application of the driving force to m2 mass 
Source: compiled by the authors.

Наименование 
параметра m1,кг m2,кг c1, кН/м c2,кН/м k1,кНс/м k2,кНс/м

Значение 8 000 500 60 000 2 600 70 14

На рисунке 7 представлена резонансная АЧХ колебательной системы с точкой приложения 
вынуждающей силы к массе m2.

Рисунок 7 – Амплитудно-частотная характеристика резонансного режима двухмассовой
колебательной системы с точкой приложения вынуждающей силы к массе m2

Источник: составлено авторами.

Figure 7 – Frequency response of the resonant mode of a two-mass oscillatory
system with the point of application of the driving force to m2 mass 

Source: compiled by the authors.

Верхний график представляет собой зависимость амплитуды колебаний первой массы m1 от 
частоты вынуждающей силы, нижний – то же для второй массы m2.

Для массы m1 также наблюдается расширенная резонансная зона на частоте 70–90 рад/с, при 
этом коэффициент динамичности составляет
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при этом коэффициент динамичности составляет 
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Рисунок 2 позволяет получить зависимость амплитуды колебаний обеих масс от величины 

вынуждающей силы. На рисунке 8 представлен фрагмент решения уравнений (2).  
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Рисунок 2 позволяет получить зависимость амплитуды колебаний обеих масс от величины 
вынуждающей силы. На рисунке 8 представлен фрагмент решения уравнений (2). 
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д – величина вынуждающей силы Q (Н) 
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Figure 8 – Solution of the system of equations (2): a – displacement of m1 mass (m);  

b – displacement of m2 mass (m); c is the velocity of m1 mass (m/s); d is the velocity of m2 mass (m/s);  
d is the magnitude of Q  driving force (N) 

Source: compiled by the authors 
 

На рисунке 9 представлена зависимость амплитуды колебаний массы m1 от величины 
вынуждающей силы для варианта 2. 

 

 
 

Рисунок 9 – Зависимость амплитуды колебаний масс х1 и х2 от величины 
вынуждающей силы Q, приложенной ко второй массе m2 
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Рисунок 8 – Решение системы уравнений (2): а – перемещение массы m1 (м); 
б – перемещение массы m2 (м); в – скорость массы m1 (м/с); г – скорость массы m2 (м/с); 

д – величина вынуждающей силы Q (Н)
Источник: составлено авторами.

Figure 8 – Solution of the system of equations (2): a – displacement of m1 mass (m); 
b – displacement of m2 mass (m); c is the velocity of m1 mass (m/s); d is the velocity of m2 mass (m/s); 

d is the magnitude of Q  driving force (N)
Source: compiled by the authors.

На рисунке 9 представлена зависимость 
амплитуды колебаний массы m1 от величины 
вынуждающей силы для варианта 2.

Амплитуда колебаний массы m1 на частоте 
ω=80 рад/с достигает х1=0,6 мм при вынужда-
ющей силе Q=5 000 H. Для этого дебалансный 
возбудитель при массе дебалансов 10 кг дол-
жен иметь эксцентриситет:

 
Figure 9 – Dependence of the amplitude of the oscillations of x1 and x2 masses  

on the magnitude of Q driving force applied to the second m2 mass  
Source: compiled by the authors 
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Второй вариант в 4,3 раза энергоэффективнее первого ввиду существенной разницы  между 

первой и второй массами. Для вывода на резонансный режим колебаний первой массы с 
амплитудой х1=0,6 мм требуется приложить к ней вынуждающую силу Q=10 000 H, в то время 
как вторую массу можно «раскачать» до х2=6 мм вынуждающей силой Q=5 000 H. При этом в 
силу динамических свойств двухмассовой системы первая масса будет колебаться с той же 
амплитудой х1= 0,6 мм. 
 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 
Выбор точки приложения вынуждающей силы в двухмассовой колебательной системе 

существенно влияет на ее эффективность. В силу динамических свойств вариант с 
приложением вынуждающей силы к массе m2 оказывается в 4,3 раза энергоэффективнее по 
сравнению с приложением силы к массе m1. 
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Второй вариант в 4,3 раза энергоэффек-
тивнее первого ввиду существенной разницы  
между первой и второй массами. Для вывода 
на резонансный режим колебаний первой мас-
сы с амплитудой х1=0,6 мм требуется прило-
жить к ней вынуждающую силу Q=10 000 H, в 
то время как вторую массу можно «раскачать» 
до х2=6 мм вынуждающей силой Q=5 000 H. 
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При этом в силу динамических свойств двух-
массовой системы первая масса будет коле-
баться с той же амплитудой х1= 0,6 мм.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Выбор точки приложения вынуждающей 

силы в двухмассовой колебательной системе 
существенно влияет на ее эффективность. В 
силу динамических свойств вариант с прило-
жением вынуждающей силы к массе m2 оказы-
вается в 4,3 раза энергоэффективнее по срав-
нению с приложением силы к массе m1.
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Рисунок 8 – Решение системы уравнений (2): а – перемещение массы m1 (м);  
б – перемещение массы m2 (м); в – скорость массы m1 (м/с); г – скорость массы m2 (м/с);  

д – величина вынуждающей силы Q (Н) 
Источник: составлено авторами 

 
Figure 8 – Solution of the system of equations (2): a – displacement of m1 mass (m);  

b – displacement of m2 mass (m); c is the velocity of m1 mass (m/s); d is the velocity of m2 mass (m/s);  
d is the magnitude of Q  driving force (N) 

Source: compiled by the authors 
 

На рисунке 9 представлена зависимость амплитуды колебаний массы m1 от величины 
вынуждающей силы для варианта 2. 

 

 
 

Рисунок 9 – Зависимость амплитуды колебаний масс х1 и х2 от величины 
вынуждающей силы Q, приложенной ко второй массе m2 

Источник: составлено авторами 

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

2000 5000 8000

x1, мм
x2, мм

Q, H

х1

х2

 

а 

 

б 

 

в 

 

г 

 

д 

Рисунок 9 – Зависимость амплитуды колебаний масс х1 и х2 от величины
вынуждающей силы Q, приложенной ко второй массе m2

Источник: составлено авторами.

Figure 9 – Dependence of the amplitude of the oscillations of x1 and x2 masses 
on the magnitude of Q driving force applied to the second m2 mass 

Source: compiled by the authors.
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