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АННОТАЦИЯ
Введение. Сложность и трудоемкость определения функциональных зависимостей между структур-
ными элементами роторного снегоочистителя и разрабатываемым снежным массивом при проведении 
экспериментальных исследований на физической модели роторного снегоочистителя обуславливает 
необходимость разработки математических моделей, позволяющих максимально точно описывать про-
цессы взаимодействия элементов роторного снегоочистителя со снежной массой. 
Методы и материалы. Математическая модель процесса транспортирования снежной массы в рото-
ре, в которой снег представлен как сыпучая среда, включающая в себя совокупность отдельных частиц, 
разработана с применением метода дискретных элементов. При построении математической модели 
были решены задачи идентификации массовых и поверхностных сил, действующих в системе «ротор 
– снежная масса». Обоснованы принцип расположения группы частиц в межлопастном пространстве 
ротора снегоочистителя и выбора метода анализа математической модели.
Результаты. Реализация на ЭВМ данной математической модели позволила получить численные зна-
чения сил нормальной реакции кожуха ротора в каждый момент времени, что позволяет разрабатывать 
новые и совершенствовать существующие конструктивные схемы, обоснованно осуществлять выбор 
конструктивных и технологических параметров ротора роторного снегоочистителя.
Обсуждение и заключение. Предложенная математическая модель и уравнения движения, составлен-
ные на ее основе, позволяют однозначно определить значения всех действующих сил на снежную массу 
в процессе ее транспортирования в роторе роторного снегоочистителя. Рассматриваемая модель по-
зволяет моделировать снежную массу в межлопастном пространстве более сложной конфигурации и 
совокупности частиц, имеющих нерегулярное распределение по размерам и взаимному положению. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: коммунальная машина, ротор снегоочистителя, роторный снегоочиститель, 
снежная масса, лопасть ротора, метательный аппарат, математическая модель, метод дискретных 
элементов.
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ABSTRACT
Introduction. The complexity and laboriousness of determining the functional dependencies between the structural 
elements of a rotary snowplow and the developed snow mass when conducting experimental studies on a physical 
model of a rotary snowplow necessitates the development of mathematical models that make it possible to describe 
as accurately as possible the processes of interaction between the elements of a rotary snowplow and snow mass. 
The method of research. A mathematical model of the process of transporting snow mass in a rotor, in which 
snow is represented as a loose medium, including a set of individual particles, was developed using the method of 
discrete elements. When constructing a mathematical model, the problems of identifying mass and surface forces 
acting in the ‘rotor - snow mass’ system were solved. The principle of the location of a group of particles in the 
interblade space of the snowplow rotor and the choice of the method for analyzing the mathematical model are 
substantiated.
Results. The implementation of this mathematical model on a computer made it possible to obtain the numerical 
values of the forces of the normal reaction of the rotor casing at each moment of time, which allows developing new 
and improving existing design schemes, reasonably choosing the design and technological parameters of the rotor 
of a snow blower.
Discussion and conclusion. The proposed mathematical model and the equations of motion, compiled on its 
basis, make it possible to unambiguously determine the values of all forces acting on the snow mass during its 
transportation in the rotor of a rotary snowplow. The model under consideration makes it possible to simulate a 
snow mass in the interblade space of a more complex configuration and a set of particles that have an irregular 
distribution in size and relative position.

KEYWORDS: utility vehicle, snowplow rotor, snowplow rotor, snow mass, rotor blade, propelling apparatus, 
mathematical model, discrete element method.
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ВВЕДЕНИЕ
В настоящее время при математическом 

моделировании работы ротора роторного сне-
гоочистителя общепринятым является пред-
ставление снега как материальной частицы          
[1, 2, 3]. Однако такое представление не в 
полной мере отражает реальные свойства и 
поведение снежной массы. Существуют под-
ходы, в которых снежная масса в межлопаст-
ном пространстве представлена как отдель-
ное крупнокусковое образование [4]. В рамках 
этой теории дается сравнительный анализ 
двух крайних схем рассмотрения снега с точ-
ки зрения представления его формы в роторе 
метательного аппарата. Ключевым аспектом 
таких моделей является определение кине-
матических параметров снежной массы в мо-
мент ее схода с лопасти ротора [4]. Дальней-
шее исследование процесса разгрузки ротора 
снегоочистителя получило развитие в работе 
[5], в которой при построении математических 
моделей работы ротора метательного аппара-
та момент транспортирования снежной массы 
принимались допущения, что снежная масса 
на лопасти ротора представляется как сово-
купность сфер конечного размера, а процесс 
разгрузки осуществляется последовательно. 
Данный подход позволил сформулировать 
ряд новых конструктивных решений профиля 
кожуха ротора [5].

Основным недостатком предыдущих ис-
следований отмечено то, что в них не рассма-
тривается взаимное влияние частиц снега на 
процесс их транспортирования и схода с ло-
пасти ротора. Учет взаимного влияния частиц 
неизбежно приводит к усложнению математи-
ческой модели работы ротора в части пред-
ставления снежной массы.

В настоящее время сформировалось не-
сколько основных направлений представле-
ния снежной массы в различного рода мате-
матических моделях. 

В ряде научных работ снег рассматри-
вается как сплошная среда с определенной 
комбинацией реологических характеристик1 
[6, 7]. Решение таких моделей осуществляет-
ся на ЭВМ методом конечных элементов [8]. 
Однако в межлопастном пространстве ротора 

1  Баловнев В. И. Моделирование процессов взаимодействия со средой рабочих органов дорожно-строительных ма-
шин: учебное пособие для вузов. 2-е изд., перераб. М.: Машиностроение, 1994. 432 с.

2  Шалман Д. А. Снегоочистители. Ленинград: Машиностроение. 1973. 216 с. Текст: непосредственный.
3  Иванов А. Н., Мишин В. А. Снегоочистители отбрасывающего действия. М.: Машиностроение,1981. 159 с. Текст: 

непосредственный.

непрерывно наблюдается массообмен транс-
портируемого материала. При моделировании 
процесса непрерывного массообмена невоз-
можно использовать существующие алгорит-
мы метода конечных элементов, так как они не 
позволяют корректно представить поведение 
частиц снежной массы. Несколько интерес-
ных подходов к представлению снега описаны 
в работах2 [9, 10, 11], однако они не получили 
широкого распространения.

Альтернативным направлением описания 
динамики процесса движения снежной массы 
является использование метода дискретных 
элементов (DEM). В основе данного метода 
лежит решение системы уравнений, записан-
ных на основании второго закона Ньютона для 
каждой отдельно взятой твердой частицы3 [12, 
13, 14].

Результаты предыдущих исследований ра-
боты ротора снегоочистителя не рассматрива-
ют процесс взаимодействия снежной массы и 
элементов метательного аппарата до момента 
разгрузки лопасти ротора.

Основной целью данной работы является 
разработка математической модели, основан-
ной на DEM подходах, к процессу транспорти-
рования снежной массы в роторе, в которой 
снег представлен как сыпучая среда, включа-
ющая в себя совокупность отдельных частиц. 
При построении математической модели были 
решены задачи идентификации массовых и 
поверхностных сил, действующих в системе 
«ротор – снежная масса», обоснования рас-
положения группы частиц в межлопастном 
пространстве ротора снегоочистителя. Кроме 
этого, представлен метод анализа математи-
ческой модели.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Моделирование процесса транспортиро-

вания снежной массы рассмотрено в прямо-
угольной системе координат, центр которой 
совпадает с центром вращения ротора ме-
тательного аппарата. Ось OрZр направлена 
вверх, ось OрYр направлена вправо, парал-
лельно основанию (рисунок 1). Значение угло-
вого положения лопасти ротора снегоочисти-
теля определяется углом, φ.
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Для составления математической модели 
были приняты следующие допущения:

- снежная масса на лопасти ротора снего-
очистителя представляет собой совокупность 
сфер различного радиуса;

- сферы в процессе транспортирования не 
деформируются (абсолютно жесткие);

- транспортирование снежного массива 
рассматривается в плоскости;

- вращение сфер отсутствует;
- ротор совершает равномерное вращение.
Одним из ключевых аспектов представле-

ния снежной массы как совокупности сфер 
конечного размера является компоновочная 
схема, определяющая последовательность 
расположения и размеры сфер, образующих 
некоторое множество. В данной работе ис-
пользовался подход, описанный в работах1 [4, 
15], суть которого заключается в принятии до-
полнительных допущений, что снежная масса в 
межлопастном пространстве представляет со-
бой набор сфер, Ni, где i =1, 2, …, n, вписанных 
в равнобедренную трапецию (см. рисунок 1).  

Образующаяся в данном случае расчетная 
сетка является регулярной. Угловое положе-
ние лопасти ротора определяется углом φ0, 
отсчитываемым от горизонтальной оси OpYp, в 
направлении по часовой стрелке.

С учетом принятых допущений возможны 
следующие варианты положения частицы в 
рассматриваемой массе (см. рисунок 1):

- внутри массива (N1);
- на лопасти ротора (N2);
- на кожухе ротора метательного аппарата 

(N3);
- на верхней свободной поверхности (N4);
- на внутренней свободной поверхности 

(N5);
- в 4 углах снежной призмы (N6).
Для плоской расчетной схемы регулярного 

массива возможны 9 групп коэффициентов, 
зависящих от положения частицы в массе.

Таким образом, заданное положение ча-
стицы определяет вид и количество коэффи-
циентов в уравнениях движения.

Рисунок 1 – Схема представления снежной массы в межлопастном 
пространстве ротора метательного аппарата

Источник: составлено авторами.

Figure 1 – Scheme of representation of the snow mass 
in the interblade propellant rotor space

Source: compiled by the authors.
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В общем виде на i-ю снежную частицу дей-
ствуют следующие силы (рисунок 2):

- сила тяжести (Gi );
- сила трения i-й снежной частицы о кожух 

ротора (Fтрi );
- сила нормальной реакции кожуха ротора 

снегоочистителя (Nobi );
- сила нормальной реакции лопасти ротора 

(Nлi );
- сила нормальной реакции соседних ча-

стиц (Nrij ), где i – номер ряда; j – номер части-
цы в ряду.

С учетом допущения о регулярности рас-
четной сетки на каждую частицу действуют 
максимум 7 сил, две из которых являются мас-
совыми, остальные 5 – поверхностными.

Уравнения действующих сил на частицы в 
межлопастном пространстве ротора метатель-
ного аппарата включают в себя группы слага-
емых, вид которых определяется положением 
частицы в массиве. В принятой системе коор-
динат в общем виде уравнения движения для 
произвольной частицы, имеют вид
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Figure 2 – Scheme of forces acting on a snow particle 
Source: compiled by the authors. 
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где верхний индекс означает проекцию сил на оси OpYp и OpZp соответственно. 
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где верхний индекс означает проекцию сил на оси OpYp и OpZp соответственно. 

Тогда основное уравнение динамики можно записать: 
 

(2)

где верхний индекс означает проекцию сил на 
оси OpYp и OpZp соответственно.

Тогда основное уравнение динамики можно 
записать:

Рисунок 2 – Схема сил, действующих на снежную частицу
Источник: составлено авторами.

Figure 2 – Scheme of forces acting on a snow particle
Source: compiled by the authors.
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Систему уравнений (3) можно представить в виде: 
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Для однозначного определения слагаемых в системе уравнений (4) необходимо найти 

проекции действующих сил на частицу в принятой системе координат. 
На рисунке 3 представлены проекции центробежной силы на оси принятой системы 

координат. 
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Направление действия силы нормальной реакции кожуха ротора (Nоbij) совпадает с 
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Рисунок 4 – Расчетная схема определения 
проекций силы нормальной реакции (Nоbij) кожуха ротора 

и силы трения (Fтрij) снежной частицы о кожух ротора
Источник: составлено авторами.

Figure 4 – Calculation scheme for determining projections 
of the normal reaction force (Nоbij) of the rotor casing 

and the friction force (Fтрij) of the snow particle on the rotor casing
Source: compiled by the authors.
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Рисунок 5 – Расчетная схема определения проекций силы 
нормальной реакции (Nлij) лопасти ротора метательного аппарата 

на оси OрYр и OрZр принятой системы координат
Источник: составлено авторами.

Figure 5 – Calculation scheme for determining 
force projections normal reaction (Nлij) propellant rotor blades
 on the axis OрYр and OрZр of the accepted coordinate system

Source: compiled by the authors.

Рисунок 6 – Схема для определения силы нормальной реакции частиц в одном слое
Источник: составлено авторами.

Figure 6 – Scheme for determining the force normal reaction of particles in one layer
Source: compiled by the authors.
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Рисунок 7 – Схема для определения проекций силы нормальной реакции от частиц соседних слоев
Источник: составлено авторами.

Figure 7 – Scheme for determining force projections normal reaction from particles of neighboring layers
Source: compiled by the authors.

После подстановки выражений действующих сил (5…14) в систему уравнений (4) получены 
уравнения равновесия для каждой из характерных частиц (Ni ):

- для частиц внутри снежной массы (N1):
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- на лопасти ротора (N2): 

 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧

00
2

1,,

1,,1,

,1,

,1,,1

,1,

,1,,1

00
2

1,,

1,,1,

,1,

,1,,1

,1,

,1,,1

cos
2

sin))(sin(

))(sin())(sin(0

sin
2

cos))(cos(

))(cos())(cos(0

ϕϕϕω

ϕϕϕω

лiji
jiji

jiji

ci

jri

jiji

jiji

ci

jri

jiji

jiji

ci

jri

лiji
jiji

jiji

ci

jri

jiji

jiji

ci

jri

jiji

jiji

ci

jri

Nlg
yy
zz

arctg
m

N
yy
zz

arctg
m

N
yy
zz

arctg
m

N

Nl
yy
zz

arctg
m

N
yy
zz

arctg
m

N
yy
zz

arctg
m

N

−





 +−−

−
−

+

+
−
−

+
−
−

=

−





 ++

−
−

+

+
−
−

+
−
−

=

+

++

−

−−

+

++

+

++

−

−−

+

++

,  (16) 

{

 

 
- на кожухе ротора (N3): 
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- на верхней свободной поверхности (N4): 

(15)

- на лопасти ротора (N2):
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- на кожухе ротора (N3): 
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- на верхней свободной поверхности (N4): 
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- на кожухе ротора (N3): 
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- на верхней свободной поверхности (N4): 
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- на верхней свободной поверхности (N4):
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- на внутренней свободной поверхности (N5): 
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- на внутренней свободной поверхности (N5):
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- на внутренней свободной поверхности (N5): 
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РЕЗУЛЬТАТЫ 
 

Полученные выражения (15–23) позволяют составить систему уравнений, описывающую 
поведение снежной массы в роторе снегоочистителя. Общее количество уравнений, 
необходимых для описания снежного массива, будет равно 

 

6N5N4N3N2N1N K3K3K3K4K4K4 ⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅ ,   (24) 
 

где KNi – количество частиц соответствующего положения в массиве (см. рисунок 1). 
 
Данная система является системой линейных уравнений и может быть решена на ЭВМ 

методом Гаусса [16,17,18]. 
В результате решения составленной системы уравнений однозначно определяются 

численные значения нормальных реакций кожуха ротора роторного снегоочистителя, лопасти 
ротора и взаимодействия соседних частиц, а также направления их действия в каждый момент 
времени. Такие данные позволяют определить мощность, необходимую для транспортирования 

(21)
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где KNi – количество частиц соответствующего положения в массиве (см. рисунок 1). 
 
Данная система является системой линейных уравнений и может быть решена на ЭВМ 

методом Гаусса [16,17,18]. 
В результате решения составленной системы уравнений однозначно определяются 

численные значения нормальных реакций кожуха ротора роторного снегоочистителя, лопасти 
ротора и взаимодействия соседних частиц, а также направления их действия в каждый момент 
времени. Такие данные позволяют определить мощность, необходимую для транспортирования 

(22)

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧

00100

000
2

001
1,00,0

1,00,01,0

0,10,0

0,10,00,1

000

000
2

0
1,00,0

1,00,01,0

0,10,0

0,10,00,1

cos))sin
2

sincos
2

(cos

cos
2

sinsin
2

(cos
2

sin

sin))(sin())(sin(0

sin))sin
2

coscos
2

(sin

sin
2

sincos
2

cos(
2

cos

cos))(cos())(cos(0

ϕϕϕϕϕ

ϕϕϕϕϕϕω

ϕ

ϕϕϕϕϕ

ϕϕϕϕϕϕω

ϕ

л

ci

оbij
i

л
ci

r

ci

r

лij

ci

obij
i

л
ci

r

ci

r

Nf

m
N

lg

N
yy
zz

arctg
m

N
yy
zz

arctg
m

N

Nf

m
N

l

N
yy
zz

arctg
m

N
yy
zz

arctg
m

N

−−+

+++





 +−−

−−
−
−

+
−
−

=

−++

++−+





 ++

+−
−
−

+
−
−

=

,    (21) 

 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧







 +−−

−−
−
−

+
−
−

=







 ++

+−
−
−

+
−
−

=

−

−−

−

−−

0
2

01
0,10,

0,10,0,1

1,0,

1,0,1,

0
2

01
0,10,

0,10,0,1

1,0,

1,0,1,

2
sin

sin))(sin())(sin(0

2
cos

cos))(cos())(cos(0

ϕϕω

ϕ

ϕϕω

ϕ

i

лi
ii

ii

ci

ri

ii

ii

ci

ri

i

лi
ii

ii

ci

ri

ii

ii

ci

ri

lg

N
yy
zz

arctg
m

N
yy
zz

arctg
m
N

l

N
yy
zz

arctg
m

N
yy
zz

arctg
m
N

,   (22) 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧







 +−−

−

−
+

−

−
=







 ++

−

−
+

−

−
=

−

−−

−

−−

−

−−

−

−−

0
2

,1,

,1,,1

1,,

1,,1,

0
2

,1,

,1,,1

1,,

1,,1,

2
sin))(sin())(sin(0

2
cos))(cos())(cos(0

ϕϕω

ϕϕω

i
jiji

jiji

ci

jri

jiji

jiji

ci

jri

i
jiji

jiji

ci

jri

jiji

jiji

ci

jri

lg
yy
zz

arctg
m

N
yy
zz

arctg
m

N

l
yy
zz

arctg
m

N
yy
zz

arctg
m

N

,  (23) 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ 
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где KNi – количество частиц соответствующего положения в массиве (см. рисунок 1). 
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РЕЗУЛЬТАТЫ 
 

Полученные выражения (15–23) позволяют составить систему уравнений, описывающую 
поведение снежной массы в роторе снегоочистителя. Общее количество уравнений, 
необходимых для описания снежного массива, будет равно 

 

6N5N4N3N2N1N K3K3K3K4K4K4 ⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅ ,   (24) 
 

где KNi – количество частиц соответствующего положения в массиве (см. рисунок 1). 
 
Данная система является системой линейных уравнений и может быть решена на ЭВМ 

методом Гаусса [16,17,18]. 
В результате решения составленной системы уравнений однозначно определяются 

численные значения нормальных реакций кожуха ротора роторного снегоочистителя, лопасти 
ротора и взаимодействия соседних частиц, а также направления их действия в каждый момент 
времени. Такие данные позволяют определить мощность, необходимую для транспортирования 

(24)

где KNi – количество частиц соответствующего 
положения в массиве (см. рисунок 1).

Данная система является системой линей-
ных уравнений и может быть решена на ЭВМ 
методом Гаусса [16,17,18].

В результате решения составленной систе-
мы уравнений однозначно определяются чис-
ленные значения нормальных реакций кожуха 
ротора роторного снегоочистителя, лопасти 
ротора и взаимодействия соседних частиц, а 
также направления их действия в каждый мо-
мент времени. Такие данные позволяют опре-
делить мощность, необходимую для транс-
портирования снежной массы, напряжения и 
деформации, возникающие в конструктивных 
элементах метательного аппарата.

ОБСУЖДЕНИЕ И ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Предложенная математическая модель 

и уравнения движения, составленные на ее 
основе, позволяют однозначно определить 
значения всех действующих сил на снежную 
массу в процессе ее транспортирования в 
роторе роторного снегоочистителя. При этом 
для решения полученной системы уравнений 

может быть использован достаточно простой 
алгоритм – метод Гаусса.

Следует отметить, что рассматриваемая 
модель позволяет моделировать снежную 
массу в межлопастном пространстве более 
сложной конфигурации и совокупности ча-
стиц, имеющих нерегулярное распределение 
по размерам и взаимному положению.
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