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АННОТАЦИЯ
Введение. Целью статьи является рассмотрение влияния демпфирования в амортизаторе на сохран-
ность груза, безотрывное качение колеса и потери энергии в подвеске автомобиля. 
Материалы и методы. Рассмотрение основано на анализе амплитудно-частотных характеристик 
двухмассовой модели автомобиля и зависимости работы амортизатора за цикл колебаний от частоты 
кинематического воздействия. 
Результаты. В статье приведена расчетная схема и уравнения динамики двухмассовой колебательной 
системы, эквивалентной автомобильной подвеске. Рассчитаны частоты, при которых пересекаются 
амплитудно-частотные характеристики для различных уровней демпфирования (инвариантные точки) 
в двухмассовой колебательной системе. Предложено понятие «относительная работа амортизатора 
за цикл колебаний» и приведена формула для расчета относительной работы амортизатора в двухмас-
совой колебательной системе. Проведён сравнительный анализ графиков, характеризующих плавность 
хода, безотрывное качение колеса и потери энергии в подвеске.
Обсуждение и заключение. Выявлено, что существенные противоречия между этими требованиями 
возникают только вблизи второго резонанса подрессоренной массы, при увеличении частоты колебаний 
в зарезонансной зоне эти противоречия сглаживаются.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: автомобиль, двухмассовая колебательная система, амортизаторы, сохранность 
груза, безотрывное качение колеса, потери энергии в подвеске, амплитудно-частотные характеристи-
ки, относительная работа амортизатора, инвариантные точки.
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ABSTRACT
Introduction. The purpose of the article is to consider the effect of damping in the shock absorber on smooth 
running, continuous rolling of the wheel and energy loss in the suspension of the car. 
Materials and methods. The review is based on the analysis of the amplitude-frequency characteristics of a two-
mass car model and the dependence of the shock absorber operation during the oscillation cycle on the frequency 
of kinematic action. 
Results. The article presents a calculation scheme and equations of dynamics of a two-mass oscillatory system 
equivalent to an automobile suspension. The frequencies at which the amplitude-frequency characteristics intersect 
for different levels of damping (invariant points) in a two-mass oscillatory system are calculated. The relative 
operation of the shock absorber for the oscillation cycle concept is proposed and a formula for calculating the 
relative operation of the shock absorber in a two-mass oscillatory system is given. A comparative analysis of graphs 
characterizing smooth running, continuous rolling of the wheel and energy losses in the suspension is carried out. 
Discussion and conclusions. It is revealed that significant contradictions between these requirements arise only 
near the second resonance of the sprung mass, with an increase in the frequency of vibrations in the resonant zone, 
these contradictions are decrease.

KEYWORDS: car, two-mass oscillatory system, shock absorbers, cargo safety, continuous rolling of the wheel, 
energy loss in the suspension, amplitude-frequency characteristics, relative operation of the shock absorber, 
invariant points.

ACKNOWLEDGMENTS. The authors expressed gratitude to SibADI management for the opportunity to publish 
the material, as well as to reviewers for the attention paid to our research.

The article was submitted 20.02.2022; approved after reviewing 09.03.2022; accepted for publication 
12.04.2022. 
The authors have read and approved the final manuscript.
Financial transparency: the authors have no financial interest in the presented materials or methods. There 
is no conflict of interest.

For citation: Konstantin V. Chernyshov, Viacheslav V. Novikov, Rustam R. Sanzhapov, Vladislav V. Kotov Analysis 
of shock absorber resistance impact on load safety, continuous wheel rolling and energy loss in vehicle suspension. 
The Russian Automobile and Highway Industry Journal. 2022; 19 (2): 258-277. https://doi.org/10.26518/2071-7296- 
2022-19-2-258-277 



Том 19, № 2. 2022
Vol. 19, No. 2. 2022

© 2004–2022 Вестник СибАДИ 
The Russian Automobile  
and Highway Industry Journal

260

ТРАНСПОРТРАЗДЕЛ II

Основные положения. В статье приведена расчетная схема и уравнения динамики двухмассовой ко-
лебательной системы, эквивалентной автомобильной подвеске. Рассчитаны частоты, при которых 
пересекаются амплитудно-частотные характеристики для различных уровней демпфирования (инвари-
антные точки) в двухмассовой колебательной системе. Предложено понятие «относительная работа 
амортизатора за цикл колебаний» и приведена формула для расчета относительной работы аморти-
затора в двухмассовой колебательной системе. Проведён сравнительный анализ графиков, характе-
ризующих сохранность груза, безотрывное качение колеса и потери энергии в подвеске. Выявлено, что 
существенные противоречия между этими требованиями возникают только вблизи второго резонан-
са подрессоренной массы, при увеличении частоты колебаний в зарезонансной зоне эти противоречия 
сглаживаются.

ВВЕДЕНИЕ
Известно, что характеристики нерегулиру-

емой автомобильной подвески при ее проек-
тировании выбираются в результате поиска 
компромисса между противоречивыми требо-
ваниями плавности хода и комфорта с одной 
стороны, а также устойчивости и управляемо-
сти с другой стороны. Так, принято считать, 
что пониженное демпфирование способству-
ет повышению плавности хода, а увеличение 
демпфирования в рациональных пределах 
содействует безотрывному качению колеса 
и вследствие этого приводит к повышению 
устойчивости движения автомобиля. Кро-
ме того, всё больше внимания обращают на 
энергоэффективность подвески, которая тоже 
часто вступает в противоречие со всеми ука-
занными требованиями. 

Исследованию влияния демпфирования в 
линейной подвеске на вертикальные ускоре-
ния подрессоренных масс, деформацию шин 
и пробои подвески, вычислению оптимальных 
для плавности хода и безопасности движе-
ния коэффициентов сопротивления аморти-
заторов для различных спектров возмущений 
посвящён объемный параграф в фундамен-
тальной работе [1]. В работе [2] рассмотрено 
влияние демпфирования в линейной подвеске 
на вертикальные перемещения и ускорения 
подрессоренных и перемещения неподрес-
соренных масс на основе анализа амплитуд-
но-частотных характеристик двухмассовой ко-
лебательной системы, однако в этой работе не 
рассмотрены деформации шин, влияющие на 
устойчивость, не вычислены узловые (инвари-
антные) точки и не проведен сравнительный 
анализ влияния демпфирования на плавность 
хода и устойчивость движения. Результаты ис-
следования линейных подвесок приведены в 
работах [3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 
15, 16, 17]. Исследованию выделения энергии 
в амортизаторе одномассовой колебательной 
системы посвящены работы [18]. 

Наиболее простой моделью автомобиля, 
учитывающей наличие в автомобиле подрес-
соренной и неподрессоренной масс, упругих 

и демпфирующих свойств подвески и шины, 
является двухмассовая колебательная систе-
ма с внешним кинематическим воздействием 
(рисунок 1). Здесь, соответственно, m1 и m2 – 
подрессоренная и неподрессоренная массы, 
с1 и с2 – жёсткость рессоры и шины, k1 и k2 – 
коэффициенты демпфирования амортизатора 
подвески и шины, z1 и z2 – перемещения под-
рессоренной и неподрессоренной масс, q – ки-
нематическое воздействие.

дён сравнительный анализ графиков, характеризующих сохранность груза, безотрывное каче-
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Рисунок 1 – Схема двухмассовой одноопорной 

виброзащитной системы на основе
[1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 12]: 1 – подрессоренная масса; 

2 – неподрессоренная масса;  
3 – упругий элемент (рессора); 

4 – демпфер (амортизатор); 5 и 6 – шина с упругими и 
демпфирующими свойствами

Figure 1 – Diagram of a two-mass single-support vibration 
protection system based on

[1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 12]: 1 – sprung mass;  
2 – unsprung mass; 

3 – elastic element (spring); 4 – damper (shock absorber); 
5 and 6 – tire with elastic and damping properties
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Двухмассовая колебательная система позволяет изучить влияние подвески не только на ко-
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формации шин. Математической моделью динамики такой системы является система из двух 
дифференциальных уравнений второго порядка: 
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Разделим первое и второе уравнения на m1 и m2 соответственно:  

 










=−−−−−+−+

=−+−+

.0)()()()(

;0)()(

21
2

1
21

2

1
2

2

2
2

2

2
2

21
1

1
21

1

1
1

zz
m
c

zz
m
k

qz
m
c

qz
m
k

z

zz
m
c

zz
m
k

z





 (2) 

Введем обозначения:  
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Здесь 1h  и 1h  – парциальные (относящиеся к разделенным колебательным системам) отно-
сительные коэффициенты демпфирования, 01ω  и 02ω  – парциальные собственные частоты 
подрессоренной и неподрессоренной масс. С учетом этих обозначений получим следующую 
систему дифференциальных уравнений:  
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Система дифференциальных уравнений (4) приводится к двум дифференциальным уравнени-
ям четвертого порядка:  
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Решения однородных уравнений, соответствующих уравнениям (5) и (6), характеризуют пе-

реходные процессы в системе, а частные решения этих уравнений – ее установившееся движе-
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Большой интерес при исследовании подвесок представляют амплитудно-частотные харак-
теристики деформаций подвески и шин. Деформации подвески характеризуют ее энергопотери, 
пробои и отрывы, а деформации шин определяют сцепление колеса с дорогой. 

Введем обозначения: 21 zzx −=  – деформация подвески, qzy −= 2  – деформация шины. 
Произведем изменения в системе уравнений (4):  
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Демпфирование в автомобильной шине очень мало, поэтому при проведении расчетов им 
обычно пренебрегают, что существенно упрощает приведенные выше формулы. Так диффе-
ренциальные уравнения (5) и (6) при 02 =h  ( 02 =ψ ), соответственно, принимают вид:  

2
20

2
0111

2
20

2
011

2
2011

2
20

2
01111 )2(2))1(()1(2 ωω+=ωω+ω+ω+µ+ω+µ++ qqhzzhzzhz  , 

 (24) 
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Так же как и в случае уравнений (5) и (6), нас интересуют частные решения неоднородных 
дифференциальных уравнений (16) и (17), которые для синусоидального возмущения 
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фазовые сдвиги колебаний в безразмерных величинах:  
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обычно пренебрегают, что существенно упрощает приведенные выше формулы. Так диффе-
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Тогда выражения для расчета значений амплитуд колебаний подрессоренной и неподрессо-
ренной масс, соответственно:  
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сдвиги фаз колебаний подрессоренной и неподрессоренной масс, соответственно:  
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Дифференциальные уравнения (16) и (17) при 02 =h  ( 02 =ψ ), соответственно:  
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В этом случае амплитуды деформаций подвесок и шин, соответственно,  
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Эти же амплитуды в относительных координатах, соответственно,  
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Тогда выражения для расчета значений амплитуд колебаний подрессоренной и неподрессо-
ренной масс, соответственно: 
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В безразмерных величинах амплитуды:  
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сдвиги фаз колебаний подрессоренной и неподрессоренной масс, соответственно:  
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Дифференциальные уравнения (16) и (17) при 02 =h  ( 02 =ψ ), соответственно:  
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В этом случае амплитуды деформаций подвесок и шин, соответственно,  

 [ ] [ ]222
02

22
1

2422
02

2
10

2
10

2
02

2
01

4
02

4

00
)1(4)( ω⋅µ+−ωω+ω+ω⋅ω+µω+ω−ωω

ωω
=

h
qx , 

 [ ] [ ]222
02

22
1

2422
02

2
10

2
10

2
02

2
01

262
1

4222
01

00
)1(4)(

)1(4))1((
ω⋅µ+−ωω+ω+ω⋅ω+µω+ω−ωω

µ+ω+ωω−µ+ω
=

h
hqy . (31) 

Эти же амплитуды в относительных координатах, соответственно,  
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Фазовые сдвиги колебаний  
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 (25) 
Тогда выражения для расчета значений амплитуд колебаний подрессоренной и неподрессо-
ренной масс, соответственно:  
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В безразмерных величинах амплитуды:  
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сдвиги фаз колебаний подрессоренной и неподрессоренной масс, соответственно:  
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Дифференциальные уравнения (16) и (17) при 02 =h  ( 02 =ψ ), соответственно:  
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В этом случае амплитуды деформаций подвесок и шин, соответственно,  
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Эти же амплитуды в относительных координатах, соответственно,  
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Фазовые сдвиги колебаний  
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В безразмерных величинах амплитуды: 
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Тогда выражения для расчета значений амплитуд колебаний подрессоренной и неподрессо-
ренной масс, соответственно:  
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сдвиги фаз колебаний подрессоренной и неподрессоренной масс, соответственно: 
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Тогда выражения для расчета значений амплитуд колебаний подрессоренной и неподрессо-
ренной масс, соответственно:  
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Дифференциальные уравнения (16) и (17) при 02 =h  ( 02 =ψ ), соответственно:  
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Эти же амплитуды в относительных координатах, соответственно,  
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Дифференциальные уравнения (16) и (17) при 02 =h  ( 02 =ψ ), соответственно: 
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Тогда выражения для расчета значений амплитуд колебаний подрессоренной и неподрессо-
ренной масс, соответственно:  
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В безразмерных величинах амплитуды:  
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Дифференциальные уравнения (16) и (17) при 02 =h  ( 02 =ψ ), соответственно:  
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В этом случае амплитуды деформаций подвесок и шин, соответственно,  
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сдвиги фаз колебаний подрессоренной и неподрессоренной масс, соответственно:  
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Дифференциальные уравнения (16) и (17) при 02 =h  ( 02 =ψ ), соответственно:  
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В этом случае амплитуды деформаций подвесок и шин, соответственно,  
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Эти же амплитуды в относительных координатах, соответственно,  
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Тогда выражения для расчета значений амплитуд колебаний подрессоренной и неподрессо-
ренной масс, соответственно:  
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В безразмерных величинах амплитуды:  
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В этом случае амплитуды деформаций подвесок и шин, соответственно,  
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Эти же амплитуды в относительных координатах, соответственно,  
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Фазовые сдвиги колебаний  
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Тогда выражения для расчета значений амплитуд колебаний подрессоренной и неподрессо-
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В безразмерных величинах амплитуды:  
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сдвиги фаз колебаний подрессоренной и неподрессоренной масс, соответственно:  
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Дифференциальные уравнения (16) и (17) при 02 =h  ( 02 =ψ ), соответственно:  
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В этом случае амплитуды деформаций подвесок и шин, соответственно,  
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Эти же амплитуды в относительных координатах, соответственно,  
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Фазовые сдвиги колебаний  
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Фазовые сдвиги колебаний в относительных координатах  
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МЕТОДЫ И МАТЕРИАЛЫ 

Для построения и анализа графиков амплитудно-частотных характеристик целесообразно 
ввести понятие относительной жесткости колебательной системы. Для этого рассмотрим отно-
шение квадратов парциальных собственных частот:  
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Здесь 
1

2
отн c

cc =  – относительная жесткость – отношение жесткости шины к жесткости упругого 

элемента подвески. 
На рисунке 2 представлены амплитудно-частотные характеристики перемещений и ускоре-

ний двухмассовой колебательной системы с кинематическим возмущением с различными зна-
чениями относительного коэффициента демпфирования амортизатора и без демпфирования в 
шине при относительной жесткости колебательной системы 5,110отн =c . 

На рисунке 3 изображены амплитудно-частотные характеристики деформаций шин (а) и 
деформаций подвески (б) при отсутствии демпфирования в шинах и при различных величинах 
демпфирования в подвеске при той же относительной жесткости. 

Увеличение демпфирования в подвеске двухмассовой колебательной системы приводит к 
снижению амплитуд колебаний подрессоренной и неподрессоренной масс и деформаций шин 
не во всем диапазоне частот, а на отдельных участках этого диапазона. При отсутствии демп-
фирования в шине амплитудно-частотные характеристики двухмассовой колебательной систе-
мы имеют инвариантные точки, разделяющие диапазоны влияния демпфирования в подвеске 
на амплитуды колебаний масс и деформаций шин. 

Амплитудно-частотные характеристики деформаций подвески при слабом демпфировании в 
подвеске имеют два ярко выраженных резонансных пика, которые сглаживаются с увеличением 
демпфирования. Точек пересечения эти характеристики при различном демпфировании не 
имеют, но имеют точку касания. Увеличение демпфирования в подвеске всегда приводит к 
уменьшению амплитуд деформаций подвески. 

На рисунке 2, а, в обозначены инвариантные точки, в которых пересекаются амплитудно-
частотные характеристики перемещений подрессоренной (точки А, Б, В) и неподрессоренной 
(точки Г, Д) масс. На рисунке 3, а обозначены инвариантные точки амплитудно-частотных ха-
рактеристик деформаций шин (точки Е, Ж). Точка касания графиков на рисунке 3, б (составлено 
авторами) обозначена буквой З. 

Предлагается следующая методика расчета инвариантных точек. 
Выражения (26) для расчета значений амплитуд колебаний подрессоренной и неподрессо-

ренной масс и выражение (31) для расчета амплитуды деформаций шин имеют общий вид:  
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Фазовые сдвиги колебаний в относительных координатах 
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Фазовые сдвиги колебаний в относительных координатах  
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На рисунке 3 изображены амплитудно-ча-

стотные характеристики деформаций шин (а) 
и деформаций подвески (б) при отсутствии 
демпфирования в шинах и при различных ве-
личинах демпфирования в подвеске при той 
же относительной жесткости.

Увеличение демпфирования в подвеске 
двухмассовой колебательной системы при-



Том 19, № 2. 2022
Vol. 19, No. 2. 2022

© 2004–2022 Вестник СибАДИ 
The Russian Automobile  
and Highway Industry Journal

266

ТРАНСПОРТРАЗДЕЛ II

водит к снижению амплитуд колебаний под-
рессоренной и неподрессоренной масс и де-
формаций шин не во всем диапазоне частот, 
а на отдельных участках этого диапазона. При 
отсутствии демпфирования в шине амплитуд-
но-частотные характеристики двухмассовой 
колебательной системы имеют инвариант-
ные точки, разделяющие диапазоны влияния 
демпфирования в подвеске на амплитуды ко-
лебаний масс и деформаций шин.

Амплитудно-частотные характеристики де-
формаций подвески при слабом демпфирова-
нии в подвеске имеют два ярко выраженных 
резонансных пика, которые сглаживаются с 
увеличением демпфирования. Точек пере-
сечения эти характеристики при различном 
демпфировании не имеют, но имеют точку ка-
сания. Увеличение демпфирования в подве-
ске всегда приводит к уменьшению амплитуд 
деформаций подвески.

На рисунке 2, а, в обозначены инвариантные 
точки, в которых пересекаются амплитудно-ча-
стотные характеристики перемещений подрес-
соренной (точки А, Б, В) и неподрессоренной 
(точки Г, Д) масс. На рисунке 3, а обозначены 
инвариантные точки амплитудно-частотных 
характеристик деформаций шин (точки Е, Ж). 
Точка касания графиков на рисунке 3, б (со-
ставлено авторами) обозначена буквой З.

Предлагается следующая методика расче-
та инвариантных точек.

Выражения (26) для расчета значений 
амплитуд колебаний подрессоренной и не-
подрессоренной масс и выражение (31) для 
расчета амплитуды деформаций шин имеют 
общий вид: 
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Для построения и анализа графиков амплитудно-частотных характеристик целесообразно 
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Рисунок 2 – Амплитудно-частотные характеристики перемещений и ускорений подрессоренной 
(а, б) и перемещений неподрессоренной (в) масс двухмассовой колебательной системы 

с кинематическим воздействием при отсутствии демпфировании в шине и различных уровнях 

демпфирования в подвеске: 1 – 01 =ψ ;  2 – 2,01 =ψ ;  3 – 35,01 =ψ ; 

А, Б, В, Г, Д, В,Б,А ′′′  – инвариантные точки 
Источник: составлено авторами.

Figure 2 – Amplitude-frequency characteristics of movements and accelerations of sprung 
(a, b) and movements of unsprung (c) masses of a two-mass oscillatory system 

with kinetic action in the absence of damping in the tire and various levels 

of damping in the suspension : 1 – 01 =ψ ; 2 – 2,01 =ψ ; 

3 – 35,01 =ψ ;  А, Б, В, Г, Д, В,Б,А ′′′  – invariant points 
Source: compiled by authors.
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Рисунок 3 – Амплитудно-частотные характеристики деформаций шин (а) и подвески (б)  
в двухмассовой колебательной системе с кинематическим воздействием при отсутствии демпфирова-

ния в шине и различных величинах демпфирования в подвеске (составлено авторами):  

1 – 01 =ψ ; 2 – 2,01 =ψ ; 3 – 35,01 =ψ ;  Е, Ж, З – инвариантные точки 
Источник: составлено авторами. 
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Расположив эти частоты в порядке возрастания, получим абсциссы, соответственно, точек 
А, Б и В. При тех же частотах существуют инвариантные точки на амплитудно-частотных харак-
теристиках ускорений (точки В,Б,А ′′′  на рисунке 2, б). 

Аналогично, используя выражения для расчета амплитуд перемещений неподрессоренной 
массы и деформаций шин, получим абсциссы инвариантных точек Г, Д, Е и Ж. 

Амплитудно-частотные характеристики деформаций подвески точек пересечений не имеют, но 
имеют точку касания (точка З на рисунке 3, б), в которой амплитуды деформаций подвески при уста-
новившихся колебаниях постоянны, независимо от демпфирования в подвеске.  

Рассмотрим выражение для расчета значений амплитуд деформаций шин:  
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Корень квадратный в правой части выражения также можно представить в виде (36) при 
условии, что 0)( =ωb . В этом случае получаем равенство для расчета инвариантной точки:  
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Исключая очевидное решение 0=ω , получим  

 0)1( 22
02 =ω⋅µ+−ω . (45) 

Из выражения (45) видно, что частота в инвариантной точке зависит от парциальной соб-
ственной частоты неподрессоренной массы и отношения подрессоренной и неподрессоренной 
масс, амплитуда в этой точке зависит от амплитуды воздействия и отношения подрессоренной 
и неподрессоренной масс:  
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Выражение (41) в этом случае имеет вид:  
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Выражение (47) отрицательно во всем диапазоне частот ω, что свидетельствует о том, что точ-
ка );( З0З xω  является точкой касания, и при увеличении демпфирования амплитуда дефор-
маций подвески уменьшается во всем диапазоне частот. 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ 

Приведем результаты расчетов инвариантных точек:  
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Исключая очевидное решение 0=ω , получим 
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Расположив эти частоты в порядке возрастания, получим абсциссы, соответственно, точек 
А, Б и В. При тех же частотах существуют инвариантные точки на амплитудно-частотных харак-
теристиках ускорений (точки В,Б,А ′′′  на рисунке 2, б). 

Аналогично, используя выражения для расчета амплитуд перемещений неподрессоренной 
массы и деформаций шин, получим абсциссы инвариантных точек Г, Д, Е и Ж. 

Амплитудно-частотные характеристики деформаций подвески точек пересечений не имеют, но 
имеют точку касания (точка З на рисунке 3, б), в которой амплитуды деформаций подвески при уста-
новившихся колебаниях постоянны, независимо от демпфирования в подвеске.  

Рассмотрим выражение для расчета значений амплитуд деформаций шин:  
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Корень квадратный в правой части выражения также можно представить в виде (36) при 
условии, что 0)( =ωb . В этом случае получаем равенство для расчета инвариантной точки:  
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Исключая очевидное решение 0=ω , получим  
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Из выражения (45) видно, что частота в инвариантной точке зависит от парциальной соб-
ственной частоты неподрессоренной массы и отношения подрессоренной и неподрессоренной 
масс, амплитуда в этой точке зависит от амплитуды воздействия и отношения подрессоренной 
и неподрессоренной масс:  
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Выражение (41) в этом случае имеет вид:  
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Выражение (47) отрицательно во всем диапазоне частот ω, что свидетельствует о том, что точ-
ка );( З0З xω  является точкой касания, и при увеличении демпфирования амплитуда дефор-
маций подвески уменьшается во всем диапазоне частот. 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ 

Приведем результаты расчетов инвариантных точек:  
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ТРАНСПОРТРАЗДЕЛ II

Из выражения (45) видно, что частота в инвариантной точке зависит от парциальной собствен-
ной частоты неподрессоренной массы и отношения подрессоренной и неподрессоренной масс, 
амплитуда в этой точке зависит от амплитуды воздействия и отношения подрессоренной и не-
подрессоренной масс: 
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Расположив эти частоты в порядке возрастания, получим абсциссы, соответственно, точек 
А, Б и В. При тех же частотах существуют инвариантные точки на амплитудно-частотных харак-
теристиках ускорений (точки В,Б,А ′′′  на рисунке 2, б). 

Аналогично, используя выражения для расчета амплитуд перемещений неподрессоренной 
массы и деформаций шин, получим абсциссы инвариантных точек Г, Д, Е и Ж. 

Амплитудно-частотные характеристики деформаций подвески точек пересечений не имеют, но 
имеют точку касания (точка З на рисунке 3, б), в которой амплитуды деформаций подвески при уста-
новившихся колебаниях постоянны, независимо от демпфирования в подвеске.  

Рассмотрим выражение для расчета значений амплитуд деформаций шин:  
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Корень квадратный в правой части выражения также можно представить в виде (36) при 
условии, что 0)( =ωb . В этом случае получаем равенство для расчета инвариантной точки:  
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Исключая очевидное решение 0=ω , получим  

 0)1( 22
02 =ω⋅µ+−ω . (45) 

Из выражения (45) видно, что частота в инвариантной точке зависит от парциальной соб-
ственной частоты неподрессоренной массы и отношения подрессоренной и неподрессоренной 
масс, амплитуда в этой точке зависит от амплитуды воздействия и отношения подрессоренной 
и неподрессоренной масс:  
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Выражение (41) в этом случае имеет вид:  
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Выражение (47) отрицательно во всем диапазоне частот ω, что свидетельствует о том, что точ-
ка );( З0З xω  является точкой касания, и при увеличении демпфирования амплитуда дефор-
маций подвески уменьшается во всем диапазоне частот. 
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Приведем результаты расчетов инвариантных точек:  
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Выражение (41) в этом случае имеет вид: 
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Расположив эти частоты в порядке возрастания, получим абсциссы, соответственно, точек 
А, Б и В. При тех же частотах существуют инвариантные точки на амплитудно-частотных харак-
теристиках ускорений (точки В,Б,А ′′′  на рисунке 2, б). 

Аналогично, используя выражения для расчета амплитуд перемещений неподрессоренной 
массы и деформаций шин, получим абсциссы инвариантных точек Г, Д, Е и Ж. 

Амплитудно-частотные характеристики деформаций подвески точек пересечений не имеют, но 
имеют точку касания (точка З на рисунке 3, б), в которой амплитуды деформаций подвески при уста-
новившихся колебаниях постоянны, независимо от демпфирования в подвеске.  

Рассмотрим выражение для расчета значений амплитуд деформаций шин:  
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Корень квадратный в правой части выражения также можно представить в виде (36) при 
условии, что 0)( =ωb . В этом случае получаем равенство для расчета инвариантной точки:  
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Исключая очевидное решение 0=ω , получим  

 0)1( 22
02 =ω⋅µ+−ω . (45) 

Из выражения (45) видно, что частота в инвариантной точке зависит от парциальной соб-
ственной частоты неподрессоренной массы и отношения подрессоренной и неподрессоренной 
масс, амплитуда в этой точке зависит от амплитуды воздействия и отношения подрессоренной 
и неподрессоренной масс:  
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Выражение (41) в этом случае имеет вид:  
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Выражение (47) отрицательно во всем диапазоне частот ω, что свидетельствует о том, что точ-
ка );( З0З xω  является точкой касания, и при увеличении демпфирования амплитуда дефор-
маций подвески уменьшается во всем диапазоне частот. 
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Приведем результаты расчетов инвариантных точек:  

 
2

)1(4)1(4)1(2 4
02

2
02

2
10

4
10

22
02

2
10

А

ω+ωω−µ+ωµ+−ω+ωµ+
=ω ,  

 02Б ω=ω ,  

 
2

)1(4)1(4)1(2 4
02

2
02

2
10

4
10

22
02

2
10

В

ω+ωω−µ+ωµ++ω+ωµ+
=ω ,  

 
µ+

ωωµ+−ω+µ+ω−ω+µ+ω
=ω

2
)2(2))1(())1(( 2

02
2
01

22
02

2
10

2
02

2
10

Г ,  

 
µ+

ωωµ+−ω+µ+ω+ω+µ+ω
=ω

2
)2(2))1(())1(( 2

02
2
01

22
02

2
10

2
02

2
10

Д ,  

(47)

Выражение (47) отрицательно во всем диапазоне частот ω, что свидетельствует о том, что 
точка 
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Расположив эти частоты в порядке возрастания, получим абсциссы, соответственно, точек 
А, Б и В. При тех же частотах существуют инвариантные точки на амплитудно-частотных харак-
теристиках ускорений (точки В,Б,А ′′′  на рисунке 2, б). 

Аналогично, используя выражения для расчета амплитуд перемещений неподрессоренной 
массы и деформаций шин, получим абсциссы инвариантных точек Г, Д, Е и Ж. 

Амплитудно-частотные характеристики деформаций подвески точек пересечений не имеют, но 
имеют точку касания (точка З на рисунке 3, б), в которой амплитуды деформаций подвески при уста-
новившихся колебаниях постоянны, независимо от демпфирования в подвеске.  

Рассмотрим выражение для расчета значений амплитуд деформаций шин:  
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Корень квадратный в правой части выражения также можно представить в виде (36) при 
условии, что 0)( =ωb . В этом случае получаем равенство для расчета инвариантной точки:  
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Исключая очевидное решение 0=ω , получим  
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Из выражения (45) видно, что частота в инвариантной точке зависит от парциальной соб-
ственной частоты неподрессоренной массы и отношения подрессоренной и неподрессоренной 
масс, амплитуда в этой точке зависит от амплитуды воздействия и отношения подрессоренной 
и неподрессоренной масс:  
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Выражение (41) в этом случае имеет вид:  
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Выражение (47) отрицательно во всем диапазоне частот ω, что свидетельствует о том, что точ-
ка );( З0З xω  является точкой касания, и при увеличении демпфирования амплитуда дефор-
маций подвески уменьшается во всем диапазоне частот. 
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Приведем результаты расчетов инвариантных точек:  
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 является точкой касания, и при увеличении демпфирования амплитуда дефор-
маций подвески уменьшается во всем диапазоне частот.

РЕЗУЛЬТАТЫ
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Последнему случаю соответствует ордината в относительных величинах 
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относительных частот (см. рисунок 2, а, в, рисунок 3): 
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Наличие на амплитудно-частотной характеристике больших амплитуд деформаций шин сви-
детельствуют о значительном риске отрыва шин от дороги в процессе движения автомобиля. По-
теря контакта шин с дорогой ухудшает важные для безопасности автомобиля эксплуатационные 
свойства: устойчивость и управляемость движения, а также тормозные свойства.

Увеличение демпфирования в подвеске уменьшает амплитуды деформаций подвески, следо-
вательно, снижает риск отрывов и пробоев подвески. Однако деформации подвески влияют на 
потери энергии в амортизаторах. Рассмотрим эти потери и влияние на них амплитуд деформаций 
подвески.
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ТРАНСПОРТРАЗДЕЛ II

Полная работа амортизатора в колебательной системе за цикл колебаний [4]: 
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Используя формулу (33) для амплитуды деформаций подвесок в относительных величинах, 
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Введем обозначение для относительной работы амортизатора за цикл колебаний:  
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 – энергия, запасенная в упругом элементе подвески при его деформа-

ции на величину амплитуды кинематического воздействия. 
Тогда относительная работа амортизатора за цикл колебаний:  
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На рисунке 4 показана зависимость относительной работы амортизатора за цикл колебаний 
от относительной частоты кинематического воздействия ι1 при различных уровнях демпфирования в 
подвеске. 

Как видно из формул (53), (54), (56) и из графиков на рисунке 4, работа (относительная ра-
бота) амортизатора и, следовательно, потери энергии в нем за цикл колебаний зависят от ча-
стоты колебаний и демпфирования в подвеске. С понижением демпфирования потери энергии 
возрастают в зонах обоих резонансов, а в межрезонансной и зарезонансной зонах – уменьша-
ются. При этом с понижением демпфирования интервалы роста потерь энергии уменьшаются, 
поэтому графики зависимости потерь энергии от частоты колебаний не имеют инвариантных 
точек. 

На рисунке 5 сопоставлены графики, характеризующие плавность хода, безотрывное каче-
ние колеса и потери энергии в подвеске.  
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ремещений и ускорений подрессоренной массы, поскольку абсциссы точек Б и Ж существенно 
различны; 
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ремещений и ускорений подрессоренной массы, поскольку абсциссы точек Б и Ж существенно 
различны; 
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Здесь 

Наличие на амплитудно-частотной характеристике больших амплитуд деформаций шин 
свидетельствуют о значительном риске отрыва шин от дороги в процессе движения автомобиля. 
Потеря контакта шин с дорогой ухудшает важные для безопасности автомобиля эксплуатацион-
ные свойства: устойчивость и управляемость движения, а также тормозные свойства. 

Увеличение демпфирования в подвеске уменьшает амплитуды деформаций подвески, сле-
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на потери энергии в амортизаторах. Рассмотрим эти потери и влияние на них амплитуд дефор-
маций подвески. 

Полная работа амортизатора в колебательной системе за цикл колебаний [4]:  
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Введем обозначение для относительной работы амортизатора за цикл колебаний:  
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На рисунке 4 показана зависимость относительной работы амортизатора за цикл колебаний 
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На рисунке 4 показана зависимость отно-
сительной работы амортизатора за цикл ко-
лебаний от относительной частоты кинемати-
ческого воздействия ι1 при различных уровнях 
демпфирования в подвеске.

Как видно из формул (53), (54), (56) и из 
графиков на рисунке 4, работа (относительная 
работа) амортизатора и, следовательно, поте-
ри энергии в нем за цикл колебаний зависят 
от частоты колебаний и демпфирования в под-
веске. С понижением демпфирования потери 
энергии возрастают в зонах обоих резонансов, 
а в межрезонансной и зарезонансной зонах – 
уменьшаются. При этом с понижением демп-
фирования интервалы роста потерь энергии 
уменьшаются, поэтому графики зависимости 

потерь энергии от частоты колебаний не име-
ют инвариантных точек.

На рисунке 5 сопоставлены графики, ха-
рактеризующие плавность хода, безотрывное 
качение колеса и потери энергии в подвеске. 

Сопоставление графиков показывает, что: 
1) диапазоны частот первого резонанса ко-

лебаний подрессоренной массы и деформа-
ций шин практически совпадают (в силу бли-
зости абсцисс точек А и Е);

2) межрезонансная зона для деформаций 
шин значительно уже аналогичной зоны для 
перемещений и ускорений подрессоренной 
массы, поскольку абсциссы точек Б и Ж суще-
ственно различны;



Том 19, № 2. 2022
Vol. 19, No. 2. 2022

© 2004–2022 Вестник СибАДИ 
The Russian Automobile  

and Highway Industry Journal
273

TRANSPORT PART II

3) повышение демпфирования в области 
первого резонанса и в области второго резо-
нанса для подрессоренной массы приводит к 
повышению плавности хода на этих частотах, 
к стабилизации контакта колес с дорогой и к 
снижению потерь энергии в подвеске; 

4) понижение демпфирования в межрезо-
нансной области частот для деформаций шин 
приводит к повышению плавности хода, к ста-
билизации контакта колес с дорогой и к сниже-
нию потерь энергии в подвеске; 

5) в диапазонах частот между точками Ж 
и Б, а также за точкой В (заштрихованные 
области на рисунке 5) возникают следующие 
противоречия: увеличение демпфирования 
приводит к стабилизации контакта колес с до-
рогой, но способствует снижению плавности 
хода; при этом тепловыделение в амортиза-

торах вблизи второго резонанса существенно 
снижается, а с увеличением частоты колеба-
ний в зарезонансной области незначительно 
возрастает; 

6) существенные противоречия между 
плавностью хода, с одной стороны, и стабиль-
ностью контакта колеса с дорогой, а также 
снижением тепловыделения и потерь энергии 
в амортизаторах, с другой стороны, возника-
ют вблизи второго резонанса подрессорен-
ной массы слева и справа; при увеличении 
частоты колебаний в зарезонансной зоне эти 
противоречия сглаживаются, и понижение 
демпфирования на этих частотах приводит к 
значительному повышению плавности хода, 
снижению тепловыделения, практически не 
влияя на контакт колеса с дорогой. 

3) повышение демпфирования в области первого резонанса и в области второго резонанса 
для подрессоренной массы приводит к повышению плавности хода на этих частотах, к стабили-
зации контакта колес с дорогой и к снижению потерь энергии в подвеске;  
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водит к повышению плавности хода, к стабилизации контакта колес с дорогой и к снижению по-
терь энергии в подвеске;  

5) в диапазонах частот между точками Ж и Б, а также за точкой В (заштрихованные области 
на рисунке 5) возникают следующие противоречия: увеличение демпфирования приводит к 
стабилизации контакта колес с дорогой, но способствует снижению плавности хода; при этом 
тепловыделение в амортизаторах вблизи второго резонанса существенно снижается, а с уве-
личением частоты колебаний в зарезонансной области незначительно возрастает;  

6) существенные противоречия между плавностью хода, с одной стороны, и стабильностью 
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плавности хода, снижению тепловыделения, практически не влияя на контакт колеса с дорогой.  
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Figure 4 – The dependence of the relative operation of the shock absorber during the oscillation cycle  
on the relative frequency of the cinematic effect of i1 at different levels of damping  

in the suspension : 1 – 1,01 =ψ ; 2 – 2,01 =ψ ; 3 – 35,01 =ψ  
Source: compiled by authors. 

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В статье приведена расчетная схема и уравнения динамики двухмассовой колебательной 
системы, эквивалентной автомобильной подвеске. Предложена методика расчета инвариант-
ных точек для одноопорных колебательных систем, в которых пересекаются или касаются ам-
плитудно-частотные характеристики для различных уровней демпфирования. Рассчитаны ча-
стоты, соответствующие инвариантным точкам в двухмассовой колебательной системе. Пред-
ложено понятие «относительная работа амортизатора за цикл колебаний» и приведена форму-
ла для расчета относительной работы амортизатора в двухмассовой колебательной системе. 
Впервые проведён сравнительный анализ графиков, характеризующих плавность хода, отве-
чающую за сохранность грузов, безотрывное качение колеса и потери энергии в подвеске. Вы-
явлено, что:  
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TRANSPORT PART II

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В статье приведена расчетная схема и 

уравнения динамики двухмассовой колеба-
тельной системы, эквивалентной автомобиль-
ной подвеске. Предложена методика расчета 
инвариантных точек для одноопорных коле-
бательных систем, в которых пересекаются 
или касаются амплитудно-частотные харак-
теристики для различных уровней демпфи-
рования. Рассчитаны частоты, соответству-
ющие инвариантным точкам в двухмассовой 
колебательной системе. Предложено понятие 
«относительная работа амортизатора за цикл 
колебаний» и приведена формула для рас-
чета относительной работы амортизатора в 
двухмассовой колебательной системе. Впер-
вые проведён сравнительный анализ графи-
ков, характеризующих плавность хода, отве-
чающую за сохранность грузов, безотрывное 
качение колеса и потери энергии в подвеске. 
Выявлено, что: 

1) диапазоны частот первого резонанса ко-
лебаний подрессоренной массы и деформа-
ций шин практически совпадают ( в силу бли-
зости абсцисс точек А и Е);

2) межрезонансная зона для деформаций 
шин значительно уже аналогичной зоны для 
перемещений и ускорений подрессоренной 
массы, поскольку абсциссы точек Б и Ж суще-
ственно различны;

3) повышение демпфирования в области 
первого резонанса и в области второго резо-
нанса для подрессоренной массы приводит к 
повышению плавности хода на этих частотах, 
к стабилизации контакта колес с дорогой и к 
снижению потерь энергии в подвеске; 

4) понижение демпфирования в межрезо-
нансной области частот для деформаций шин 
приводит к повышению плавности хода, к ста-
билизации контакта колес с дорогой и к сниже-
нию потерь энергии в подвеске; 

5) в диапазонах частот между точками Ж 
и Б, а также за точкой В (заштрихованные 
области на рисунке 5) возникают следующие 
противоречия: увеличение демпфирования 
приводит к стабилизации контакта колес с до-
рогой, но способствует снижению плавности 
хода; при этом тепловыделение в амортиза-
торах вблизи второго резонанса существенно 
снижается, а с увеличением частоты колеба-
ний в зарезонансной области незначительно 
возрастает; 

6) существенные противоречия между 
плавностью хода, с одной стороны, и стабиль-
ностью контакта колеса с дорогой, а также 

снижением тепловыделения и потерь энергии 
в амортизаторах, с другой стороны, возника-
ют вблизи второго резонанса подрессоренной 
массы слева и справа; при увеличении часто-
ты колебаний в зарезонансной зоне эти про-
тиворечия сглаживаются, и понижение демп-
фирования на данных частотах приводит к 
значительному повышению плавности хода, 
снижению тепловыделения, практически не 
влияя на контакт колеса с дорогой. 

Таким образом, проведенный сравнитель-
ный анализ показывает, что в одних диапазонах 
частот увеличение демпфирования одновре-
менно улучшает плавностью хода, стабиль-
ность контакта колеса с дорогой и снижает 
потери энергии в амортизаторах, в других ди-
апазонах частот увеличение демпфирования 
одновременно приводит все эти свойства к об-
ратным последствиям, а в третьих диапазонах 
частот увеличение демпфирования вызывает 
противоречия между этими свойствами. В свя-
зи с этим в случае применения нерегулируе-
мых подвесок не удается найти оптимальное 
демпфирование, удовлетворяющее всех трем 
условиям (плавности хода, безопасности и 
энергоэффективности) во всем частотном ди-
апазоне транспортной вибрации. Поэтому нуж-
но либо находить компромиссное решение, 
частично удовлетворяющее всем этим услови-
ям, либо разрабатывать адаптивные подвески 
с саморегулируемыми характеристиками, ко-
торые автоматически меняют сопротивление 
в зависимости от режимов колебаний. Кроме 
того, перспективным направлением является 
разработка подвесок с регулированием демп-
фирования в цикле колебаний, что позволя-
ет существенно уменьшить потери энергии в 
подвеске при одновременном повышении ее 
виброзащитных свойств.
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