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АННОТАЦИЯ
Введение. Наличие внешних сил на рабочих орудиях тракторных агрегатов и строительно-дорожных 
машин часто приводит к неуправляемому отклонению от заданной траектории. Такое движение можно 
представить как сумму управляемого движения и неуправляемого смещения (сдвига). В настоящее вре-
мя неуправляемое движение мало изучено в силу отсутствия адекватных моделей сдвига (страгивания). 
Целью является построение модели неуправляемого сдвига под действием внешней силы, позволяющей 
определить максимальное значение сдвигающей силы в зависимости от ее направления.
Материалы и методы. Математическая модель предельного равновесия была построена на примере 
бульдозерного агрегата, работающего с перекосом отвала. Входящие в нее силовые факторы взаимо-
действия движителя с грунтом сформированы на основе математической теории трения. Модель была 
усовершенствована путем введения различных коэффициентов сцепления в продольном и поперечном 
направлениях, что позволило учесть анизотропию взаимодействия гусеничного движителя с грунтом. 
Результаты. В результате численного эксперимента построен годограф предельной сдвигающей 
силы. Его анализ показал, что сдвигающая сила равна пределу сцепления в единственном случае посту-
пательного сдвига. Во всех остальных случаях (при мгновенно вращательном сдвиге) значение предель-
ной сдвигающей силы значительно меньше предела сцепления. Учет анизотропных свойств дополни-
тельно снижает значение предельной сдвигающей силы. 
Заключение. Годограф позволяет рассчитать значение предельной поперечной силы и оценить возмож-
ность неконтролируемого отклонения машины от заданной траектории. Полученная модель впослед-
ствии может быть использована при разработке системы управления работой беспилотной машины с 
учетом внешнего воздействия со стороны рабочих орудий. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: неуправляемый сдвиг, математическая теория трения, анизотропия взаимодей-
ствия, контакт движителя с грунтом, предельная сдвигающая сила, дорожно-строительные машины 
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ABSTRACT
Introduction. External forces from the working implements of tractor units or road construction machines often 
lead to uncontrollable displacement from a given trajectory. This movement is the sum of controlled movement and 
uncontrolled displacement (start of moving). The lack of adequate models of displacement (start of movement) is 
the reason for the insufficient study of uncontrolled movement at the present time. The goal is to build a model of 
uncontrolled displacement under the action of an external force, which allows obtaining the maximum value of the 
external force, depending on its direction.
Materials and methods. The mathematical model of limiting equilibrium is built on the example of a bulldozer 
unit with a skewed blade. The force factors of the interaction of the mover with the soil included in the model 
were formed on the basis of the mathematical theory of friction. The model was improved by introducing different 
coefficients of adhesion in the longitudinal and transverse directions. This made it possible to take into account the 
anisotropy of the interaction of the propeller with the ground. 
Results. The hodograph of the limiting shift force was constructed as a result of a numerical experiment. His 
analysis showed that the shift force is equal to the adhesion limit only in the case of translational shear. In all other 
cases (instantaneous rotational shear) the value of the ultimate shift force is less than the adhesion limit. Anisotropy 
further reduces the value of the limiting external shear force and rotates the hodograph towards the lowest friction 
coefficient. 
Conclusion. The hodograph allows calculating the value of the limiting shear force and assessing the possibility 
of an uncontrolled deviation of the machine from a given trajectory. The resulting model will subsequently be used 
to build a control system for the operation of an unmanned vehicle, taking into account the external influence from 
the working tools. 

KEYWORDS: Uncontrolled displacement; Mathematical theory of friction; Anisotropy of interaction; Contact of the 
propeller with the ground; Ultimate displacement force; Road construction machines. 
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ВЕДЕНИЕ
Строительно-дорожные машины, в отличие 

от других типов самоходной техники, характе-
ризуются особым отношением к грунту1. Для 
них грунт не только внешняя среда, обеспе-
чивающая взаимодействие движителя с грун-
том, но и рабочее тело2, свойства которого во 
многом определяет производительность рабо-
ты [1, 2]. В отличие от автомобилей и других 
транспортных машин строительно-дорожные 
машины взаимодействуют с грунтом не толь-
ко движителем, но и рабочим орудием. Порой 
внешние силы со стороны рабочего орудия 
приводят к неуправляемому сдвигу (смеще-
нию) и последующему уводу (отклонению) 
машины от управляемого движения3. Класси-
ческим примером может служить работа авто-
грейдера4 по укладке и расширению дорожно-
го полотна [3]. В этом случае рабочее орудие 
вынесено вбок, и действующая на него сила 
сопротивления способна разворачивать ма-
шину (Рисунок 1).

Аналогичная ситуация наблюдается при 
расчистке дорог от снега [4, 5]. За счет нерав-
номерного набора снежной массы результи-
рующая внешняя сила сопротивления смеща-
ется ближе к краю отвала. В случае перекоса 
отвала сила сопротивления, направленная по 

1 Позин Б.М., Трояновская И.П. Тяговая характеристика трактора (основы теории и расчет). Челябинск. 2016. 84 c.
2 Баловнев В.И., Глаголев С.Н., Данилов Р.Г., Кустарев Г.В., Шестопалов К.К., Герасимов М.Д. Машины для земляных 

работ. Конструкция, расчет, потребительские свойства. В 2 томах. Белгород. 2011.
3 Огай В.А., Довбыш В.О., Медведев Е.В. Увод от управляемого движения строительно-дорожных машин под дей-

ствием внешних сил // Теплофизические и технологические аспекты повышения эффективности машиностроительного 
производства: труды IV Международной научно-технической конференции. 2015. С. 455– 457.

4 Баловнев В.И., Данилов Р.Г., Кустарев Г.В., Селиверстов Н.Д. Автогрейдеры (Устройство, основы расчета). Москва. 
2014. 144 с.

5 Носов С.В. Математическое моделирование динамики наземных транспортно-технологических средств при взаимо-
действии с деформируемым опорным основанием. Липецк. 2016. 164 с.

нормали к его поверхности, приобретает еще 
и боковую составляющую, что тоже может де-
стабилизировать прямолинейное движение 
машины (Рисунок 2). Для сохранения прямо-
линейного движения водителю приходится по-
стоянно подправлять машину, что приводит к 
его повышенной утомляемости.

Неуправляемый сдвиг под действием 
внешних сил со стороны рабочего орудия на-
блюдается порой и при работе землеройной 
техники: например, бульдозеров [6, 7] и авто-
грейдеров (при перекосе отвала), рыхлителей 
и корчевателей (при смещении сопротивления 
на крайний зуб), экскаваторов (при боковом 
смещении стрелы) и др. 

Научная проблема состоит в том, что неу-
правляемое движение пока мало изучено, не-
смотря на широкое распространение при рабо-
те строительно-дорожных машин и различных 
тракторных агрегатов. В настоящее время 
основное внимание уделяется моделирова-
нию управляемого движения5 [8, 9]. Научные 
труды [3, 10, 11, 12, 13, 14] по исследованию 
курсовой устойчивости тракторных агрегатов 
и строительно-дорожных машин показали, что 
результирующее движение представляет со-
бой совокупность управляемого движения и 
неуправляемого отклонения (сдвига) машины 
под действием внешних сил. 

Рисунок 1 – Укладка и расширение дорожных обочин

Figure 1 – Laying and widening of road shoulders
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Рисунок 2 – Расчистка дорог от снега

Figure 2 – Clearing snow from roads

Эксперименты [15] доказывают, что пассив-
ный (неуправляемый) сдвиг наблюдался не 
всегда. Иногда начало скольжения машины по 
грунту начинается под действием силы, много 
меньшей предела сцепления.

Цель исследования – построение мате-
матической модели неуправляемого сдвига 
машины для расчета предельного значения 
внешней сдвигающей силы.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Характер неуправляемого сдвига опреде-

ляется положением линии действия внешней 

силы со стороны рабочего орудия относитель-
но центра тяжести машины. В случае, когда 
сдвигающая сила проходит через этот центр, 
имеет место поступательный сдвиг. Во всех 
других случаях сдвиг представляет собой 
мгновенно вращательное скольжение [16, 17].

Уравнения предельного равновесия
Модель предельного сдвига рассмотрим на 

примере гусеничного бульдозерного агрегата, 
когда внешняя сила сопротивления смещена 
на край отвала (Рисунок 3).

Для момента начала движения можно запи-
сать уравнения предельного равновесия [18]. 

Рисунок 3 – Силовая схема при сдвиге бульдозера

Figure 3 – Force scheme of the bulldozer sliding
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Система уравнений предельного состояния 
равновесия имеет вид
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где 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑥𝑥𝑥𝑥 ,𝑇𝑇𝑇𝑇𝑦𝑦𝑦𝑦 – проекции силы в контакте движителя с грунтом, Н;  𝑀𝑀𝑀𝑀 – момент в контакте движителя с 
грунтом, Нм; 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥 ,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦𝑦𝑦 – проекции внешней сдвигающей силы со стороны рабочего орудия, Н; 𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥),𝑀𝑀𝑀𝑀�𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦𝑦𝑦� 
–момент внешней силы относительно центра сдвига (точка С) бульдозера, Нм; 𝐿𝐿𝐿𝐿,𝐵𝐵𝐵𝐵 – продольная база и 
колея бульдозера, м; 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 – расстояние отвала относительно трактора, м; 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐿𝐿𝐿𝐿 – ширина отвала, м; 𝑦𝑦𝑦𝑦цт – 
продольная координата центра тяжести бульдозера, м; 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦 – координаты мгновенного центра сдвига 
относительно центра тяжести бульдозера, м. 
Силовые факторы в контакте движителя с грунтом 

В уравнения равновесия (1) кроме внешней силы входят силовые факторы, возникающие в 
контакте движителя с грунтом. Адекватность любой модели определяется принятыми в ней 
допущениями. При описании сил в контакте с грунтом были приняты следующие допущения: 

– природа сдвига одинакова для колесной и гусеничной машины (различие только в описании 
площадки контакта); 

– контакт движителя с грунтом рассматривается в виде плоских площадок; 
– элементарные силы dT в контакте движителя с грунтом представляют собой силы трения;  
– формирование сил трения основано на математической теории трения6.  

При начале скольжения элементарные силы dT в контакте с грунтом достигают своего 
предельного по сцеплению значения dT = ϕdN (где ϕ – коэффициент трения, dN – элементарное 
нормальное усилие). Каждая элементарная сила dT  направлена противоположно V скорости 
предполагаемого сдвига, что в случае мгновенно вращательного скольжения перпендикулярно 
расстоянию каждой точки контакта до мгновенного центра скольжения С (Рисунок 4). 

 
6 Opeiko F.A. Mathematical Theory of Friction. Minsk. 1971. 149 p. 
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продольная координата центра тяжести бульдозера, м; 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦 – координаты мгновенного центра сдвига 
относительно центра тяжести бульдозера, м. 
Силовые факторы в контакте движителя с грунтом 

В уравнения равновесия (1) кроме внешней силы входят силовые факторы, возникающие в 
контакте движителя с грунтом. Адекватность любой модели определяется принятыми в ней 
допущениями. При описании сил в контакте с грунтом были приняты следующие допущения: 
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При начале скольжения элементарные силы dT в контакте с грунтом достигают своего 
предельного по сцеплению значения dT = ϕdN (где ϕ – коэффициент трения, dN – элементарное 
нормальное усилие). Каждая элементарная сила dT  направлена противоположно V скорости 
предполагаемого сдвига, что в случае мгновенно вращательного скольжения перпендикулярно 
расстоянию каждой точки контакта до мгновенного центра скольжения С (Рисунок 4). 
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расстоянию каждой точки контакта до мгновенного центра скольжения С (Рисунок 4). 
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 – продольная база и колея 
бульдозера, м; 

 
 

Рисунок 3 – Силовая схема при сдвиге бульдозера 
 

Figure 3 – Force scheme of the bulldozer sliding 
 

Для момента начала движения можно записать уравнения предельного равновесия [18]. 
Система уравнений предельного состояния равновесия имеет вид 

 
𝑇𝑇𝑇𝑇𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0,
𝑇𝑇𝑇𝑇𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0,

𝑀𝑀𝑀𝑀 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦𝑦𝑦�𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 − 𝑥𝑥𝑥𝑥цт − 𝑥𝑥𝑥𝑥� − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥(0,5𝐵𝐵𝐵𝐵𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑦𝑦𝑦𝑦) = 0
�  ,    (1) 

 
где 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑥𝑥𝑥𝑥 ,𝑇𝑇𝑇𝑇𝑦𝑦𝑦𝑦 – проекции силы в контакте движителя с грунтом, Н;  𝑀𝑀𝑀𝑀 – момент в контакте движителя с 
грунтом, Нм; 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥 ,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦𝑦𝑦 – проекции внешней сдвигающей силы со стороны рабочего орудия, Н; 𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥),𝑀𝑀𝑀𝑀�𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦𝑦𝑦� 
–момент внешней силы относительно центра сдвига (точка С) бульдозера, Нм; 𝐿𝐿𝐿𝐿,𝐵𝐵𝐵𝐵 – продольная база и 
колея бульдозера, м; 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 – расстояние отвала относительно трактора, м; 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐿𝐿𝐿𝐿 – ширина отвала, м; 𝑦𝑦𝑦𝑦цт – 
продольная координата центра тяжести бульдозера, м; 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦 – координаты мгновенного центра сдвига 
относительно центра тяжести бульдозера, м. 
Силовые факторы в контакте движителя с грунтом 

В уравнения равновесия (1) кроме внешней силы входят силовые факторы, возникающие в 
контакте движителя с грунтом. Адекватность любой модели определяется принятыми в ней 
допущениями. При описании сил в контакте с грунтом были приняты следующие допущения: 

– природа сдвига одинакова для колесной и гусеничной машины (различие только в описании 
площадки контакта); 

– контакт движителя с грунтом рассматривается в виде плоских площадок; 
– элементарные силы dT в контакте движителя с грунтом представляют собой силы трения;  
– формирование сил трения основано на математической теории трения6.  

При начале скольжения элементарные силы dT в контакте с грунтом достигают своего 
предельного по сцеплению значения dT = ϕdN (где ϕ – коэффициент трения, dN – элементарное 
нормальное усилие). Каждая элементарная сила dT  направлена противоположно V скорости 
предполагаемого сдвига, что в случае мгновенно вращательного скольжения перпендикулярно 
расстоянию каждой точки контакта до мгновенного центра скольжения С (Рисунок 4). 

 
6 Opeiko F.A. Mathematical Theory of Friction. Minsk. 1971. 149 p. 

 – расстояние отвала отно-
сительно трактора, м; 
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Для момента начала движения можно записать уравнения предельного равновесия [18]. 
Система уравнений предельного состояния равновесия имеет вид 

 
𝑇𝑇𝑇𝑇𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0,
𝑇𝑇𝑇𝑇𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0,

𝑀𝑀𝑀𝑀 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦𝑦𝑦�𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 − 𝑥𝑥𝑥𝑥цт − 𝑥𝑥𝑥𝑥� − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥(0,5𝐵𝐵𝐵𝐵𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑦𝑦𝑦𝑦) = 0
�  ,    (1) 

 
где 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑥𝑥𝑥𝑥 ,𝑇𝑇𝑇𝑇𝑦𝑦𝑦𝑦 – проекции силы в контакте движителя с грунтом, Н;  𝑀𝑀𝑀𝑀 – момент в контакте движителя с 
грунтом, Нм; 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥 ,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦𝑦𝑦 – проекции внешней сдвигающей силы со стороны рабочего орудия, Н; 𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥),𝑀𝑀𝑀𝑀�𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦𝑦𝑦� 
–момент внешней силы относительно центра сдвига (точка С) бульдозера, Нм; 𝐿𝐿𝐿𝐿,𝐵𝐵𝐵𝐵 – продольная база и 
колея бульдозера, м; 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 – расстояние отвала относительно трактора, м; 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐿𝐿𝐿𝐿 – ширина отвала, м; 𝑦𝑦𝑦𝑦цт – 
продольная координата центра тяжести бульдозера, м; 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦 – координаты мгновенного центра сдвига 
относительно центра тяжести бульдозера, м. 
Силовые факторы в контакте движителя с грунтом 

В уравнения равновесия (1) кроме внешней силы входят силовые факторы, возникающие в 
контакте движителя с грунтом. Адекватность любой модели определяется принятыми в ней 
допущениями. При описании сил в контакте с грунтом были приняты следующие допущения: 

– природа сдвига одинакова для колесной и гусеничной машины (различие только в описании 
площадки контакта); 

– контакт движителя с грунтом рассматривается в виде плоских площадок; 
– элементарные силы dT в контакте движителя с грунтом представляют собой силы трения;  
– формирование сил трения основано на математической теории трения6.  

При начале скольжения элементарные силы dT в контакте с грунтом достигают своего 
предельного по сцеплению значения dT = ϕdN (где ϕ – коэффициент трения, dN – элементарное 
нормальное усилие). Каждая элементарная сила dT  направлена противоположно V скорости 
предполагаемого сдвига, что в случае мгновенно вращательного скольжения перпендикулярно 
расстоянию каждой точки контакта до мгновенного центра скольжения С (Рисунок 4). 
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 – ширина отвала, м; 
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Figure 3 – Force scheme of the bulldozer sliding 
 

Для момента начала движения можно записать уравнения предельного равновесия [18]. 
Система уравнений предельного состояния равновесия имеет вид 

 
𝑇𝑇𝑇𝑇𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0,
𝑇𝑇𝑇𝑇𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0,

𝑀𝑀𝑀𝑀 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦𝑦𝑦�𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 − 𝑥𝑥𝑥𝑥цт − 𝑥𝑥𝑥𝑥� − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥(0,5𝐵𝐵𝐵𝐵𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑦𝑦𝑦𝑦) = 0
�  ,    (1) 

 
где 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑥𝑥𝑥𝑥 ,𝑇𝑇𝑇𝑇𝑦𝑦𝑦𝑦 – проекции силы в контакте движителя с грунтом, Н;  𝑀𝑀𝑀𝑀 – момент в контакте движителя с 
грунтом, Нм; 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥 ,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦𝑦𝑦 – проекции внешней сдвигающей силы со стороны рабочего орудия, Н; 𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥),𝑀𝑀𝑀𝑀�𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦𝑦𝑦� 
–момент внешней силы относительно центра сдвига (точка С) бульдозера, Нм; 𝐿𝐿𝐿𝐿,𝐵𝐵𝐵𝐵 – продольная база и 
колея бульдозера, м; 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 – расстояние отвала относительно трактора, м; 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐿𝐿𝐿𝐿 – ширина отвала, м; 𝑦𝑦𝑦𝑦цт – 
продольная координата центра тяжести бульдозера, м; 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦 – координаты мгновенного центра сдвига 
относительно центра тяжести бульдозера, м. 
Силовые факторы в контакте движителя с грунтом 

В уравнения равновесия (1) кроме внешней силы входят силовые факторы, возникающие в 
контакте движителя с грунтом. Адекватность любой модели определяется принятыми в ней 
допущениями. При описании сил в контакте с грунтом были приняты следующие допущения: 

– природа сдвига одинакова для колесной и гусеничной машины (различие только в описании 
площадки контакта); 

– контакт движителя с грунтом рассматривается в виде плоских площадок; 
– элементарные силы dT в контакте движителя с грунтом представляют собой силы трения;  
– формирование сил трения основано на математической теории трения6.  

При начале скольжения элементарные силы dT в контакте с грунтом достигают своего 
предельного по сцеплению значения dT = ϕdN (где ϕ – коэффициент трения, dN – элементарное 
нормальное усилие). Каждая элементарная сила dT  направлена противоположно V скорости 
предполагаемого сдвига, что в случае мгновенно вращательного скольжения перпендикулярно 
расстоянию каждой точки контакта до мгновенного центра скольжения С (Рисунок 4). 
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 – продольная координата центра тяжести 
бульдозера, м; 
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𝑇𝑇𝑇𝑇𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0,
𝑇𝑇𝑇𝑇𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0,

𝑀𝑀𝑀𝑀 + 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦𝑦𝑦�𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 − 𝑥𝑥𝑥𝑥цт − 𝑥𝑥𝑥𝑥� − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥(0,5𝐵𝐵𝐵𝐵𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑦𝑦𝑦𝑦) = 0
�  ,    (1) 

 
где 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑥𝑥𝑥𝑥 ,𝑇𝑇𝑇𝑇𝑦𝑦𝑦𝑦 – проекции силы в контакте движителя с грунтом, Н;  𝑀𝑀𝑀𝑀 – момент в контакте движителя с 
грунтом, Нм; 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥 ,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦𝑦𝑦 – проекции внешней сдвигающей силы со стороны рабочего орудия, Н; 𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥),𝑀𝑀𝑀𝑀�𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦𝑦𝑦� 
–момент внешней силы относительно центра сдвига (точка С) бульдозера, Нм; 𝐿𝐿𝐿𝐿,𝐵𝐵𝐵𝐵 – продольная база и 
колея бульдозера, м; 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 – расстояние отвала относительно трактора, м; 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐿𝐿𝐿𝐿 – ширина отвала, м; 𝑦𝑦𝑦𝑦цт – 
продольная координата центра тяжести бульдозера, м; 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦 – координаты мгновенного центра сдвига 
относительно центра тяжести бульдозера, м. 
Силовые факторы в контакте движителя с грунтом 

В уравнения равновесия (1) кроме внешней силы входят силовые факторы, возникающие в 
контакте движителя с грунтом. Адекватность любой модели определяется принятыми в ней 
допущениями. При описании сил в контакте с грунтом были приняты следующие допущения: 

– природа сдвига одинакова для колесной и гусеничной машины (различие только в описании 
площадки контакта); 

– контакт движителя с грунтом рассматривается в виде плоских площадок; 
– элементарные силы dT в контакте движителя с грунтом представляют собой силы трения;  
– формирование сил трения основано на математической теории трения6.  

При начале скольжения элементарные силы dT в контакте с грунтом достигают своего 
предельного по сцеплению значения dT = ϕdN (где ϕ – коэффициент трения, dN – элементарное 
нормальное усилие). Каждая элементарная сила dT  направлена противоположно V скорости 
предполагаемого сдвига, что в случае мгновенно вращательного скольжения перпендикулярно 
расстоянию каждой точки контакта до мгновенного центра скольжения С (Рисунок 4). 
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 – координаты мгновенного 
центра сдвига относительно центра тяжести 
бульдозера, м.

Силовые факторы в контакте движи-
теля с грунтом

В уравнения равновесия (1) кроме внешней 
силы входят силовые факторы, возникающие 
в контакте движителя с грунтом. Адекватность 
любой модели определяется принятыми в ней 
допущениями. При описании сил в контакте 
с грунтом были приняты следующие допуще-
ния:
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– природа сдвига одинакова для колесной 
и гусеничной машины (различие только в опи-
сании площадки контакта);

– контакт движителя с грунтом рассматри-
вается в виде плоских площадок;

– элементарные силы dT в контакте дви-
жителя с грунтом представляют собой силы 
трения; 

– формирование сил трения основано на 
математической теории трения6. 

При начале скольжения элементарные 
силы в контакте с грунтом достигают своего 
предельного по сцеплению значения dT=ϕdN 
(где ϕ – коэффициент трения, dN – элемен-
тарное нормальное усилие). Каждая элемен-
тарная сила направлена dT противоположно 
скорости V предполагаемого сдвига, что в 
случае мгновенно вращательного скольжения 
перпендикулярно расстоянию каждой точки 
контакта до мгновенного центра скольжения С 
(Рисунок 4).

Тогда результирующие силы в контакте 
движителя с грунтом, приведенные к мгновен-
ному центру скольжения С имеют вид [19, 20]: 
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⎪
⎬

⎪
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  ,    (2) 

где 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 – элементарная площадка в контакте с координатами ξ,η, Н; 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦 – координаты мгновенного 
центра скольжения 𝐶𝐶𝐶𝐶, м. 
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7 Opeiko F.A. Mathematical Theory of Friction. Minsk. 1971. 149 p. 
8 Опейко Ф.А. Анизотропное трение // Труды МИМЭСХ. 1948. С.18–22. 
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где dF – элементарная площадка в контакте с 
координатами ξ,η, Н; x, y – координаты мгно-
венного центра скольжения C, м.

Согласно (2), силовые факторы Tx, Ty, M, 
являются функциями координат x, y мгновен-
ного центра C скольжения, положение кото-
рого определяется линией действия внешней 
силы P. Для каждой линии действия внешней 
силы P соответвует единственный мгновенный 
центр скольжения C и единственное предель-
ное значение сдвигающей силы Pmax

7. [24]:
Влияние анизотропии
Взаимодействие гусеничного движителя с 

грунтом в продольном и поперечном направ-
лениях отличаются. В продольном направле-
нии начало смещения машины относительно 
грунта происходит за счет смятия грунта (за 
счет упругих свойств почвы), а в поперечном 
направлении – за счет среза (грунтозацепы 
сразу врезаются в грунт). Анизотропия взаи-
модействия характеризуется различными ко-
эффициентами сцепления φx, φy в продольном 

7  Opeiko F.A. Mathematical Theory of Friction. Minsk. 1971. 149 p.
8 Опейко Ф.А. Анизотропное трение // Труды МИМЭСХ. 1948. С.18–22.

и поперечном направлении. При этом направ-
ление сдвига (предполагаемого движения) не 
совпадает с направлением сил в контакте, а 
отклоняется в сторону наименьшего сцепле-
ния8 (Рисунок 5).

Учет анизотропных свойств взаимодей-
ствия позволил усовершенствовать модель 
Ф.А. Опейко и силовые факторы (2) приобрели 
вид [21]:
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⎪
⎬

⎪
⎫

      (3) 

 
Математическая модель предельного сдвига 

Поставив силовые факторы (2), (3) в уравнения предельного равновесия (1), получили 
математическую модель сдвига  
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⎪
⎬

⎪
⎫

   (4) 

 
В качестве неизвестных выступают координаты 𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦 мгновенного центра скольжения C и 

предельное значение внешней сдвигающей силы Р. Это позволило при заданной точке приложения 
внешней силы (край отвала) исследовать весь диапазон возможных ее направлений 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 0 … 360о. 
 
РЕЗУЛЬТАТЫ 
 

На основе разработанной математической модели (4) был проведен численный эксперимент. 
В результате построен годограф предельной сдвигающей силы 𝑃𝑃𝑃𝑃, позволяющий определить 
значение 𝑃𝑃𝑃𝑃max от угла α ее наклона к продольной оси машины (Рисунок 6). 

Максимальное значение сдвигающей силы 𝑃𝑃𝑃𝑃max = 250 кН, равное пределу сцепления ϕ𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (где 
ϕ = 1 – коэффициент сцепления; 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 250 кН – вес машины), соответствует направлению 
поступательного сдвига α = α𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 25о. При любом отклонении от этого направления значение 
максимальной сдвигающей силы меньше предела сцепления 𝑃𝑃𝑃𝑃max < ϕ𝑑𝑑𝑑𝑑. Это объясняется наличием 
кроме результирующей силы дополнительного момента трения. Наименьшее значение 
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В качестве неизвестных выступают коорди-
наты мгновенного центра скольжения C и пре-
дельное значение внешней сдвигающей силы 
Р. Это позволило при заданной точке приложе-
ния внешней силы (край отвала) исследовать 
весь диапазон возможных ее направлений .

РЕЗУЛЬТАТЫ
На основе разработанной математической 

модели (4) был проведен численный экспе-
римент. В результате построен годограф пре-
дельной сдвигающей силы , позволяющий 
определить значение от угла α ее наклона к 
продольной оси машины (Рисунок 6).

Максимальное значение сдвигающей силы 
кН, равное пределу сцепления (где – вес ма-
шины), соответствует направлению поступа-
тельного сдвига . При любом отклонении от 
этого направления значение максимальной 
сдвигающей силы меньше предела сцепления 
. Это объясняется наличием кроме результи-
рующей силы дополнительного момента тре-
ния. Наименьшее значение сдвигающей силы 
кН наблюдается в направлении перпендику-
лярном поступательному сдвигу . сдвигающей силы 𝑃𝑃𝑃𝑃min = 68кН наблюдается в направлении перпендикулярном поступательному 

сдвигу α = 65о.  
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Figure 6 – Hodograph of ultimate shear force Pmax 
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использована при разработке системы управления работой беспилотной машины с учетом 
внешнего воздействия со стороны рабочих орудий. 

На примере бульдозера Б12, работающего с перекосом отвала, был построен годограф 

Рисунок 6 – Годограф предельной сдвигающей силы Pmax

Figure 6 – Hodograph of ultimate shear force Pmax

Иногда в прикладных задачах необходи-
мо определить составляющую сдвигающего 
усилия в заданном направлении. Например, 
максимальные значения продольной (тяговой) 
или боковой (поперечной) составляющей. Го-
дограф позволяет это сделать. При кН, а к Н.

Учет анизотропных свойств взаимодей-
ствия движителя с грунтом приводит к до-
полнительному уменьшению предельной 
сдвигающей силы и развороту направления 
поступательного сдвига в сторону наимень-
шего коэффициента сцепления (штриховая 
линия на Рисунке 6). Так, при и максималь-
ное сдвигающее усилие уменьшается до кН, 
тяговое усилие кН. Чем больше различие в 
значениях продольного и поперечного коэф-
фициента сцепления, тем больше разворот 
годографа.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Причиной отклонения от прямолинейно-

го движения строительно-дорожной машины 
является сдвиг под действием внешней силы 
со стороны рабочего орудия. Модель неуправ-
ляемого сдвига представляет собой систему 
уравнений предельного равновесия машины. 
Формирование силовых факторов в контакте 
движителя с грунтом на основе математиче-
ской теории трения, что позволило установить 
взаимосвязь между силой и моментом трения. 
Новизна модели заключается в расширении 
области применения математической теории 
трения, т. е. распространение ее на неуправ-
ляемый сдвиг. Совершенствование модели 
путем введения различных коэффициентов 
сцепления в продольном и поперечном на-
правлении позволило учесть анизотропные 
свойства взаимодействия гусеницы с грунтом. 
Полученная модель впоследствии может быть 
использована при разработке системы управ-
ления работой беспилотной машины с учетом 
внешнего воздействия со стороны рабочих 
орудий.

На примере бульдозера Б12, работающего 
с перекосом отвала, был построен годограф 
предельной сдвигающей силы. Анализ ре-
зультатов показал, что сдвигающая сила рав-
на пределу по сцеплению кН только в случае 
поступательного сдвига, когда линия действия 
внешней силы проходит через центр масс 
машин. Во всех остальных случаях сдвиг яв-
ляется мгновенно вращательным и значение 
предельной сдвигающей силы меньше преде-
ла сцепления. Наименьшее значение (кН) на-
блюдается в направлении, перпендикулярном 
поступательному сдвигу.
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Учет анизотропии приводит к дополнитель-
ному снижению предельной сдвигающей силы 
и смещению направления поступательного 
сдвига в сторону наименьшего сцепления. Для 
бульдозерного агрегата весом максимальная 
сдвигающая сила составила кН (при и , при 
этом тяговое усилие на гусенице равно кН.
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