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Аннотация. В статье обсуждается вопрос моделирования процесса взаимодействия актив-
ной области грунтового слоя с рабочим органом уплотняющей дорожной машины, рассма-
триваемого в рамках модифицированного подхода сосредоточенных параметров. Предложена 
математическая модель, эффективно описывающая динамику вещества грунтового слоя при 
уплотнении. Рассмотрена возможность ее реализации в виде численного алгоритма. Сущ-
ность модифицированного подхода сосредоточенных параметров, уплотняемого грунтового 
слоя, заключается в том, что деформируемый слой делится на несколько разных, вертикаль-
но расположенных элементов, описываемых соответствующими реологическими моделями. 
Основное преимущество такого подхода заключается в возможности достаточно точного 
описания нелинейных деформационных процессов в зависимости от глубины прорабатывае-
мой грунтовой среды.
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ВВЕДЕНИЕ

Задачи повышения эффективности процес-
са уплотнения грунтов в дорожном строитель-
стве требуют для своего решения развития 
методов описания взаимодействия рабоче-
го органа дорожной машины с уплотняемой 
средой. Традиционно для этого используют-
ся модельные представления, учитывающие 
механо-реологические особенности уплотня-
емых сред. Ниже будет представлена форма-
лизованная модель взаимодействия рабоче-
го органа дорожной машины с эффективным 
объемом слоя грунтовой среды в рамках мо-
дифицированного подхода сосредоточенных 
параметров, учитывающего особенности раз-
вития напряженно-деформированного состоя-
ния в слое упруговязкопластичной среды при 
поверхностном нагружении. Также предлагае-
мый подход принимает во внимание измене-
ние с величиной поверхностной деформации 
массы активной области грунта, увлекаемой в 
движение рабочим органом. Это может иметь 
место в случае деформируемого рабочего ор-
гана в случае плоского пятна контакта, а также 
жесткого рабочего органа цилиндрической или 
иной формы, когда форма пятна контакта не 
может считаться плоской. Решение указанной 
задачи можно построить в рамках Лагранжева 
формализма классической механики, позволя-
ющего учесть связи и наличие диссипативных 
сил, с дальнейшим обобщением на силы сухо-
го трения, реализующиеся при пластическом 
деформировании области грунта, обеспечи-
вающие накопление остаточных деформаций 
уплотняемым слоем среды. Преимущества-
ми предлагаемого подхода является более 
точный учет характеристик грунтовой среды 
и естественность выбора величин областей 
слоя с различными характеристиками по от-
ношению к особенностям развития в них на-
пряженно-деформированного состояния при 
поверхностном динамическом воздействии со 
стороны рабочего органа уплотнителя.

Аналогичный подход был развит в работе 
[1] в случае постоянного размера пятна кон-
такта и величин областей грунтового слоя, 
выбираемых исследователем произвольно. 
Следует отметить, что при этом были доста-
точно точно выявлены закономерности про-
цесса вибрационного уплотнения грунтового 
слоя рабочим органом изменяемой жесткости, 
подтвержденные экспериментально [2]. Более 
детальный анализ ситуации требует обобще-
ния подхода к задаче о движении активной 
области слоя под воздействием уплотняющей 

силы, что позволит расширить спектр рас-
сматриваемых зависимостей внешней силы 
от времени, выявив наиболее эффективные 
с точки зрения накопления необратимых де-
формаций грунтом режимы внешнего динами-
ческого воздействия, максимально учитываю-
щие эволюцию характеристик слоя грунтовой 
среды с уплотнением. 

МОДЕЛИРОВАНИЕ СИСТЕМЫ 
«РАБОЧИЙ ОРГАН-ГРУНТ» В РАМКАХ 
МОДИФИЦИРОВАННОГО ПОДХОДА 
СОСРЕДОТОЧЕННЫХ ПАРАМЕТРОВ

На первом этапе моделирования рассмо-
трим описание взаимодействия рабочего 
органа с единственным участком среды, об-
ладающим жесткостью, вязкостью и массой, 
сосредоточенной в его центре тяжести, а также 
с возможностью перехода к пластическому де-
формированию при достижении силой извест-
ного значения, определяемого предельными 
параметрами грунтовой среды. Характеристи-
ки указанного участка среды – эффективного 
объема или активной области предполагают-
ся непостоянными и зависящими от текущего 
значения величины деформации слоя явно 
или неявно, в общем случае нелинейным об-
разом. Кроме этого модель должна обладать 
«памятью», то есть учитывать «историю» 
уплотнения, что может быть сделано прину-
дительно, введя функциональные зависимо-
сти для модулей упругости, деформации и 
коэффициента динамической вязкости среды 
от плотности, которой обладает среда к за-
данному моменту времени. Традиционно эти 
характеристики выбираются зависящими от 
безразмерного коэффициента уплотнения 
среды. Это позволяет не конкретизировать тип 
среды, его гранулометрический состав, содер-
жание воды и т.д. Однако проводить описание 
движения активной области среды, используя 
в качестве координаты коэффициент уплотне-
ния, в рамках предлагаемого подхода не пред-
ставляется целесообразным в силу несколь-
ких факторов:

- коэффициент уплотнения является инте-
гральной характеристикой процесса уплотне-
ния и зависит от величины накопленной грун-
товым слоем пластической деформации за 
всю предшествующую историю уплотнения;

- значение текущего коэффициента уплот-
нения для активной области грунтового слоя 
сложным образом зависит от величины де-
формации в заданный момент времени, что 
существенно усложняет уравнения, получаю-
щиеся в результате моделирования;
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- коэффициент уплотнения является вели-
чиной, которую практически невозможно из-
мерить в реальном времени при проведении 
экспериментальной проверки результатов мо-
делирования. 

Рабочий орган будем рассматривать так-
же в рамках подхода сосредоточенных пара-
метров, считая в общем случае обладающим 
конечными жесткостью и вязкостью, также 
нелинейно зависящей от величины деформа-
ции. Переход к жесткому рабочему органу при 
этом не представляет сложности, кроме этого 
предложенный подход позволяет органично 
включить в рассмотрение действие на грунт 
при уплотнении со стороны рамы дорожной 
машины и ее подвески. 

В качестве уравнения движения активной 
области грунтового слоя будем рассматривать 
получающееся из принципа наименьшего дей-
ствия уравнение Эйлера-Лагранжа [3] для од-
номерного движения материальной точки, мо-
делирующей сосредоточенную массу активной 
области. Воспользуемся подходом, позволяю-
щим реализовать как диссипативные силы вяз-
кого трения, возникающие при движении грун-
та, так и силу сухого трения, описанным в [4].

необратимых деформаций грунтом режимы внешнего динамического воздействия, мак-
симально учитывающие эволюцию характеристик слоя грунтовой среды с уплотнением. 

Моделирование системы «Рабочий орган-грунт» в рамках модифицирован-
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демонстрируя по сравнению с уравнением движения для эффективного объема постоян-
ной массы, построенного в [1]. Даже в том случае, если масса активной области слоя 
грунтовой среды изменяется  с деформацией слабо, так что производной по координате 
можно пренебречь, собственно зависимость массы от смещения, достаточно сложная 
даже в простых ситуациях, сильно усложняет уравнение движения. Примером этого мо-
жет служить случай жесткого вальца в форме кругового цилиндра, рассмотрение взаимо-
действие которого с грунтовым слоем имеет широкое практическое приложение. 

Упругая или квазиупругая сила сопротивления слоя упруговязкопластичной среды 
при поверхностном нагружении также предполагается в общем случае нелинейной по 
деформации. Нелинейная зависимость силы от деформации моделируется зависящей от 
величины смещения жесткостью грунта 
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остающейся главной линейной частью по малому смещению x при вычислении силы в 
потенциальном поле упругости в лагранжевом формализме
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переходящее в (3) при слабой зависимости жесткости эффективного объема от смеще-
ния и возможности пренебречь вторым слагаемым.

Дальнейшее моделирование упругих свойств грунтовой среды требует учета сле-
дующих экспериментальных фактов:

1) В зависимости от характера нагружения упругие свойства грунтового слоя изме-
няются – при разгрузке (убывании напряжений, обусловленных внешними силами) 
сила сопротивления зависит только от упругой составляющей модуля деформа-
ции, а при нагружении – от модуля полной деформации. Отметим, что для приме-
няемых в дорожном строительстве супесчаных и суглинистых грунтов модуль 
упругости составляет в  модуле деформации долю 0.1-0.3 

2) После снятия деформирующего воздействия грунтовый слой не испытывает отри-
цательных деформаций – сосредоточенный жесткий элемент, моделирующий 
грунт не испытывает растяжения.
Указанные свойства можно учесть при моделировании, введя для описания упру-
гих свойств грунтовой среды следующие соотношения:
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где plE - модуль пластической деформации среды слоя , elE - модуль упругой деформа-

ции среды слоя, σ - скорость нарастания напряжений, характеризующая нагружение, 
( )zθ - θ - функция Хевисайда, plσ - предел пластичности среды слоя. Для перехода к 

сосредоточенным элементам это эквивалентно переходу к силе сопротивления и жестко-
стям для пластической и упругой деформации:
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Способы вычисления сосредоточенных жесткостей для различных форм активной обла-
сти и вида пятна контакта приведены в предыдущих параграфах. Следует указать, что 
жесткости вычисляются таким образом, чтобы сила квазиупругого сопротивления зависе-
ла от смещения центра масс активной области, а не от смещения поверхности грунта. 
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стям для пластической и упругой деформации:

( ) , ( ) ( ( ) ( ) ( )) ( )def pl el plF c x x c x c x c xθ σ θ σ= = + .                            (6)
Способы вычисления сосредоточенных жесткостей для различных форм активной обла-
сти и вида пятна контакта приведены в предыдущих параграфах. Следует указать, что 
жесткости вычисляются таким образом, чтобы сила квазиупругого сопротивления зависе-
ла от смещения центра масс активной области, а не от смещения поверхности грунта. 

(3)

остающейся главной линейной частью по ма-
лому смещению x  при вычислении силы в 
потенциальном поле упругости в лагранжевом 
формализме

Отличием предлагаемого подхода от традиционного выступает рассмотрение ди-
намики массы эффективного объема грунта с деформированием, вызванное изменением 
площади пятна контакта из-за деформации рабочего органа, что имеет место, например, 
в случае пневмошинных вальцов, или, вызванное не только изменением площади пятна 
контакта, но и изменением ее формы, как в случае рабочего органа конечного радиуса 
кривизны. В этом случае правая часть выражения (1) с учетом принятых допущений при-
мет вид
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dt x x dt x x

∂ ∂ ∂ ∂  − = − = + ∂ ∂ ∂ ∂ 

 
 


,                        (2)

демонстрируя по сравнению с уравнением движения для эффективного объема постоян-
ной массы, построенного в [1]. Даже в том случае, если масса активной области слоя 
грунтовой среды изменяется  с деформацией слабо, так что производной по координате 
можно пренебречь, собственно зависимость массы от смещения, достаточно сложная 
даже в простых ситуациях, сильно усложняет уравнение движения. Примером этого мо-
жет служить случай жесткого вальца в форме кругового цилиндра, рассмотрение взаимо-
действие которого с грунтовым слоем имеет широкое практическое приложение. 

Упругая или квазиупругая сила сопротивления слоя упруговязкопластичной среды 
при поверхностном нагружении также предполагается в общем случае нелинейной по 
деформации. Нелинейная зависимость силы от деформации моделируется зависящей от 
величины смещения жесткостью грунта 

( )упрF с x x= ,                                                                 (3)
остающейся главной линейной частью по малому смещению x при вычислении силы в 
потенциальном поле упругости в лагранжевом формализме

2( )
2упр

с x xU = ,

которая дает в общем случае выражение
2( )( )

2упр
с x xF с x x

x
∂

= +
∂

,                                                      (4)

переходящее в (3) при слабой зависимости жесткости эффективного объема от смеще-
ния и возможности пренебречь вторым слагаемым.

Дальнейшее моделирование упругих свойств грунтовой среды требует учета сле-
дующих экспериментальных фактов:

1) В зависимости от характера нагружения упругие свойства грунтового слоя изме-
няются – при разгрузке (убывании напряжений, обусловленных внешними силами) 
сила сопротивления зависит только от упругой составляющей модуля деформа-
ции, а при нагружении – от модуля полной деформации. Отметим, что для приме-
няемых в дорожном строительстве супесчаных и суглинистых грунтов модуль 
упругости составляет в  модуле деформации долю 0.1-0.3 

2) После снятия деформирующего воздействия грунтовый слой не испытывает отри-
цательных деформаций – сосредоточенный жесткий элемент, моделирующий 
грунт не испытывает растяжения.
Указанные свойства можно учесть при моделировании, введя для описания упру-
гих свойств грунтовой среды следующие соотношения:

, ( ( ) ) ( )def pl el plE E E Eσ ε θ σ θ σ= = + ,                                       (5)

где plE - модуль пластической деформации среды слоя , elE - модуль упругой деформа-

ции среды слоя, σ - скорость нарастания напряжений, характеризующая нагружение, 
( )zθ - θ - функция Хевисайда, plσ - предел пластичности среды слоя. Для перехода к 

сосредоточенным элементам это эквивалентно переходу к силе сопротивления и жестко-
стям для пластической и упругой деформации:

( ) , ( ) ( ( ) ( ) ( )) ( )def pl el plF c x x c x c x c xθ σ θ σ= = + .                            (6)
Способы вычисления сосредоточенных жесткостей для различных форм активной обла-
сти и вида пятна контакта приведены в предыдущих параграфах. Следует указать, что 
жесткости вычисляются таким образом, чтобы сила квазиупругого сопротивления зависе-
ла от смещения центра масс активной области, а не от смещения поверхности грунта. 

которая дает в общем случае выражение
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РАЗДЕЛ I.
ТРАНСПОРТНОЕ, ГОРНОЕ И СТРОИТЕЛЬНОЕ МАШИНОСТРОЕНИЕ

Отличием предлагаемого подхода от традиционного выступает рассмотрение ди-
намики массы эффективного объема грунта с деформированием, вызванное изменением 
площади пятна контакта из-за деформации рабочего органа, что имеет место, например, 
в случае пневмошинных вальцов, или, вызванное не только изменением площади пятна 
контакта, но и изменением ее формы, как в случае рабочего органа конечного радиуса 
кривизны. В этом случае правая часть выражения (1) с учетом принятых допущений при-
мет вид
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демонстрируя по сравнению с уравнением движения для эффективного объема постоян-
ной массы, построенного в [1]. Даже в том случае, если масса активной области слоя 
грунтовой среды изменяется  с деформацией слабо, так что производной по координате 
можно пренебречь, собственно зависимость массы от смещения, достаточно сложная 
даже в простых ситуациях, сильно усложняет уравнение движения. Примером этого мо-
жет служить случай жесткого вальца в форме кругового цилиндра, рассмотрение взаимо-
действие которого с грунтовым слоем имеет широкое практическое приложение. 

Упругая или квазиупругая сила сопротивления слоя упруговязкопластичной среды 
при поверхностном нагружении также предполагается в общем случае нелинейной по 
деформации. Нелинейная зависимость силы от деформации моделируется зависящей от 
величины смещения жесткостью грунта 

( )упрF с x x= ,                                                                 (3)
остающейся главной линейной частью по малому смещению x при вычислении силы в 
потенциальном поле упругости в лагранжевом формализме

2( )
2упр

с x xU = ,

которая дает в общем случае выражение
2( )( )

2упр
с x xF с x x

x
∂

= +
∂

,                                                      (4)

переходящее в (3) при слабой зависимости жесткости эффективного объема от смеще-
ния и возможности пренебречь вторым слагаемым.

Дальнейшее моделирование упругих свойств грунтовой среды требует учета сле-
дующих экспериментальных фактов:

1) В зависимости от характера нагружения упругие свойства грунтового слоя изме-
няются – при разгрузке (убывании напряжений, обусловленных внешними силами) 
сила сопротивления зависит только от упругой составляющей модуля деформа-
ции, а при нагружении – от модуля полной деформации. Отметим, что для приме-
няемых в дорожном строительстве супесчаных и суглинистых грунтов модуль 
упругости составляет в  модуле деформации долю 0.1-0.3 

2) После снятия деформирующего воздействия грунтовый слой не испытывает отри-
цательных деформаций – сосредоточенный жесткий элемент, моделирующий 
грунт не испытывает растяжения.
Указанные свойства можно учесть при моделировании, введя для описания упру-
гих свойств грунтовой среды следующие соотношения:

, ( ( ) ) ( )def pl el plE E E Eσ ε θ σ θ σ= = + ,                                       (5)

где plE - модуль пластической деформации среды слоя , elE - модуль упругой деформа-

ции среды слоя, σ - скорость нарастания напряжений, характеризующая нагружение, 
( )zθ - θ - функция Хевисайда, plσ - предел пластичности среды слоя. Для перехода к 

сосредоточенным элементам это эквивалентно переходу к силе сопротивления и жестко-
стям для пластической и упругой деформации:

( ) , ( ) ( ( ) ( ) ( )) ( )def pl el plF c x x c x c x c xθ σ θ σ= = + .                            (6)
Способы вычисления сосредоточенных жесткостей для различных форм активной обла-
сти и вида пятна контакта приведены в предыдущих параграфах. Следует указать, что 
жесткости вычисляются таким образом, чтобы сила квазиупругого сопротивления зависе-
ла от смещения центра масс активной области, а не от смещения поверхности грунта. 

(4)

переходящее в (3) при слабой зависимости 
жесткости эффективного объема от смещения 
и возможности пренебречь вторым слагае-
мым.

Дальнейшее моделирование упругих 
свойств грунтовой среды требует учета следу-
ющих экспериментальных фактов:

1) В зависимости от характера нагруже-
ния упругие свойства грунтового слоя изме-
няются – при разгрузке (убывании напряже-
ний, обусловленных внешними силами) сила 
сопротивления зависит только от упругой со-
ставляющей модуля деформации, а при на-
гружении – от модуля полной деформации. 
Отметим, что для применяемых в дорожном 
строительстве супесчаных и суглинистых 
грунтов модуль упругости составляет в модуле 
деформации долю 0.1-0.3 

2) После снятия деформирующего воз-
действия грунтовый слой не испытывает от-
рицательных деформаций – сосредоточенный 
жесткий элемент, моделирующий грунт не ис-
пытывает растяжения.

Указанные свойства можно учесть при мо-
делировании, введя для описания упругих 
свойств грунтовой среды следующие соотно-
шения:

, ( ( ) ) ( )def pl el plE E E Eσ ε q σ q σ= = + ,      5)

где plE - модуль пластической деформации 

среды слоя , elE - модуль упругой деформа-
ции среды слоя, σ  – скорость нарастания 
напряжений, характеризующая нагружение, 

( )zq - q  – функция Хевисайда, plσ - предел 
пластичности среды слоя. Для перехода к со-
средоточенным элементам это эквивалентно 
переходу к силе сопротивления и жесткостям 
для пластической и упругой деформации:

Отличием предлагаемого подхода от традиционного выступает рассмотрение ди-
намики массы эффективного объема грунта с деформированием, вызванное изменением 
площади пятна контакта из-за деформации рабочего органа, что имеет место, например, 
в случае пневмошинных вальцов, или, вызванное не только изменением площади пятна 
контакта, но и изменением ее формы, как в случае рабочего органа конечного радиуса 
кривизны. В этом случае правая часть выражения (1) с учетом принятых допущений при-
мет вид
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демонстрируя по сравнению с уравнением движения для эффективного объема постоян-
ной массы, построенного в [1]. Даже в том случае, если масса активной области слоя 
грунтовой среды изменяется  с деформацией слабо, так что производной по координате 
можно пренебречь, собственно зависимость массы от смещения, достаточно сложная 
даже в простых ситуациях, сильно усложняет уравнение движения. Примером этого мо-
жет служить случай жесткого вальца в форме кругового цилиндра, рассмотрение взаимо-
действие которого с грунтовым слоем имеет широкое практическое приложение. 

Упругая или квазиупругая сила сопротивления слоя упруговязкопластичной среды 
при поверхностном нагружении также предполагается в общем случае нелинейной по 
деформации. Нелинейная зависимость силы от деформации моделируется зависящей от 
величины смещения жесткостью грунта 

( )упрF с x x= ,                                                                 (3)
остающейся главной линейной частью по малому смещению x при вычислении силы в 
потенциальном поле упругости в лагранжевом формализме
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которая дает в общем случае выражение
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2упр
с x xF с x x

x
∂
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,                                                      (4)

переходящее в (3) при слабой зависимости жесткости эффективного объема от смеще-
ния и возможности пренебречь вторым слагаемым.

Дальнейшее моделирование упругих свойств грунтовой среды требует учета сле-
дующих экспериментальных фактов:

1) В зависимости от характера нагружения упругие свойства грунтового слоя изме-
няются – при разгрузке (убывании напряжений, обусловленных внешними силами) 
сила сопротивления зависит только от упругой составляющей модуля деформа-
ции, а при нагружении – от модуля полной деформации. Отметим, что для приме-
няемых в дорожном строительстве супесчаных и суглинистых грунтов модуль 
упругости составляет в  модуле деформации долю 0.1-0.3 

2) После снятия деформирующего воздействия грунтовый слой не испытывает отри-
цательных деформаций – сосредоточенный жесткий элемент, моделирующий 
грунт не испытывает растяжения.
Указанные свойства можно учесть при моделировании, введя для описания упру-
гих свойств грунтовой среды следующие соотношения:

, ( ( ) ) ( )def pl el plE E E Eσ ε θ σ θ σ= = + ,                                       (5)

где plE - модуль пластической деформации среды слоя , elE - модуль упругой деформа-

ции среды слоя, σ - скорость нарастания напряжений, характеризующая нагружение, 
( )zθ - θ - функция Хевисайда, plσ - предел пластичности среды слоя. Для перехода к 

сосредоточенным элементам это эквивалентно переходу к силе сопротивления и жестко-
стям для пластической и упругой деформации:

( ) , ( ) ( ( ) ( ) ( )) ( )def pl el plF c x x c x c x c xθ σ θ σ= = + .                            (6)
Способы вычисления сосредоточенных жесткостей для различных форм активной обла-
сти и вида пятна контакта приведены в предыдущих параграфах. Следует указать, что 
жесткости вычисляются таким образом, чтобы сила квазиупругого сопротивления зависе-
ла от смещения центра масс активной области, а не от смещения поверхности грунта. 

Отличием предлагаемого подхода от традиционного выступает рассмотрение ди-
намики массы эффективного объема грунта с деформированием, вызванное изменением 
площади пятна контакта из-за деформации рабочего органа, что имеет место, например, 
в случае пневмошинных вальцов, или, вызванное не только изменением площади пятна 
контакта, но и изменением ее формы, как в случае рабочего органа конечного радиуса 
кривизны. В этом случае правая часть выражения (1) с учетом принятых допущений при-
мет вид
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демонстрируя по сравнению с уравнением движения для эффективного объема постоян-
ной массы, построенного в [1]. Даже в том случае, если масса активной области слоя 
грунтовой среды изменяется  с деформацией слабо, так что производной по координате 
можно пренебречь, собственно зависимость массы от смещения, достаточно сложная 
даже в простых ситуациях, сильно усложняет уравнение движения. Примером этого мо-
жет служить случай жесткого вальца в форме кругового цилиндра, рассмотрение взаимо-
действие которого с грунтовым слоем имеет широкое практическое приложение. 

Упругая или квазиупругая сила сопротивления слоя упруговязкопластичной среды 
при поверхностном нагружении также предполагается в общем случае нелинейной по 
деформации. Нелинейная зависимость силы от деформации моделируется зависящей от 
величины смещения жесткостью грунта 

( )упрF с x x= ,                                                                 (3)
остающейся главной линейной частью по малому смещению x при вычислении силы в 
потенциальном поле упругости в лагранжевом формализме
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которая дает в общем случае выражение
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,                                                      (4)

переходящее в (3) при слабой зависимости жесткости эффективного объема от смеще-
ния и возможности пренебречь вторым слагаемым.

Дальнейшее моделирование упругих свойств грунтовой среды требует учета сле-
дующих экспериментальных фактов:

1) В зависимости от характера нагружения упругие свойства грунтового слоя изме-
няются – при разгрузке (убывании напряжений, обусловленных внешними силами) 
сила сопротивления зависит только от упругой составляющей модуля деформа-
ции, а при нагружении – от модуля полной деформации. Отметим, что для приме-
няемых в дорожном строительстве супесчаных и суглинистых грунтов модуль 
упругости составляет в  модуле деформации долю 0.1-0.3 

2) После снятия деформирующего воздействия грунтовый слой не испытывает отри-
цательных деформаций – сосредоточенный жесткий элемент, моделирующий 
грунт не испытывает растяжения.
Указанные свойства можно учесть при моделировании, введя для описания упру-
гих свойств грунтовой среды следующие соотношения:

, ( ( ) ) ( )def pl el plE E E Eσ ε θ σ θ σ= = + ,                                       (5)

где plE - модуль пластической деформации среды слоя , elE - модуль упругой деформа-

ции среды слоя, σ - скорость нарастания напряжений, характеризующая нагружение, 
( )zθ - θ - функция Хевисайда, plσ - предел пластичности среды слоя. Для перехода к 

сосредоточенным элементам это эквивалентно переходу к силе сопротивления и жестко-
стям для пластической и упругой деформации:

( ) , ( ) ( ( ) ( ) ( )) ( )def pl el plF c x x c x c x c xθ σ θ σ= = + .                            (6)
Способы вычисления сосредоточенных жесткостей для различных форм активной обла-
сти и вида пятна контакта приведены в предыдущих параграфах. Следует указать, что 
жесткости вычисляются таким образом, чтобы сила квазиупругого сопротивления зависе-
ла от смещения центра масс активной области, а не от смещения поверхности грунта. 

         
(6)

Способы вычисления сосредоточенных 
жесткостей для различных форм активной об-
ласти и вида пятна контакта приведены в пре-
дыдущих параграфах. Следует указать, что 
жесткости вычисляются таким образом, чтобы 

сила квазиупругого сопротивления зависела 
от смещения центра масс активной области, а 
не от смещения поверхности грунта. 

Вязкое сопротивление активной области 
грунтовой среды, моделируемое элементом 
вязкого трения, описывается определяющим 
соотношением

viscσ ηε=  ,

приводящим к известному выражению для со-
средоточенной вязкости

( )viscF b x x=  ,

причем необходимо отметить, что зависи-
мость от смещения поверхности грунтового 
слоя, и, соответственно, от смещения его цен-
тра масс у сосредоточенной вязкости выраже-
на слабо. Это объясняется тем, что площадь 
боковой поверхности активной области, от ко-
торой зависит сила вязкого трения, меняется 
медленно при смещении поверхности грунто-
вого слоя.

Пластическое деформирование без вос-
становления испытывается средой при пре-
вышении контактным напряжением значения 
предела текучести, характерного для текуще-
го состояния упруговязкопластичной среды 
слоя. В рамках представляемой модели оно 
учитывается введением в систему сосредото-
ченных параметров, описывающих активную 
область грунтового слоя элемента сухого тре-
ния, порождающего при условии 

( ) pltσ σ≥ ,                           (7)

где ( )tσ - текущее значение контактного дав-
ления, постоянную силу сопротивления, не 
зависящую от величины деформации с одно-
временным прекращением действия упругих 
или квазиупругих сил (5), (6). Для той области 
грунтового слоя, в которой условие (7) выпол-
няется, сила сопротивления может быть пред-
ставлена в виде

( ) ( )fr cont plF t S t σ= ,

где ( )contS t - площадь пятна контакта рабочего 
органа уплотнителя и поверхности грунтового 
слоя.

Таким образом, уравнение движения участ-
ка активно области грунтового слоя в общем 
виде (2) может быть переписано с учетом мо-
дельных допущений, описанных выше



Вестник СибАДИ, выпуск 2 (54), 201732

РАЗДЕЛ I.
ТРАНСПОРТНОЕ, ГОРНОЕ И СТРОИТЕЛЬНОЕ МАШИНОСТРОЕНИЕ
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∂
 

  
     (8)

Здесь ( )extF t - внешняя сила, воздейству-
ющая на поверхность грунтового слоя со 
стороны уплотнителя, зависимость которой 
от времени определяется технологическими 
особенностями устройства и, с точки зрения 
моделирования, является варьируемой для 
достижения максимальной эффективности 
уплотнения. С точки зрения подхода сосредо-
точенных параметров предлагаемая модель 
активной области грунтового слоя моделиру-
ется однотельной конфигурацией, представ-
ляющей комбинацию нелинейного тела Нью-
тона, нелинейного тела Гука с отключаемой 
жесткостью по отношению к характеру по-
верхностного нагружения и тела Прандтля, 
как показано на рис. 1. Построенная модель 
является удобной для исследования и эффек-
тивно иллюстрирует процесс уплотнения для 
различных типов внешнего воздействия. 

Для перехода к многотельной модели, опи-
санной в предыдущих главах, модель требует 
дополнения, учитывающего различный харак-
тер послойного деформирования участков 
толщи грунтовой среды. Многотельная модель 

Рисунок 1 – Однотельная модель активной 
области грунтового слоя при взаимодействии с 

рабочим органом уплотнителя

Рисунок 2 – Трехтельная модель активной 
области грунтового слоя при взаимодействии с 

рабочим органом уплотнителя

должна строиться с учетом различного харак-
тера развития напряженно-деформированно-
го состояния участков грунтового слоя.

Общий вид уравнения движения (8) для 
каждого из участков грунтовой среды может 
быть модифицировано с учетом их взаимо-
действия и отклика на деформирующее воз-
действие.

Величинами, определяющими силу квазиу-
пругого сопротивления последовательно вза-
имодействующих участков грунтового слоя, в 
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таком случае будут не собственно смещения центров масс участков относительно начального 
положения, определяемого параметрами модели, а относительные смещения смежных слоев.

Схематичное описание многотельной модели, характерной для представления взаимодей-
ствия активной области грунтового слоя с рабочим органом уплотнителя представлено на рис. 2.

Предложенная многотельная модель порождает систему дифференциальных уравнений, тре-
бующую совместного решения для определения величины накопленной пластической дефор-
мации. Индекс РО ниже относится к рабочему органу уплотнителя индексы 1,2,3 – к участкам 
активной области слоя грунта, находящегося под внешним силовым воздействием.

2
2

1 1 1
1 1 2

1

1 2
1 1 1 2 1 2

1 2

2
2 2 2

2 2 2
2

1 2

1 2

( )( ) ( ) ( )
( )

( )
2

( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( )
( )

2

( ) ( )

РО РО РО РО РО РО РО РО ext

РО РО РО pl cont pl

pl cont p

m x c x x x b x x F t
m x x

m x x
x

x x
c x x x b x x x x S t

x x

m x x
m x x

x
x x

S t
x x

θ σ σ

θ σ σ

= − − − +

∂
+ =

∂
−

= − − − − −
−

∂
+ =

∂
−

=
−

 




 
 

 




 

  2 2 2 2 2 3 2 2 3 2 3

2
3 3 3

3 3 3
3

2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3

( ( ) ( ) ( ))(1 ( ))( ) ( )( )

( )
( )

2
( ( ) ( ) ( ))(1 ( ))( ) ( ) ( )

l pl el pl

pl el pl el

c x c x x x b x x x x

m x x
m x x

x
c x c x x x c x x b x x

θ σ θ σ

θ σ θ σ














− + − − − − −

 ∂ + =

∂
 = + − − − −

  




 

(9)

В этой системе уравнения отвечают последовательно рабочему органу, области 
грунта, испытывающей нагрузку, создающую механические напряжения, обеспечивающие 
пластические деформации без реализации упругой силы сопротивления, области грунта с 
различными упругими свойствами для нагружения и разгрузки, и области слоя с идентич-
ными упругими свойствами для нагружения и разгрузки. 

Численное решение уравнений движения многотельной модели. Система 
уравнений (9) является нелинейной и требует для своего решения применения числен-
ных методов. Следует отметить, что для исследования процесса накопления пластиче-
ских деформаций толщей слоя грунта  при поверхностном нагружении важную роль игра-
ет как собственно эволюция поверхности грунта при воздействии уплотняющего усилия, 
так и перераспределение характеристик участков активной области грунтового слоя. При 
этом интерес представляет не только величина пластической деформации, накопленная 
к заданному моменту времени, но и средняя за период приложения воздействия дефор-
мация, позволяющая определить скорость пластического деформирования. Эта величина 
позволяет судить об эффективности процесса уплотнения и ее исследования в зависи-
мости от характера режима внешнего воздействия и особенностей рабочего органа поз-
воляют сделать рекомендации по обоснованию выбора режима уплотнения и характери-
стик рабочих органов уплотнителей. 

Для нахождения решения системы (9) предлагается использовать алгоритм, учи-
тывающий следующие предварительные соображения. 

1) Характеристики активной области (эффективного объема) уплотняемого слоя 
грунта возможно определить аналитически или численно.

2) Физико-механические и деформационные характеристики рамы уплотнителя, ра-
бочего органа и генератора поверхностного динамического воздействия считают-
ся известными. Зависимость внешней силы ( )extF t задана.

3) Процессы в толще слоя будем считать квазистационарными, так что значение си-
лы внешнего воздействия передается в толщу слоя без задержки. Для статиче-
ских режимов нагружения такое приближение является допустимым без оговорок. 
Для случая вибрационного уплотнения предел применимости приближения лежит 
в диапазоне толщины слоев, небольших по сравнению с длиной упругих волн, 
возбуждаемых в толще грунта.

Выбор шага по времени является важным ходом в процессе реализации разностной схе-
мы, осуществляющей численное решение системы (9). Переход к конечным приращениям 
в рамках предложенной схемы можно построить традиционно [6] , представив производ-
ные смещений первого и второго порядка в виде отношения конечных величин
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В этой системе уравнения отвечают последовательно рабочему органу, области грунта, испы-
тывающей нагрузку, создающую механические напряжения, обеспечивающие пластические де-
формации без реализации упругой силы сопротивления, области грунта с различными упругими 
свойствами для нагружения и разгрузки, и области слоя с идентичными упругими свойствами для 
нагружения и разгрузки. 

ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЯ МНОГОТЕЛЬНОЙ МОДЕЛИ 

Система уравнений (9) является нелинейной и требует для своего решения применения чис-
ленных методов. Следует отметить, что для исследования процесса накопления пластических 
деформаций толщей слоя грунта при поверхностном нагружении важную роль играет как соб-
ственно эволюция поверхности грунта при воздействии уплотняющего усилия, так и перераспре-
деление характеристик участков активной области грунтового слоя. При этом интерес представ-
ляет не только величина пластической деформации, накопленная к заданному моменту времени, 
но и средняя за период приложения воздействия деформация, позволяющая определить ско-
рость пластического деформирования. Эта величина позволяет судить об эффективности про-
цесса уплотнения и ее исследования в зависимости от характера режима внешнего воздействия 
и особенностей рабочего органа позволяют сделать рекомендации по обоснованию выбора ре-
жима уплотнения и характеристик рабочих органов уплотнителей. 

Для нахождения решения системы (9) предлагается использовать алгоритм, учитывающий 
следующие предварительные соображения. 

1. Характеристики активной области (эффективного объема) уплотняемого слоя грунта воз-
можно определить аналитически или численно.

2. Физико-механические и деформационные характеристики рамы уплотнителя, рабочего ор-
гана и генератора поверхностного динамического воздействия считаются известными. Зависи-

мость внешней силы ( )extF t задана.
3. Процессы в толще слоя будем считать квазистационарными, так что значение силы внеш-

него воздействия передается в толщу слоя без задержки. Для статических режимов нагружения 
такое приближение является допустимым без оговорок. Для случая вибрационного уплотнения 
предел применимости приближения лежит в диапазоне толщины слоев, небольших по сравне-
нию с длиной упругих волн, возбуждаемых в толще грунта.
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Выбор шага по времени является важным 
ходом в процессе реализации разностной схе-
мы, осуществляющей численное решение си-
стемы (9). Переход к конечным приращениям 
в рамках предложенной схемы можно постро-
ить традиционно [6] , представив производные 
смещений первого и второго порядка в виде 
отношения конечных величин
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(9)

В этой системе уравнения отвечают последовательно рабочему органу, области 
грунта, испытывающей нагрузку, создающую механические напряжения, обеспечивающие 
пластические деформации без реализации упругой силы сопротивления, области грунта с 
различными упругими свойствами для нагружения и разгрузки, и области слоя с идентич-
ными упругими свойствами для нагружения и разгрузки. 

Численное решение уравнений движения многотельной модели. Система 
уравнений (9) является нелинейной и требует для своего решения применения числен-
ных методов. Следует отметить, что для исследования процесса накопления пластиче-
ских деформаций толщей слоя грунта  при поверхностном нагружении важную роль игра-
ет как собственно эволюция поверхности грунта при воздействии уплотняющего усилия, 
так и перераспределение характеристик участков активной области грунтового слоя. При 
этом интерес представляет не только величина пластической деформации, накопленная 
к заданному моменту времени, но и средняя за период приложения воздействия дефор-
мация, позволяющая определить скорость пластического деформирования. Эта величина 
позволяет судить об эффективности процесса уплотнения и ее исследования в зависи-
мости от характера режима внешнего воздействия и особенностей рабочего органа поз-
воляют сделать рекомендации по обоснованию выбора режима уплотнения и характери-
стик рабочих органов уплотнителей. 

Для нахождения решения системы (9) предлагается использовать алгоритм, учи-
тывающий следующие предварительные соображения. 

1) Характеристики активной области (эффективного объема) уплотняемого слоя 
грунта возможно определить аналитически или численно.

2) Физико-механические и деформационные характеристики рамы уплотнителя, ра-
бочего органа и генератора поверхностного динамического воздействия считают-
ся известными. Зависимость внешней силы ( )extF t задана.

3) Процессы в толще слоя будем считать квазистационарными, так что значение си-
лы внешнего воздействия передается в толщу слоя без задержки. Для статиче-
ских режимов нагружения такое приближение является допустимым без оговорок. 
Для случая вибрационного уплотнения предел применимости приближения лежит 
в диапазоне толщины слоев, небольших по сравнению с длиной упругих волн, 
возбуждаемых в толще грунта.

Выбор шага по времени является важным ходом в процессе реализации разностной схе-
мы, осуществляющей численное решение системы (9). Переход к конечным приращениям 
в рамках предложенной схемы можно построить традиционно [6] , представив производ-
ные смещений первого и второго порядка в виде отношения конечных величин
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где верхний индекс задается номером интер-
вала в разбиении по времени, отвечая со-
ответствующему шагу разбиения, а нижний 
индекс – номеру сосредоточенной массы, со-
ответствующей участку активной зоны уплот-
няемого грунта, характеристики которого зави-
сят от типа реализуемой модели.

Производные входящих в систему величин 
по координатам (смещениям из положения 
равновесия), хотя и имеют достаточно слож-
ный вид, но могут быть вычислены без осо-
бенных затруднений. При использовании для 
реализации численного алгоритма систем 
компьютерной алгебры задача становится до-
статочно легко разрешимой. 

Предлагаемый алгоритм можно описать, 
конкретизируя схему эволюционно модели грун-
товой среды, следующим образом (для опреде-
ленности область контакта рабочего органа со 
слоем грунта считаем плоской полосой):

1. На первом шаге задаются характеристи-
ки рабочего органа и параметры режима по-
верхностного динамического воздействия на 
слой грунтовой среды, а также функциональ-
ные зависимости характеристики среды от 
плотности (коэффициента уплотнения);

2. Второй шаг предусматривает определе-
ние ширины пятна контакта рабочего органа с 
поверхностью слоя и вычисления начального 
значения контактного давления, предшеству-
ющего моменту начала динамического воз-
действия;

3. По значению контактного давления вы-
числяется количество и физико-механические 
параметры участков активной зоны грунтового 
слоя, реализующих различные однотельные 
модели;

4. Строится система уравнений (9) с учетом 
результатов, полученных в п.3;

5. Реализуется численная схема интегриро-

вания системы (9), получающаяся переходом 
к конечным приращениям смещений, причем 
для каждого последующего момента времени 
(с учетом шага) производится вычисление па-
раметров участков активной зоны слоя, позво-
ляющее выявить динамику процесса;

6. Данные о величинах смещений участков 
активной зоны и их характере сохраняются;

7. Определяется накопленная к заданному 
моменту времени суммарная пластическая 
деформации грунтового слоя и вычисляется 
средняя скорость ее накопления;

8. Пересчитываются характеристики среды 
грунтового слоя с учетом величины накоплен-
ной пластической деформации для перехода 
к следующему циклу воздействия (проходу до-
рожной машины).

Реализация данного подхода сводит за-
дачу к линейной, поскольку коэффициенты 
уравнений, способные содержать сложные 
зависимости от координат входят в уравнения 
системы, переопределяемые на каждом шаге, 
в качестве констант, значения которых вычис-
ляется с учетом деформации участков актив-
ной области [7].

Помимо указанных величин предлагаемый 
алгоритм позволяет оценить энергоэффектив-
ность процесса уплотнения долей мощности, 
затрачиваемой на пластическое деформиро-
вание слоя.

Необходимо отметить, что помимо средней 
за цикл скорости накопления пластической де-
формации

pl

total
total
pl total

x
v

t

D
=
D

и ее абсолютного значения, в качестве изме-
ряемой величины, показывающей эффектив-
ность уплотнения, может быть использована 
легко вычисляемая скорость накопления 

( )
( ) pl

i
i

pl
i

x
v

t

D
=

D ,

определяемая на i-м шаге численного реше-
ния системы (9) как отношение пластической 
деформации, приобретаемой слоем на этом 

шаге к шагу по времени itD , определенному 
при формулировании исходных условий. Эта 
скорость может быть измерена с использова-
нием устройств непрерывного контроля укатки 
(уплотнения), применяемых для анализа хода 
протекания технологического процесса уплот-
нения в реальном времени, например [8 – 10].
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MODELING OF PROPERTIES OF DEFORMABLE SOIL MEDIA 
DURING COMPACTION BY CYLINDRICAL ROLLER DRUMS 
MATEMATICAL MODELING OF COMPACTION  
FOR ELASTOVISCOPLASTIC SOIL MEDIA CAUSED BY  
THE INTERACTION WITH WORK TOOL OF COMPACTING 
MACHINE IN THE FRAMEWORK OF MODIFIED APPROACH  
OF LUMPED PARAMETERS 

V.V.Mikheyev, S.V.Saveliev

Abstract. Article deals with the problem of mathematical modeling of mechanical interaction for the 
system “active volume of the soil layer – work tool of the compactor”. The problem is suggested to be 
solved in the framework of the modified approach of lumped parameters. Effective mathematical model 
was constructed and possibility of its numeric realization was discussed. 

Keywords: soil compaction, rigid drum, modeling of mechanical properties, soil stiffness, elastic-
viscous-plastic media.
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РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ИССЛЕДОВАНИЙ 
ПРОЦЕССА КОПАНИЯ ГРУНТОВ МОДЕРНИЗИРОВАННЫМ 
РАБОЧИМ ОРГАНОМ ПОД ГИДРОСТАТИЧЕСКИМ ДАВЛЕНИЕМ

С.Дж.Тургумбаев1 , Р.А.Кабашев2  
1Кыргызский государственный технический университет им. И. Раззакова, Кыргызстан, г. Бишкек 

 2Казахская автомобильно-дорожная академия им. Л.Б. Гончарова, Казахстан, г. Алматы

Аннотация. В результате проведенных на стенде экспериментальных исследований по ко-
панию связных грунтов под гидростатическим давлением модернизироваными плоскими от-
валами, имеющими продольные зазоры вблизи режущей кромки, установлено существенное 
снижение сопротивления копанию по сравнению с копанием в тех же условиях традиционными 
плоскими отвалами. Указано, что такое снижение сопротиления копанию грунтов происхо-
дит за счет проникания водной среды через продольный зазор на переднюю грань отвала, 
которая существенно уменьшает коэффициент трения между передней гранью отвала и 
грунтовым пластом. Экспериментальные исследования проведены на стенде физического 
моделирования для изучения процесса копания грунтов плоскими отвалами под гидростати-
ческим давлением. Глубина погружения рабочего органа в водную среду моделировалась созда-
нием соответствующего гидростатического давления в герметичном корпусе стенда. 

Ключевые слова: плоский отвал, продольный зазор, режущая кромка, гидростатическое дав-
ление, копание грунта.

ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время во многих странах ши-
рокое распространение получает освоение 

шельфовой зоны океанов, дна озер, водохра-
нилищ, водных бассейнов. Ведутся исследо-
вания по разработке устройств, позволяющих 


