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АННОТАЦИЯ
Введение. Высокоточное моделирование движения внедорожных и амфибийных транспортных средств 
основано на точных моделях взаимодействия колес с поверхностью. Несмотря на то, что эмпириче-
ские и полуэмпирические модели качения колеса (Пасейки, Го и Лу) доминируют на твердых поверхно-
стях, их входные параметры часто непрозрачны и не имеют прямой физической интерпретации, что 
существенно ограничивает их прогнозные возможности в сложных многорежимных условиях движения. 
Часто требуются дорогостоящие и продолжительные испытания конкретных образцов для получения 
корректных характеристик.
Материалы и методы. В данном исследовании представлена экспериментальная проверка физически 
обоснованной модели динамики колеса для недеформируемых опорных поверхностей. Математическое 
описание модели шины с использованием щёточной аналогии было приведено в более ранних работах. 
В качестве среды валидации был использован лабораторный испытательный стенд для измерения ки-
нематики и динамики колеса в широком диапазоне вертикальных нагрузок как в ведомом режиме, так 
и в ведущем. Ключевые параметры, включая радиус качения, продольное проскальзывание и крутящий 
момент, измерялись непосредственно на стенде.
Результаты. Экспериментальные данные были применены для проверки адекватности разработан-
ной математической модели, реализованной в MATLAB/Simulink. Модель продемонстрировала соответ-
ствие экспериментам в режиме свободного качения, с нормированной среднеквадратичной ошибкой ниже 
1,2% для пройденного расстояния. В режиме движения погрешность увеличилась примерно до 10%, что, 
согласно анализу, объясняется возросшей сложностью приложения крутящего момента и динамикой 
проскальзывания.
Обсуждение и заключение. В отличие от чисто эмпирических моделей все параметры разработанной 
модели имеют ясный физический смысл и могут быть определены из ограниченного набора эксперимен-
тов. Это делает ее предпочтительным выбором для задач, где требуется прогнозирование поведения 
в различных условиях. 
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ABSTRACT
Introduction. High-fidelity simulation of off-road and amphibious vehicle motion relies on accurate wheel-surface 
interaction models. Although empirical and semi-empirical wheel rolling models (Pacejka, Guo and Lu) are domi-
nant on solid surfaces, their input parameters are often ambiguous and do not have a direct physical interpretation, 
it is significantly limiting their predictive capabilities under complex, multi-mode driving conditions. Expensive and 
time-consuming specific sample testing is often required to obtain accurate characteristics.
Materials and Methods. This study presents an experimental validation of a physically based wheel dynamics 
model for non-deformable supporting surfaces. The mathematical description of the tire model with the use of brush 
analogy has been previously presented. A laboratory test bench was used as a validation environment to measure 
wheel kinematics and dynamics under a wide range of vertical loads in both driving and driven modes. Key param-
eters, including rolling radius, longitudinal slip, and torque have been measured directly on the rig.
Results. Experimental data were used to validate the developed mathematical model, implemented in MATLAB/
Simulink. The model demonstrated match with experiment results in free-rolling mode, with a normalized root-mean-
square error (RMS) below 1.2% for the covered distance. In driving mode, the error increased to approximately 
10%, which, according to the analysis, is explained by the risen complexity of torque application and slip dynamics.
Discussion and Conclusion. Unlike purely empirical models, all parameters of the developed model have a clear 
physical meaning and can be determined from a limited set of experiments. It makes this model a preferred choice 
for problems requiring the behavior prediction under various conditions. 

KEYWORDS: mathematical model, wheel propulsion, laboratory test bench, motion simulation, wheeled vehicle, 
numerical simulation, model verification, stabilization systems, torque control
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ВВЕДЕНИЕ
Широкое применение колесных движи-

телей в составе наземных транспортно-тех-
нологических комплексов обусловлено их 
простотой конструкции, эффективностью и 
надёжностью. Однако имеется большой по-
тенциал в повышении эксплуатационных ха-
рактеристик и оптимизации конструкции. Од-
ним из ключевых аспектов является изучение 
процессов качения колес по различным типам 
поверхностей, особенно твердых, поскольку 
именно этот режим является основным для 
большинства современных автомобилей и 
спецтехники.

Существующие модели взаимодействия 
шины с основанием можно условно разделить 
на три группы в зависимости от их основопо-
лагающих принципов – эмпирические, полуэм-
пирические и физические модели [1, 2, 3, 4, 5, 
6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17]. При 
этом чисто эмпирические модели встречаются 
довольно редко.

Широко используемая формула Пасейки [4, 
5] применяет эвристические математические 
функции для аппроксимации эксперименталь-
ных данных, обеспечивая исключительную 
точность в пределах диапазона ее калибров-
ки. Математическое выражение мгновенной 
боковой и продольной деформации шины при 
любом движении было рассчитано Го и Лу [6, 
7, 8] с помощью теоретической модели шины 
в нестационарном состоянии. Данные полу-
эмпирические модели часто в своем составе 
не имеют прямого физического смысла, что 
делает экстраполяцию на непроверенные ус-
ловия (например, различные поверхности, 
экстремальные нагрузки) ненадежной и требу-
ет обширных, дорогостоящих испытаний. Этот 
недостаток ограничивает ее полезность в про-
гнозном моделировании для новых конструк-
ций транспортных средств или неизвестных 
типов местности.

К чисто физическим моделям относятся мо-
дели шин Фиалы, Гима и Дугоффа и др. В мо-
дели Фиалы [9] боковина шины упрощена до 
упругой балки под действием сосредоточен-
ной боковой силы. Модель Гима [1] основана 
на трехмерной пружинной модели Бергмана, 
в которой боковое и продольное скольжение 
шины описывается кинетическим уравнением 
бесконечно малого элемента между шиной и 
поверхностью дороги. Модель Дугоффа вы-
ражает коэффициент трения между шиной и 
дорогой как функцию коэффициента сниже-
ния трения и трения покоя. Данный вид моде-

лей, к которым относится и рассматриваемая 
в настоящей статье, обладает несколькими 
преимуществами, самое главное из которых –  
прямой физический смысл. Также они могут 
работать за пределами калибровки (ввиду со-
хранения физики), обладают способностью к 
адаптации к изменяющимся условиям. Одна-
ко приведенным моделям присущи некоторые 
недостатки. Так, в модели Фиалы учитываются 
только упругие силы, а диссипативные не рас-
сматриваются. Модель Гима требует знания 
большого числа параметров шины, измерить 
которые даже экспериментальным способом 
затруднительно. Модель Дугоффа плохо опи-
сывает области работы шины с большим ко-
эффициентом буксования, где проявляются 
нелинейные эффекты взаимодействия. Ещё 
одним недостатком является отсутствие до-
ступа к экспериментальным данным, что за-
трудняет возможности адаптации модели под 
реальные конструкции. 

Возможности современной вычислитель-
ной техники позволяют существенно углубить 
подходы к моделированию взаимодействия 
колеса с опорным основанием. Перечислен-
ные выше модели часто имеют существенные 
ограничения либо по области режимов работы 
колеса, либо по возможности масштабируемо-
сти исходных данных по разным типам шин. 
В то же время моделирование движения эла-
стичного колеса является сложной задачей, и 
даже небольшое улучшение моделей, повы-
шение их точности позволяет значительно рас-
ширить их применимость и универсальность. 
Поэтому в настоящее время рассматриваемое 
направление представляется актуальным.

Существует класс математических моде-
лей, которые не требуют экспериментальных 
исследований в целях калибровки. Например, 
«чистые» кинематические модели [12], модель 
«невесомой шины» [13] или модель «сухого 
трения» [14]. В большинстве случаев приме-
нимость моделей ограничена узким классом 
задач. Валидируемая в настоящей работе 
модель занимает промежуточное положение: 
она требует калибровки, но объём необходи-
мых экспериментов минимален.

На самом детальном уровне модели ко-
нечно-элементной (КЭ) конструкции шины 
могут описывать взаимодействие с высокой 
точностью [15, 16, 17, 18, 19]. Такие подходы, 
включая сопряженную вычислительную гидро-
динамику и динамику многозвенных систем 
(CFD-MBD) для амфибийных приложений [20], 
являются мощными, но вычислительно слож-
ными и требовательными для моделирования 
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транспортных средств на системном уровне 
или приложений реального времени. Они слу-
жат инструментами проверки, а не практиче-
скими компонентами в комплексных моделях 
транспортных средств.

Данное исследование направлено на прео-
доление этого пробела путем предоставления 
экспериментальной проверки физически обо-
снованной модели динамики колеса. Основ-
ной целью, с одной стороны, является разра-
ботка комплексной методологии испытаний и 
предоставление набора данных для описания 
кинематики и динамики колесного движителя. 
С другой стороны, с помощью полученных 
данных осуществить экспериментальную ва-
лидацию разработанной модели динамики.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Математическая модель
Более подробно математическая модель 

описана и верифицирована в работе [21]. От-
метим некоторые положения модели. На ниж-
ней полуокружности недеформированного 
профиля колеса выбирается некоторое коли-
чество точек nт, положение которых определя-
ется углом αi между вертикалью, опущенной 
из центра колеса на ось Х2, и лучом, соединя-
ющим точку профиля с центром колеса (рас-
чётная схема на рисунке 1, а). Количество то-
чек выбирается исходя из компромисса между 
точностью модели и ее быстродействием. Ко-
ординаты Х2i и Y2i выбранных точек профиля в 
НСК:

    

	 a	 б	

Рисунок 1 – Расчетная схема качения колеса по неровностям опорного основания (a) и силовые факторы (б):
O – центр колеса; Z2O, X2O – координаты центра колеса в НСК;

ωк – угловая скорость вращения колеса; Мк – крутящий момент, приложенный к колесу;  
Vx – продольная скорость центра колеса;  

РZ, РX – вертикальная и продольная силы, приложенные к центру колеса со стороны оси КМ;  
Rr – радиальная проекция реакции взаимодействия колеса с опорным основанием; rк – свободный радиус колеса;  

Z2gri, X2i – координаты точки опорного основания под i-й точкой недеформированного профиля колеса;  
αi – угол между вертикальной осью и i-й точкой недеформированного профиля колеса;  

αэкв – эквивалентный угол точки приложения суммарной реакции;  
Δri – прогиб шины в радиальном направлении для i-й точки недеформированного профиля колеса

Источник: [22].

Figure 1 – Calculation scheme of wheel rolling on unevenness of supporting base (a) and force factors (b)
O – the wheel center; Z2O, X2O – the wheel center coordinates in the fixed coordinate system;  

ωк – the angular velocity of the wheel rolling; Мк – the torque applied to the wheel;  
Vx – the longitudinal velocity of the wheel center;  

РZ, РX – the vertical and longitudinal forces applied to the wheel center from the side of KM axis;  
Rr – the radial projection of the reaction of the wheel interaction with the supporting base; rк – the free radius of the wheel;  

Z2gri, X2i – the coordinates of the point of the supporting base under the i-point of the undeformed wheel profile;  
αi – the angle between the vertical axis and the i-point of the undeformed wheel profile;  

αequiv – the equivalent angle of the application point of the summary reaction;  
Δri – the tire deflection in the radial direction for the i-point of the undeformed wheel profile.

Source: [22].
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сопряженную вычислительную гидродинамику и динамику многозвенных систем (CFD-MBD) для 
амфибийных приложений [20], являются мощными, но вычислительно сложными и 
требовательными для моделирования транспортных средств на системном уровне или приложений 
реального времени. Они служат инструментами проверки, а не практическими компонентами в 
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Данное исследование направлено на преодоление этого пробела путем предоставления 
экспериментальной проверки физически обоснованной модели динамики колеса. Основной целью, с 
одной стороны, является разработка комплексной методологии испытаний и предоставление 
набора данных для описания кинематики и динамики колесного движителя. С другой стороны, с 
помощью полученных данных осуществить экспериментальную валидацию разработанной модели 
динамики. 

 
МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 
 
Математическая модель 

Более подробно математическая модель описана и верифицирована в работе [21]. Отметим 
некоторые положения модели. На нижней полуокружности недеформированного профиля колеса 
выбирается некоторое количество точек nт, положение которых определяется углом αi между 
вертикалью, опущенной из центра колеса на ось Х2, и лучом, соединяющим точку профиля с 
центром колеса (расчётная схема на рисунке 1, а). Количество точек выбирается исходя из 
компромисса между точностью модели и ее быстродействием. Координаты Х2i и Y2i выбранных точек 
профиля в НСК: 

X2i = X20 + rk sin αi cos(Θ + β); (1) 
Y2i = Y20 + rk sin αi sin(Θ + β); (2) 

−
𝜋𝜋𝜋𝜋
2
≤ 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤

𝜋𝜋𝜋𝜋
2

,  
где Х20, Y20 – координаты центра колеса в НСК; Θ – угол между осями ОХ2 и ОХ; β – угол поворота 
управляемого колеса. 
Вертикальная координата Z2i i-й точки недеформированного профиля колеса в НСК: 

𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑍𝑍𝑍𝑍20 − 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑘𝑘𝑘𝑘 cos αi, (3) 
где Z20 – вертикальная координата центра колеса в НСК. 
Прогиб шины 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖 в радиальном направлении для i-й точки недеформированного профиля: 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖 = �
0, 𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑖𝑖𝑖𝑖) cos|αi| , 𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖 > 𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑖𝑖𝑖𝑖

, (4) 

где 𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖 – вертикальная координата профиля опорного основания под i-й точкой колеса. 
Предполагается линейная зависимость силы от деформации, более подробно описанная в [21]. 
 

  
a б 

(1)

сопряженную вычислительную гидродинамику и динамику многозвенных систем (CFD-MBD) для 
амфибийных приложений [20], являются мощными, но вычислительно сложными и 
требовательными для моделирования транспортных средств на системном уровне или приложений 
реального времени. Они служат инструментами проверки, а не практическими компонентами в 
комплексных моделях транспортных средств. 

Данное исследование направлено на преодоление этого пробела путем предоставления 
экспериментальной проверки физически обоснованной модели динамики колеса. Основной целью, с 
одной стороны, является разработка комплексной методологии испытаний и предоставление 
набора данных для описания кинематики и динамики колесного движителя. С другой стороны, с 
помощью полученных данных осуществить экспериментальную валидацию разработанной модели 
динамики. 

 
МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 
 
Математическая модель 

Более подробно математическая модель описана и верифицирована в работе [21]. Отметим 
некоторые положения модели. На нижней полуокружности недеформированного профиля колеса 
выбирается некоторое количество точек nт, положение которых определяется углом αi между 
вертикалью, опущенной из центра колеса на ось Х2, и лучом, соединяющим точку профиля с 
центром колеса (расчётная схема на рисунке 1, а). Количество точек выбирается исходя из 
компромисса между точностью модели и ее быстродействием. Координаты Х2i и Y2i выбранных точек 
профиля в НСК: 

X2i = X20 + rk sin αi cos(Θ + β); (1) 
Y2i = Y20 + rk sin αi sin(Θ + β); (2) 

−
𝜋𝜋𝜋𝜋
2
≤ 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤

𝜋𝜋𝜋𝜋
2

,  
где Х20, Y20 – координаты центра колеса в НСК; Θ – угол между осями ОХ2 и ОХ; β – угол поворота 
управляемого колеса. 
Вертикальная координата Z2i i-й точки недеформированного профиля колеса в НСК: 

𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑍𝑍𝑍𝑍20 − 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑘𝑘𝑘𝑘 cos αi, (3) 
где Z20 – вертикальная координата центра колеса в НСК. 
Прогиб шины 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖 в радиальном направлении для i-й точки недеформированного профиля: 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖 = �
0, 𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑖𝑖𝑖𝑖) cos|αi| , 𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖 > 𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑖𝑖𝑖𝑖

, (4) 

где 𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖 – вертикальная координата профиля опорного основания под i-й точкой колеса. 
Предполагается линейная зависимость силы от деформации, более подробно описанная в [21]. 
 

  
a б 

(2)

сопряженную вычислительную гидродинамику и динамику многозвенных систем (CFD-MBD) для 
амфибийных приложений [20], являются мощными, но вычислительно сложными и 
требовательными для моделирования транспортных средств на системном уровне или приложений 
реального времени. Они служат инструментами проверки, а не практическими компонентами в 
комплексных моделях транспортных средств. 

Данное исследование направлено на преодоление этого пробела путем предоставления 
экспериментальной проверки физически обоснованной модели динамики колеса. Основной целью, с 
одной стороны, является разработка комплексной методологии испытаний и предоставление 
набора данных для описания кинематики и динамики колесного движителя. С другой стороны, с 
помощью полученных данных осуществить экспериментальную валидацию разработанной модели 
динамики. 

 
МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 
 
Математическая модель 

Более подробно математическая модель описана и верифицирована в работе [21]. Отметим 
некоторые положения модели. На нижней полуокружности недеформированного профиля колеса 
выбирается некоторое количество точек nт, положение которых определяется углом αi между 
вертикалью, опущенной из центра колеса на ось Х2, и лучом, соединяющим точку профиля с 
центром колеса (расчётная схема на рисунке 1, а). Количество точек выбирается исходя из 
компромисса между точностью модели и ее быстродействием. Координаты Х2i и Y2i выбранных точек 
профиля в НСК: 

X2i = X20 + rk sin αi cos(Θ + β); (1) 
Y2i = Y20 + rk sin αi sin(Θ + β); (2) 

−
𝜋𝜋𝜋𝜋
2
≤ 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤

𝜋𝜋𝜋𝜋
2

,  
где Х20, Y20 – координаты центра колеса в НСК; Θ – угол между осями ОХ2 и ОХ; β – угол поворота 
управляемого колеса. 
Вертикальная координата Z2i i-й точки недеформированного профиля колеса в НСК: 

𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑍𝑍𝑍𝑍20 − 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑘𝑘𝑘𝑘 cos αi, (3) 
где Z20 – вертикальная координата центра колеса в НСК. 
Прогиб шины 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖 в радиальном направлении для i-й точки недеформированного профиля: 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖 = �
0, 𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑖𝑖𝑖𝑖) cos|αi| , 𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖 > 𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑖𝑖𝑖𝑖

, (4) 

где 𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖 – вертикальная координата профиля опорного основания под i-й точкой колеса. 
Предполагается линейная зависимость силы от деформации, более подробно описанная в [21]. 
 

  
a б 

где Х20, Y20 – координаты центра колеса в НСК; 
Θ – угол между осями ОХ2 и ОХ; β – угол пово-
рота управляемого колеса.

Вертикальная координата Z2i i-й точки неде-
формированного профиля колеса в НСК:

сопряженную вычислительную гидродинамику и динамику многозвенных систем (CFD-MBD) для 
амфибийных приложений [20], являются мощными, но вычислительно сложными и 
требовательными для моделирования транспортных средств на системном уровне или приложений 
реального времени. Они служат инструментами проверки, а не практическими компонентами в 
комплексных моделях транспортных средств. 

Данное исследование направлено на преодоление этого пробела путем предоставления 
экспериментальной проверки физически обоснованной модели динамики колеса. Основной целью, с 
одной стороны, является разработка комплексной методологии испытаний и предоставление 
набора данных для описания кинематики и динамики колесного движителя. С другой стороны, с 
помощью полученных данных осуществить экспериментальную валидацию разработанной модели 
динамики. 

 
МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 
 
Математическая модель 

Более подробно математическая модель описана и верифицирована в работе [21]. Отметим 
некоторые положения модели. На нижней полуокружности недеформированного профиля колеса 
выбирается некоторое количество точек nт, положение которых определяется углом αi между 
вертикалью, опущенной из центра колеса на ось Х2, и лучом, соединяющим точку профиля с 
центром колеса (расчётная схема на рисунке 1, а). Количество точек выбирается исходя из 
компромисса между точностью модели и ее быстродействием. Координаты Х2i и Y2i выбранных точек 
профиля в НСК: 

X2i = X20 + rk sin αi cos(Θ + β); (1) 
Y2i = Y20 + rk sin αi sin(Θ + β); (2) 

−
𝜋𝜋𝜋𝜋
2
≤ 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤

𝜋𝜋𝜋𝜋
2

,  
где Х20, Y20 – координаты центра колеса в НСК; Θ – угол между осями ОХ2 и ОХ; β – угол поворота 
управляемого колеса. 
Вертикальная координата Z2i i-й точки недеформированного профиля колеса в НСК: 

𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑍𝑍𝑍𝑍20 − 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑘𝑘𝑘𝑘 cos αi, (3) 
где Z20 – вертикальная координата центра колеса в НСК. 
Прогиб шины 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖 в радиальном направлении для i-й точки недеформированного профиля: 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖 = �
0, 𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑖𝑖𝑖𝑖) cos|αi| , 𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖 > 𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑖𝑖𝑖𝑖

, (4) 

где 𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖 – вертикальная координата профиля опорного основания под i-й точкой колеса. 
Предполагается линейная зависимость силы от деформации, более подробно описанная в [21]. 
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(3)

где Z20 – вертикальная координата центра ко-
леса в НСК.

Прогиб шины в радиальном направлении 
для i-й точки недеформированного профиля:

сопряженную вычислительную гидродинамику и динамику многозвенных систем (CFD-MBD) для 
амфибийных приложений [20], являются мощными, но вычислительно сложными и 
требовательными для моделирования транспортных средств на системном уровне или приложений 
реального времени. Они служат инструментами проверки, а не практическими компонентами в 
комплексных моделях транспортных средств. 

Данное исследование направлено на преодоление этого пробела путем предоставления 
экспериментальной проверки физически обоснованной модели динамики колеса. Основной целью, с 
одной стороны, является разработка комплексной методологии испытаний и предоставление 
набора данных для описания кинематики и динамики колесного движителя. С другой стороны, с 
помощью полученных данных осуществить экспериментальную валидацию разработанной модели 
динамики. 

 
МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 
 
Математическая модель 

Более подробно математическая модель описана и верифицирована в работе [21]. Отметим 
некоторые положения модели. На нижней полуокружности недеформированного профиля колеса 
выбирается некоторое количество точек nт, положение которых определяется углом αi между 
вертикалью, опущенной из центра колеса на ось Х2, и лучом, соединяющим точку профиля с 
центром колеса (расчётная схема на рисунке 1, а). Количество точек выбирается исходя из 
компромисса между точностью модели и ее быстродействием. Координаты Х2i и Y2i выбранных точек 
профиля в НСК: 

X2i = X20 + rk sin αi cos(Θ + β); (1) 
Y2i = Y20 + rk sin αi sin(Θ + β); (2) 

−
𝜋𝜋𝜋𝜋
2
≤ 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤

𝜋𝜋𝜋𝜋
2

,  
где Х20, Y20 – координаты центра колеса в НСК; Θ – угол между осями ОХ2 и ОХ; β – угол поворота 
управляемого колеса. 
Вертикальная координата Z2i i-й точки недеформированного профиля колеса в НСК: 

𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑍𝑍𝑍𝑍20 − 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑘𝑘𝑘𝑘 cos αi, (3) 
где Z20 – вертикальная координата центра колеса в НСК. 
Прогиб шины 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖 в радиальном направлении для i-й точки недеформированного профиля: 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖 = �
0, 𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑖𝑖𝑖𝑖) cos|αi| , 𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖 > 𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑖𝑖𝑖𝑖

, (4) 

где 𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖 – вертикальная координата профиля опорного основания под i-й точкой колеса. 
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 – вертикальная координата профи-
ля опорного основания под i-й точкой колеса. 
Предполагается линейная зависимость силы 
от деформации, более подробно описанная в 
[21].

При наличии нескольких зон «перекрытия» 
профилем опорного основания недеформиро-
ванного контура колеса необходимо опреде-
лить эквивалентный угол αэкв точки приложения 
суммарной реакции Rr в радиальном направ-
лении. Определяется угол αэкв как взвешенное 
среднее значение. При качении колеса после 
вступления в контакт с опорным основанием в 
точке с угловой координатой αi конец щетинки 
некоторое время может быть неподвижен от-
носительно опорной поверхности. На колесо 
со стороны щетинки действует упругая эле-
ментарная сила fui, пропорциональная вектору 
деформации щетинки в плоскости, ей перпен-
дикулярной.

После определения границы области 
скольжения необходимо определить силовые 
факторы для каждой из зон (рисунок 1, б).

- Эквивалентные углы αlэкв и αrэкв точек при-
ложения суммарных реакций Rrl и Rrr в ради-
альном направлении для обеих зон.

- Суммарные реакции Rrl и Rrr в радиальном 
направлении для обеих зон:

Рисунок 1 –  Расчетная схема качения колеса по неровностям опорного основания (a)  
и силовые факторы (б): 

O – центр колеса; Z2O, X2O – координаты центра колеса в НСК; 
ωк – угловая скорость вращения колеса; Мк – крутящий момент, приложенный к колесу; Vx – продольная 

скорость центра колеса; РZ, РX  – вертикальная и продольная силы, приложенные к центру колеса со 
стороны оси КМ; Rr – радиальная проекция реакции взаимодействия колеса с опорным основанием;                  

rк – свободный радиус колеса; Z2gri, X2i – координаты точки опорного основания под i-й точкой 
недеформированного профиля колеса; αi – угол между вертикальной осью и i-й точкой недеформированного 

профиля колеса; αэкв – эквивалентный угол точки приложения суммарной реакции; Δri – прогиб шины в 
радиальном направлении для i-й точки недеформированного профиля колеса 

Источник: [22]. 
 

Figure 1 – Calculation scheme of wheel rolling on unevenness of supporting base (a) and force factors (b) 
O – the wheel center; Z2O, X2O – the wheel center coordinates in the fixed coordinate system; ωк – the angular velocity 
of the wheel rolling; Мк – the torque applied to the wheel; Vx – the longitudinal velocity of the wheel center; РZ, РX  – the 

vertical and longitudinal forces applied to the wheel center from the side of KM axis; Rr – the radial projection of the 
reaction of the wheel interaction with the supporting base; rк – the free radius of the wheel; Z2gri, X2i  – the coordinates 
of the point of the supporting base under the i-point of the undeformed wheel profile; αi – the angle between the vertical 

axis and the i-point of the undeformed wheel profile; αequiv – the equivalent angle of the application point of the 
summary reaction; Δri – the tire deflection in the radial direction for the i-point of the undeformed wheel profile. 

Source: [22]. 
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где  𝑛𝑛𝑛𝑛∗ – число щетинок в области зоны взаимодействия без скольжения. 
- Суммарные реакции 𝑅𝑅𝑅𝑅1𝜏𝜏𝜏𝜏 и 𝑅𝑅𝑅𝑅2𝜏𝜏𝜏𝜏 в тангенциальном направлении для обеих зон. 
- Суммарные реакции 𝑅𝑅𝑅𝑅1𝑌𝑌𝑌𝑌𝑇𝑇𝑇𝑇  и 𝑅𝑅𝑅𝑅2𝑌𝑌𝑌𝑌𝑇𝑇𝑇𝑇  в направлении оси 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑇𝑇𝑇𝑇 МПСК для обеих зон. 

На основе разработанной модели выполнена её реализация в программном комплексе 
Matlab/Simulink. 
Испытательный стенд 

Для проведения эксперимента была использована специальная испытательная установка, 
включающая подвижную платформу, оснащенную датчиками нагрузки. На рисунке 2 показана её 
схема с описанием составных частей. На рисунке 3 приведен общий вид. 
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щетинки некоторое время может быть неподвижен относительно опорной поверхности. На колесо со 
стороны щетинки действует упругая элементарная сила fui, пропорциональная вектору деформации 
щетинки в плоскости, ей перпендикулярной. 

После определения границы 𝛼𝛼𝛼𝛼∗ области скольжения необходимо определить силовые факторы для 
каждой из зон (рисунок 1, б). 

- Эквивалентные углы αlэкв и αrэкв точек приложения суммарных реакций Rrl и Rrr в 
радиальном направлении для обеих зон. 

- Суммарные реакции Rrl и Rrr в радиальном направлении для обеих зон: 
 

𝑅𝑅𝑅𝑅𝑔𝑔𝑔𝑔𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑔𝑔𝑔𝑔
∑ ∆𝑟𝑟𝑟𝑟𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑛𝑛𝑛𝑛∗
𝑖𝑖𝑖𝑖=1

∑ ∆𝑟𝑟𝑟𝑟𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑖𝑖𝑖𝑖=1

; (5) 

𝑅𝑅𝑅𝑅𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑔𝑔𝑔𝑔
∑ ∆𝑟𝑟𝑟𝑟𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖∗+1

∑ ∆𝑟𝑟𝑟𝑟𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑖𝑖𝑖𝑖=1

; (6) 
 

где  𝑛𝑛𝑛𝑛∗ – число щетинок в области зоны взаимодействия без скольжения. 
- Суммарные реакции 𝑅𝑅𝑅𝑅1𝜏𝜏𝜏𝜏 и 𝑅𝑅𝑅𝑅2𝜏𝜏𝜏𝜏 в тангенциальном направлении для обеих зон. 
- Суммарные реакции 𝑅𝑅𝑅𝑅1𝑌𝑌𝑌𝑌𝑇𝑇𝑇𝑇  и 𝑅𝑅𝑅𝑅2𝑌𝑌𝑌𝑌𝑇𝑇𝑇𝑇  в направлении оси 𝑌𝑌𝑌𝑌𝑇𝑇𝑇𝑇 МПСК для обеих зон. 

На основе разработанной модели выполнена её реализация в программном комплексе 
Matlab/Simulink. 
Испытательный стенд 

Для проведения эксперимента была использована специальная испытательная установка, 
включающая подвижную платформу, оснащенную датчиками нагрузки. На рисунке 2 показана её 
схема с описанием составных частей. На рисунке 3 приведен общий вид. 

 и 

Рисунок 1 –  Расчетная схема качения колеса по неровностям опорного основания (a)  
и силовые факторы (б): 

O – центр колеса; Z2O, X2O – координаты центра колеса в НСК; 
ωк – угловая скорость вращения колеса; Мк – крутящий момент, приложенный к колесу; Vx – продольная 

скорость центра колеса; РZ, РX  – вертикальная и продольная силы, приложенные к центру колеса со 
стороны оси КМ; Rr – радиальная проекция реакции взаимодействия колеса с опорным основанием;                  

rк – свободный радиус колеса; Z2gri, X2i – координаты точки опорного основания под i-й точкой 
недеформированного профиля колеса; αi – угол между вертикальной осью и i-й точкой недеформированного 

профиля колеса; αэкв – эквивалентный угол точки приложения суммарной реакции; Δri – прогиб шины в 
радиальном направлении для i-й точки недеформированного профиля колеса 

Источник: [22]. 
 

Figure 1 – Calculation scheme of wheel rolling on unevenness of supporting base (a) and force factors (b) 
O – the wheel center; Z2O, X2O – the wheel center coordinates in the fixed coordinate system; ωк – the angular velocity 
of the wheel rolling; Мк – the torque applied to the wheel; Vx – the longitudinal velocity of the wheel center; РZ, РX  – the 

vertical and longitudinal forces applied to the wheel center from the side of KM axis; Rr – the radial projection of the 
reaction of the wheel interaction with the supporting base; rк – the free radius of the wheel; Z2gri, X2i  – the coordinates 
of the point of the supporting base under the i-point of the undeformed wheel profile; αi – the angle between the vertical 

axis and the i-point of the undeformed wheel profile; αequiv – the equivalent angle of the application point of the 
summary reaction; Δri – the tire deflection in the radial direction for the i-point of the undeformed wheel profile. 

Source: [22]. 
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 в направ-
лении оси 𝑌𝑇 МПСК для обеих зон.

На основе разработанной модели выполне-
на её реализация в программном комплексе 
Matlab/Simulink.

Испытательный стенд
Для проведения эксперимента была ис-

пользована специальная испытательная уста-
новка, включающая подвижную платформу, 
оснащенную датчиками нагрузки. На рисунке 
2 показана её схема с описанием составных 
частей. На рисунке 3 приведен общий вид.

Исследуемый колесный движитель уста-
навливают на тележке с помощью параллело-
граммной подвески на продольных рычагах. 
Рама тележки выполняет функции неподвиж-
ного звена подвески, роль подвижного верти-
кального звена которой выполняют два про-
дольных рычага, шарнирно закрепленные 
одними концами на раме тележки, а другими 
прикрепленные к ступице колеса. Подвеска 
обеспечивает независимость (относительно 
тележки) вертикальных перемещений колес-
ного движителя, что позволяет сохранять по-
стоянной установленную вертикальную (ради-
альную) нагрузку.

Для измерений прогиба шины между плат-
формой и тележкой установлен датчик линей-
ных перемещений (линейный потенциометр). 
Ось колеса свободно вращается в ступице, к 
ней может подводиться крутящий момент че-
рез съемную цепную передачу от электродви-
гателя с планетарным редуктором. На обоих 
концах стенда расположены вертикальные 
стойки с оборудованием для создания про-
дольной силы, прикладываемой к оси колеса 
через динамометрическую тележку. На стойке 
установлен электромеханизм с цилиндриче-
ским барабаном, на который наматывается 
гибкий тросик, проходящий через направляю-
щие ролики и крепящийся через S-образный 
датчик силы к передней части тележки.
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Рисунок 2 – Схема испытательного стенда:
1 – основание; 2 – опорная плита; 3 – s-образный датчик силы; 4 – динамометрическая тележка;  

5 – колесный движитель; 6 – отметчик оборотов; 7 – счетчик импульсов; 8,17 – стойки; 9,13 – набор грузов;  
10 – полиспаст; 11 – направляющий ролик; 12 – датчик линейных перемещений; 14 – планетарный редуктор;  

15 – съемная цепная передача; 16 – противовес; 18 – электрический механизм; 19 – направляющие ролики;
 20 – усилитель; 21 – АЦП; 22 – компьютер

Источник: составлено авторами.

Figure 2 – Test bench diagram
1 – base; 2 – supporting plate; 3 – S-shaped force sensor; 4 – dynamometer trolley; 5 – wheel; 6 – revolution indicator;  

7 – impulse counter; 8,17 – stands; 9,13 – set of weights; 10 – lifting mechanism; 11 – guide roller;  
12 – linear displacement sensor; 14 – planetary gear; 15 – removable chain drive; 16 – counterweight;  

18 – electrical mechanism; 19 – guide rollers; 20 – amplifier; 21 – Analog to Digital Converter (ADC); 22 – computer
Source: compiled by the authors.

Движение колесного движителя осущест-
вляется на базовом мерном участке, за один 
оборот колесного движителя отметчиков обо-
ротов должен выдавать базовое число импуль-
сов. Число реальных импульсов фиксируется 
счетчиком 7. Стенд оборудован комплексом 
управления и регистрации параметров каче-
ния колесного движителя. Показания тензо-
датчиков регистрируются с помощью усилите-
ля и аналого-цифрового преобразователя.

Движение колесного движителя осущест-
вляется на базовом мерном участке длиной 
2000 мм, что ограничивает максимальную ско-
рость, которая составляет 0,03 м/с. В качестве 
колесного движителя выступает колесо, ос-
нащённое шиной модели В-25 Воронежского 
шинного завода размерностью 3,5–5.
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 Рисунок 3 – Общий вид стенда
Источник: составлено авторами.

Figure 3 – General view of the Test bench
Source: compiled by the authors.

	 a	 б	

Рисунок 4 – Схемы нагружения: a – ведущий режим; б – ведомый режим.
Мк – крутящий момент, приложенный к колесу; Мf – момент сил сопротивления;  

Jx – момент инерции колеса; m – масса колеса; Vx – продольная скорость центра колеса;  
РZ, РX – вертикальная и продольная силы, приложенные к центру колеса со стороны оси КМ;  

Rz – вертикальная реакция взаимодействия колеса с опорным основанием;  
Rx – продольная реакция взаимодействия колеса с опорным основанием;  

rд – радиус деформированного колеса;  
cш – смещение оси колеса относительно начального положения

Источник: составлено авторами.

Figure 4 – Loading diagrams: a) driving mode; b) driven mode
Мк – torque applied to the wheel; Мf – moment of resistance forces; Jx – moment of wheel inertia; m – wheel mass;  

Vx – longitudinal velocity of the wheel center;  
РZ, РX – vertical and longitudinal forces applied to the wheel center from the side of the axis KM;  

Rz – vertical reaction of the interaction of the wheel with the supporting base;  
Rx – longitudinal reaction of the interaction of the wheel with the supporting base;  

rд – radius of the deformed wheel;  
cш – displacement of the wheel axis relative to the initial position

Source: compiled by the authors.



Том 23, № 4. 2026
Vol. 23, No. 4. 2026 561

TRANSPORT, MINING AND MECHANICAL ENGINEERING

© 2004–2026 Вестник СибАДИ 
The Russian Automobile  

and Highway Industry Journal

PART I

Уравнения движения
На рисунке 4 приведены исследуемые ре-

жимы нагружения колеса. Для ведущего режи-
ма (рисунок 4, а) уравнение движения выгля-
дит следующим образом:

Движение колесного движителя осуществляется на базовом мерном участке, за один оборот 
колесного движителя отметчиков оборотов должен выдавать базовое число импульсов. Число 
реальных импульсов фиксируется счетчиком 7. Стенд оборудован комплексом управления и 
регистрации параметров качения колесного движителя. Показания тензодатчиков регистрируются с 
помощью усилителя и аналого-цифрового преобразователя. 

Движение колесного движителя осуществляется на базовом мерном участке длиной 2000 мм, 
что ограничивает максимальную скорость, которая составляет 0,03 м/с. В качестве колесного 
движителя выступает колесо, оснащённое шиной модели В-25 Воронежского шинного завода 
размерностью 3,5–5. 
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Уравнения движения 

На рисунке 4 приведены исследуемые режимы нагружения колеса. Для ведущего режима 
(рисунок  4, а) уравнение движения выглядит следующим образом: 
 

�
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥̇𝑥𝑥𝑥 = 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥

𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥𝜔𝜔𝜔𝜔к̇ = 𝑀𝑀𝑀𝑀к − 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑥𝑥𝑥𝑥𝑟𝑟𝑟𝑟д − 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑓𝑓𝑓𝑓 − 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐ш
, (7) 

 
где 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥 − скорость колеса; 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑥𝑥𝑥𝑥 – продольная реакция грунта; 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥 – продольная сила, приложенная к 
центру колеса со стороны оси колесной машины; 𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥– момент инерции колеса; 𝜔𝜔𝜔𝜔к – угловая скорость 
колеса; 𝑀𝑀𝑀𝑀к – крутящий момент, приложенный к колесу; 𝑟𝑟𝑟𝑟д – динамический радиус колеса; 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑓𝑓𝑓𝑓 – 
момент от сил сопротивления; 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑧𝑧𝑧𝑧 – вертикальная реакция грунта; 𝑐𝑐𝑐𝑐ш – смещение оси колеса 
относительно начального положения. 
Для ведомого режима (𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥 < 0,𝑀𝑀𝑀𝑀к = 0): 
 

�
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑣𝑣𝑣𝑣𝑥̇𝑥𝑥𝑥 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑥𝑥𝑥𝑥

𝐽𝐽𝐽𝐽𝑥𝑥𝑥𝑥𝜔𝜔𝜔𝜔к̇ = 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑥𝑥𝑥𝑥𝑟𝑟𝑟𝑟д − 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑓𝑓𝑓𝑓 + 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐ш
. (8) 

 
 
 
 

(7)

где 𝑣𝑥 − скорость колеса; 𝑅𝑥 – продольная ре-
акция грунта; 𝑃𝑥 – продольная сила, прило-
женная к центру колеса со стороны оси ко-
лесной машины; 𝐽𝑥 – момент инерции колеса; 
𝜔к – угловая скорость колеса; 𝑀к – крутящий 
момент, приложенный к колесу; 𝑟д – динамиче-
ский радиус колеса; 𝑀𝑓 – момент от сил сопро-
тивления; 𝑅𝑧 – вертикальная реакция грунта; 
𝑐ш – смещение оси колеса относительно на-
чального положения.

Для ведомого режима (𝑃𝑥<0, 𝑀к=0):

Движение колесного движителя осуществляется на базовом мерном участке, за один оборот 
колесного движителя отметчиков оборотов должен выдавать базовое число импульсов. Число 
реальных импульсов фиксируется счетчиком 7. Стенд оборудован комплексом управления и 
регистрации параметров качения колесного движителя. Показания тензодатчиков регистрируются с 
помощью усилителя и аналого-цифрового преобразователя. 

Движение колесного движителя осуществляется на базовом мерном участке длиной 2000 мм, 
что ограничивает максимальную скорость, которая составляет 0,03 м/с. В качестве колесного 
движителя выступает колесо, оснащённое шиной модели В-25 Воронежского шинного завода 
размерностью 3,5–5. 
 

  
 

 Рисунок 3  – Общий вид стенда 
Источник: составлено авторами. 

 
Figure 3 – General view of the Test bench 

Source: compiled by the authors. 
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РЕЗУЛЬТАТЫ
Валидация математической модели
Для количественной оценки адекватности 

разработанной математической модели было 
проведено сравнение её выходных перемен-
ных – угловой скорости колеса и пройденного 
пути L(t) – с экспериментальными временны-
ми рядами. В качестве измерения ошибки ис-
пользовалась нормированная среднеквадра-
тическая погрешность (НСКП, ), вычисленная 
по формуле [23]:
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Figure 4 – Loading diagrams: a) driving mode; b) driven mode 
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 – i-я ордината процесса, полученного моде-
лированием.

Ведомый режим
Модель продемонстрировала высокую точ-

ность в предсказании кинематики. Как видно 
на примере для нагрузки 343,6 Н (рисунок 5 
– угловая скорость, рисунок 6 – путь), смоде-
лированные кривые практически идентичны 
экспериментальным. 

Рисунок 5 – Сравнение временных реализаций угловой скорости вращения колеса:  
1 – зависимость, полученная экспериментально; 2 – зависимость, полученная моделированием

Источник: составлено авторами.

Figure 5 – Comparison of time realizations of the angular velocity of wheel rotation:  
1 – dependence obtained experimentally; 2 – dependence obtained by simulation

Source: compiled by the authors.
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Рисунок 6 – Сравнение временных реализаций пройденного пути:  
1 – зависимость, полученная экспериментально; 2 – зависимость, полученная моделированием

Источник: составлено авторами.

Figure 6 – Comparison of time realizations of the traveled path:  
1 – dependence obtained experimentally; 2 – dependence obtained by simulation

Source: compiled by the authors.

Таблица 1 
Точность модели в ведомом режиме

Источник: составлено авторами.
 

Table 1
 Model accuracy in driven mode
Source: compiled by the authors.

Вертикальная нагрузка, Pz [Н] Нормированная СКП для 𝜔к, 𝑆𝜔к [%] Нормированная СКП для L, 𝑆𝐿 [%]

19,6 2,5 0,83

166,3 2,0 0,53

343,6 1,96 0,92

475,9 1,55 1,13

Рисунок 7 – Сравнение временных реализаций угловой скорости вращения колеса:  
1 – зависимость, полученная экспериментально; 2 – зависимость, полученная моделированием

Источник: составлено авторами.

Figure 7 – Comparison of time realizations of the angular velocity of wheel rotation:  
1 – dependence obtained experimentally; 2 – dependence obtained by simulation

Source: compiled by the authors.



Том 23, № 4. 2026
Vol. 23, No. 4. 2026 563

TRANSPORT, MINING AND MECHANICAL ENGINEERING

© 2004–2026 Вестник СибАДИ 
The Russian Automobile  

and Highway Industry Journal

PART I

Таблица 2
Точность модели в ведущем режиме

Источник: составлено авторами.

Table 2
Model accuracy in driving mode

Source: compiled by the authors.

Вертикальная нагрузка, Pz [Н] Нормированная СКП для 𝜔к, 𝑆𝜔к [%] Нормированная СКП для L, 𝑆𝐿 [%]

335,5 12,7 9,7

505,4 9,4 9,1

НСКП для пройденного пути во всех случа-
ях не превышает 1,13%, что свидетельствует 
о корректности моделирования инерционных 
свойств и трения качения. Значения для раз-
личных нагрузок приведены в таблице 1. Не-
сколько большие, но также малые значения 
(до 2,5%) могут быть связаны с чувствитель-
ностью модели к шумам в измерении момента 
сопротивления.

Ведущий режим
В ведущем режиме, где в модели учитыва-

ются нелинейные эффекты сцепления и бук-
сования, точность предсказания ожидаемо 
снизилась. Результаты для двух уровней верти-
кальной силы представлены в таблице 2 и про-
иллюстрированы на рисунках 7, 8. НСКП для 
пройденного пути составляет 9,1–9,7%. Анализ 
временных реализаций показывает, что мо-
дель корректно воспроизводит общий тренд 
снижения угловой скорости при приложении 
момента, но допускает ошибки в фазе началь-
ного разгона и в установившемся режиме. 

Это указывает на возможные источники по-
грешности: упрощения в описании динамики 
упругого элемента привода, неидеальность 
использованной аппроксимации кривой () или 
неучтённую зависимость параметров от скоро-
сти. Несмотря на это, относительная ошибка 
в ~10% может считаться удовлетворительной 
для многих прикладных задач системного мо-
делирования, где данная модель использует-
ся как часть более сложного математического 
аппарата.

Диапазон значений нормированной сред-
неквадратической погрешности показывает, 
что разработанная математическая модель 
имеет высокую точность в ведомом режиме 
(менее 1,2%). Меньшей точностью модель об-
ладает в ведущем режиме (9,7%).

ОБСУЖДЕНИЕ И ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Полученные характеристики соответству-

ют классическим моделям (например, [24, 25, 
26]). При этом низкая ошибка моделирования 

в ведомом режиме (𝑆𝐿<1,2%) подтверждает, 
что для описания кинематики свободного ка-
чения достаточно учета инерции, постоянного 
радиуса качения и нагрузки. Это делает мо-
дель верифицированным модулем для моде-
лирования движения по инерции, торможения 
или движения под уклон. 

Рост нормированной СКП до 9,7% в веду-
щем режиме закономерен и обусловлен не-
сколькими факторами. В первую очередь это 
нелинейность и гистерезис контакта: модель 
не учитывает динамические эффекты пере-
распределения давления в контакте и гисте-
резисные потери. Также модель предполагает 
мгновенную передачу крутящего момента от 
источника к ободу колеса. В реальной уста-
новке присутствуют упругость и демпфирова-
ние в трансмиссии, что может вносить фазо-
вые запаздывания.

Таким образом, ошибка в 9,7% является 
не недостатком модели, а количественной ме-
рой вклада тех физических явлений, которые 
были сознательно исключены из рассмотре-
ния в рамках данной постановки задачи. Для 
большинства расчётных исследований данная 
точность является приемлемой.

Конструкция применяемого стенда, а также 
модель, могут использоваться в качестве об-
разовательного инструмента, позволяющего 
демонстрировать связь между параметрами 
шины, режимом движения и результирующи-
ми силами.

Несмотря на комплекс проведенных экс-
периментальных исследований, модель об-
ладает некоторыми ограничениями. В первую 
очередь это касается валидации на твёрдой 
опорной поверхности. Несмотря на то, что 
подавляющее большинство расчетных ис-
следований предполагает движение по не-
деформируемым дорогам (асфальт, бетон), в 
дальнейшем предполагается оценка работы 
модели на деформируемом грунте. Также пла-
нируется оценка бокового и комбинированного 
скольжений, учитывая возможности экспери-
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ментального стенда. Стоит отметить, что мак-
симальная поступательная скорость движе-
ния колеса ограничена возможностями стенда 
и составляет 0,03 м/с.

По итогам выполненного исследования 
можно сделать следующие выводы:

1.	 Произведена оценка модели в веду-
щем и ведомом режимах. В ведомом режиме 
нормированная среднеквадратическая по-
грешность моделирования пройденного пути 
для исследованных нагрузок не превысила 
1,13%. 

2.	 В ведущем режиме, характеризую-
щемся нелинейными эффектами буксования, 
точность модели составила около 10% (по 
пройденному пути). Данный результат расце-
нивается как приемлемый для задач систем-
ного уровня. При этом он количественно отра-
жает вклад упрощений, заложенных в модель, 
и очерчивает границы ее применимости.
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