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АННОТАЦИЯ
Введение. Трубопроводный транспорт РФ составляет значительную долю в экономике нашей страны, 
однако срок эксплуатации многих трубопроводов на сегодняшний момент составляет несколько десят-
ков лет. В связи с этим возрастает количество аварийных ситуаций, причем степень их воздействия 
на инфраструктуру и окружающую среду год от года возрастает. Важным является решение проблемы 
своевременности ремонта трубопроводной системы при помощи современных и эффективных мето-
дов. Использование средств механизации позволяет существенно сократить сроки проведения ремонт-
ных работ и их себестоимость.
Материалы и методы. В результате проведенных исследований разработана математическая мо-
дель взаимодействия резца фрезерного рабочего оборудования гидравлического экскаватора с разраба-
тываемым грунтом. В ней учитываются физико-механические свойства грунта и скорость внедрения 
резца в точке контакта с грунтом.
Результаты. Получена зависимость, позволяющая определить силу внедрения резца фрезерного рабо-
чего оборудования в грунт.
Обсуждение и заключение. Результаты проведенных теоретических исследований рекомендуется ис-
пользовать для расчета конструктивных и режимных параметров при проектировании и создании фре-
зерного рабочего оборудования.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: экскаватор гидравлический, оборудование рабочее, фреза роторная, математи-
ческая модель, трубопровод, ремонт, грунт.
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ABSTRACT
Introduction. The pipeline transport of the Russian Federation makes up a significant share in the economy of our 
country. However, the service life of many pipelines at the moment is several decades. In this regard, the number 
of emergency situations is increasing. Moreover, the degree of their impact on infrastructure and the environment 
is increasing from year to year. It is important to solve the problem of timely repair of the pipeline system using 
modern and effective methods. The use of mechanization means can significantly reduce the time of repair work 
and their cost.
Materials and methods. As a result of the research, a mathematical model of the interaction of the cutter of 
the milling working equipment of a hydraulic excavator with the excavated soil has been developed. It takes into 
account the physical and mechanical properties of the soil and the speed of penetration of the cutter at the point of 
contact with the soil.
Results. The dependence is obtained, which allows determining the force of penetration of the cutter of the milling 
working equipment into the soil.
Discussion and conclusions. It is recommended to use the results of the performed theoretical studies for 
calculating the design and operating parameters in the design and creation of milling working equipment.

KEYWORDS: hydraulic excavator, working equipment, rotary milling cutter, mathematical model, pipeline, repair, 
undermining, soil.
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ВВЕДЕНИЕ
Трубопроводный транспорт Российской Фе-

дерации насчитывает сотни тысяч километров 
[1, 2, 3, 4, 5]. «Стратегия пространственного 
развития Российской Федерации на период 
до 2025 г.»1 предусматривает необходимость 
обеспечения даже самых труднодоступных 
районов нашей страны углеводородным сы-
рьем и другими полезными ресурсами, поэто-
му актуальной является задача поддержания 
и восстановления исправного и работоспособ-
ного состояния всей трубопроводной системы. 
Данная научная задача требует решения не 
только в нашей стране, но и в других странах 
[6, 7, 8, 9, 10].

Техническое обслуживание и ремонт тру-
бопроводов требует больших капитальных 
вложений и трудовых затрат [11, 12, 13, 14, 15, 
16]. Необходимо стремиться к высокой степе-
ни механизации технологических и совершен-

1 Стратегия пространственного развития Российской Федерации до 2025 г. [Электронный ресурс]: утверждена распо-
ряжением Правительства РФ от 13.02.2019 г. № 207-р. Доступ из справочной правовой системы «Консультант плюс» (дата 
обращения: 05.01.2021).

2 РД 23.040.00 «Магистральный трубопроводный транспорт нефти и нефтепродуктов» − М.: ОАО «АК «Транснефть», 
2014. − 516 с.

ствованию рабочего оборудования существу-
ющих машин, используемых для сервисных 
работ при эксплуатации трубопроводов [17, 
18, 19, 20, 21, 22, 23].

Согласно нормативным документам для 
проведения земляных работ, осуществляемых 
во время ремонта трубопровода, необходимо 
использовать гидравлический молот, устанав-
ливаемый на гидравлический экскаватор. Кро-
ме того, гидромолот предлагается использо-
вать для рыхления грунта под трубопроводом. 
Эта операция нужна для освобождения трубо-
провода от грунта для проведения полотенец 
трубоукладчика под трубопроводом. Схема 
производства работ гидравлическим молотом 
представлена на рисунке 1. Разработку остав-
шегося грунта на расстоянии 0,2 м от стенки 
трубопровода следует выполнять вручную с 
помощью шанцевого инструмента (лом, кир-
ка), не допуская ударов по трубопроводу22.
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Рисунок 1 – Схема производства земляных работ гидравлическим молотом

Figure 1 – Diagram of earthworks with a hydraulic hammer
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Для выполнение этих операций предла-
гается использование перспективного фре-
зерного рабочего оборудования, устанавли-
ваемого на гидравлический экскаватор [24]. 
Фрезерная головка рабочего оборудования 
снабжена резцами для разрушения грунта. 
Установленный на рабочем оборудовании 
шнек обеспечивает удаление разрыхленно-
го грунта из зоны рыхления. Использование 
такого оборудования позволяет значительно 
повысить эффективность земляных работ за 
счет полной механизации и повышения безо-
пасности их производства.

Рассмотрим процесс взаимодействия рез-
цов фрезерного рабочего оборудования с раз-
рабатываемым грунтом.

ОПИСАНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ
Резец рассматривается в виде трех кониче-

ских и одной цилиндрической части (рисунок 
2). 

Заглубление резцов в грунт представляет 
собой периодически повторяющийся процесс 
с периодом угла поворота рабочего оборудо-
вания

 

 
 

Рисунок 2 – Общий вид резца фрезерного рабочего оборудования экскаватора 
 

Figure 2 – A general view of the milling cutter working equipment of excavator 
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𝜑𝜑𝜑𝜑0 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋

𝑛𝑛𝑛𝑛
,      (1) 

 
где n – количество резцов в одном ряду. 

В конце каждого периода каждый резец врезается в грунт на глубину h (рисунок 3), и в 
течение следующего периода заглубления с массива грунта срезается слой грунта с постоянной 
толщиной h. В дальнейшем, при установившемся режиме, все резцы будут снимать грунт 
постоянной толщиной стружки h и формой стружки, показанной на рисунке 3. 
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Рисунок 2 – Общий вид резца фрезерного рабочего 
оборудования экскаватора

Figure 2 – A general view of the milling cutter working 
equipment of excavator

Рисунок 3 – Взаимодействие резца с срезаемой стружкой грунта

Figure 3 – Interaction of the cutter with the soil chips
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Рассмотрим процесс внедрения в грунт од-
ного из конусов. Естественно предположить, 
что величина наименьшего сопротивления 
внедрению будет тогда, когда направление 
заглубления резца совпадает с осевой линией 
усеченного конуса, и грунт, контактирующий с 
усеченным конусом, движется вдоль его обра-
зующих. 

Поскольку сила внедрения резца в грунт 
не зависит от направления заглубления, для 
наглядности рассмотрим внедрение в верти-
кальном направлении (рисунок 4).

Рисунок 4 – Расчетная схема для определения силы 
внедрения резца в разрабатываемый грунт:
R – больший радиус конической части резца,  
r – меньший радиус конической части резца,

 H – высота конической части резца,  
h – толщина стружки, 

δ – ход резца, α – угол резания, ϑв – скорость резания

Figure 4 – Design scheme for determining the force of 
penetration of the cutter into the developed soil

R – larger radius of the conical part of the cutter,  
r – smaller radius of the conical part of the cutter, H – height 

of the conical part of the cutter, h – chip thickness,  
δ – cutter stroke, α – cutting angle, ϑв – cutting speed

Силу внедрения определим из зависимо-
сти [25]:

 
Рисунок 3 – Взаимодействие резца с срезаемой стружкой грунта 
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Из зависимости (3) дифференцированием 
получаем

 
𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝑍𝑍𝑍𝑍) = 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 .      (5) 

 
С учетом последнего равенства получим 

 
𝑈𝑈𝑈𝑈 = sin�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑟𝑟𝑟𝑟𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 𝑍𝑍𝑍𝑍)) + µ0 cos(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑟𝑟𝑟𝑟𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 𝑍𝑍𝑍𝑍)� = sin𝑍𝑍𝑍𝑍 +  µ0 cos𝑍𝑍𝑍𝑍 .  (6) 

 
�1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍) = �1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍 = 1

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
.    (7) 

 
Из [25] следует 

 
𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝛾𝛾𝛾𝛾0

1−𝑏𝑏𝑏𝑏1
∙ 𝐿𝐿𝐿𝐿2̇,     (8) 

 
где 𝛾𝛾𝛾𝛾0 – плотность грунта; 𝑏𝑏𝑏𝑏1 – сжимаемость грунта; �̇�𝐿𝐿𝐿 – скорость внедрения резца в точке 
контакта с грунтом. 

�̇�𝐿𝐿𝐿 = 𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝐻𝐻𝐻𝐻) ∙ �̇�𝐻𝐻𝐻 = 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 ∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в,    (9) 
 

где 𝜗𝜗𝜗𝜗в – скорость внедрения резца в грунт. 
С учетом зависимости (9) выражение (8) принимает вид 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝛾𝛾𝛾𝛾0
1−𝑏𝑏𝑏𝑏1

∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в2𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍.     (10) 
 

Из анализа зависимостей (5), (7) и (9) видно, что величина 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍 является 
величиной постоянной и может быть выведена за знак интеграла. Таким образом, интеграл (2) 
принимает вид 

 
𝑊𝑊𝑊𝑊в = 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍)∬ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍)𝑐𝑐𝑐𝑐 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑.  (11) 

 
Из рисунка 4 видно, что 
 

𝑆𝑆𝑆𝑆
2
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где D – область интегрирования 1234 (см. рисунок 4); 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) – косинус угла между нормалью 
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где D – область интегрирования 1234 (см. рисунок 4); 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) – косинус угла между нормалью 
𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗   в произвольной точке поверхности усеченного конуса и осью OX декартовой системы координат. 
 

𝑧𝑧𝑧𝑧1 = (𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍, 𝑧𝑧𝑧𝑧2 = (𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍,    (13) 
 

𝑦𝑦𝑦𝑦1 = 𝑟𝑟𝑟𝑟,𝑦𝑦𝑦𝑦2 = 𝑅𝑅𝑅𝑅.      (14) 
 

Координаты точки поверхности усеченного конуса удовлетворяют уравнению 
 

�𝑥𝑥𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦𝑦𝑦2 = 𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍     (15) 
 

или 
 

    𝛷𝛷𝛷𝛷 = 𝑥𝑥𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦𝑦𝑦2 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 = 0.   (16) 

 

 
𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝑍𝑍𝑍𝑍) = 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 .      (5) 

 
С учетом последнего равенства получим 

 
𝑈𝑈𝑈𝑈 = sin�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑟𝑟𝑟𝑟𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 𝑍𝑍𝑍𝑍)) + µ0 cos(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑟𝑟𝑟𝑟𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 𝑍𝑍𝑍𝑍)� = sin𝑍𝑍𝑍𝑍 +  µ0 cos𝑍𝑍𝑍𝑍 .  (6) 

 
�1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍) = �1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍 = 1

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
.    (7) 

 
Из [25] следует 

 
𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝛾𝛾𝛾𝛾0

1−𝑏𝑏𝑏𝑏1
∙ 𝐿𝐿𝐿𝐿2̇,     (8) 

 
где 𝛾𝛾𝛾𝛾0 – плотность грунта; 𝑏𝑏𝑏𝑏1 – сжимаемость грунта; �̇�𝐿𝐿𝐿 – скорость внедрения резца в точке 
контакта с грунтом. 

�̇�𝐿𝐿𝐿 = 𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝐻𝐻𝐻𝐻) ∙ �̇�𝐻𝐻𝐻 = 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 ∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в,    (9) 
 

где 𝜗𝜗𝜗𝜗в – скорость внедрения резца в грунт. 
С учетом зависимости (9) выражение (8) принимает вид 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝛾𝛾𝛾𝛾0
1−𝑏𝑏𝑏𝑏1

∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в2𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍.     (10) 
 

Из анализа зависимостей (5), (7) и (9) видно, что величина 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍 является 
величиной постоянной и может быть выведена за знак интеграла. Таким образом, интеграл (2) 
принимает вид 

 
𝑊𝑊𝑊𝑊в = 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍)∬ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍)𝑐𝑐𝑐𝑐 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑.  (11) 

 
Из рисунка 4 видно, что 
 

𝑆𝑆𝑆𝑆
2

= ∬ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂�𝐷𝐷𝐷𝐷 ,     (12) 

 
где D – область интегрирования 1234 (см. рисунок 4); 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) – косинус угла между нормалью 
𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗   в произвольной точке поверхности усеченного конуса и осью OX декартовой системы координат. 
 

𝑧𝑧𝑧𝑧1 = (𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍, 𝑧𝑧𝑧𝑧2 = (𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍,    (13) 
 

𝑦𝑦𝑦𝑦1 = 𝑟𝑟𝑟𝑟,𝑦𝑦𝑦𝑦2 = 𝑅𝑅𝑅𝑅.      (14) 
 

Координаты точки поверхности усеченного конуса удовлетворяют уравнению 
 

�𝑥𝑥𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦𝑦𝑦2 = 𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍     (15) 
 

или 
 

    𝛷𝛷𝛷𝛷 = 𝑥𝑥𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦𝑦𝑦2 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 = 0.   (16) 

(6)

 
𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝑍𝑍𝑍𝑍) = 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 .      (5) 

 
С учетом последнего равенства получим 

 
𝑈𝑈𝑈𝑈 = sin�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑟𝑟𝑟𝑟𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 𝑍𝑍𝑍𝑍)) + µ0 cos(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑟𝑟𝑟𝑟𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 𝑍𝑍𝑍𝑍)� = sin𝑍𝑍𝑍𝑍 +  µ0 cos𝑍𝑍𝑍𝑍 .  (6) 

 
�1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍) = �1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍 = 1

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
.    (7) 

 
Из [25] следует 

 
𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝛾𝛾𝛾𝛾0

1−𝑏𝑏𝑏𝑏1
∙ 𝐿𝐿𝐿𝐿2̇,     (8) 

 
где 𝛾𝛾𝛾𝛾0 – плотность грунта; 𝑏𝑏𝑏𝑏1 – сжимаемость грунта; �̇�𝐿𝐿𝐿 – скорость внедрения резца в точке 
контакта с грунтом. 

�̇�𝐿𝐿𝐿 = 𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝐻𝐻𝐻𝐻) ∙ �̇�𝐻𝐻𝐻 = 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 ∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в,    (9) 
 

где 𝜗𝜗𝜗𝜗в – скорость внедрения резца в грунт. 
С учетом зависимости (9) выражение (8) принимает вид 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝛾𝛾𝛾𝛾0
1−𝑏𝑏𝑏𝑏1

∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в2𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍.     (10) 
 

Из анализа зависимостей (5), (7) и (9) видно, что величина 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍 является 
величиной постоянной и может быть выведена за знак интеграла. Таким образом, интеграл (2) 
принимает вид 

 
𝑊𝑊𝑊𝑊в = 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍)∬ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍)𝑐𝑐𝑐𝑐 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑.  (11) 

 
Из рисунка 4 видно, что 
 

𝑆𝑆𝑆𝑆
2

= ∬ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂�𝐷𝐷𝐷𝐷 ,     (12) 

 
где D – область интегрирования 1234 (см. рисунок 4); 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) – косинус угла между нормалью 
𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗   в произвольной точке поверхности усеченного конуса и осью OX декартовой системы координат. 
 

𝑧𝑧𝑧𝑧1 = (𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍, 𝑧𝑧𝑧𝑧2 = (𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍,    (13) 
 

𝑦𝑦𝑦𝑦1 = 𝑟𝑟𝑟𝑟,𝑦𝑦𝑦𝑦2 = 𝑅𝑅𝑅𝑅.      (14) 
 

Координаты точки поверхности усеченного конуса удовлетворяют уравнению 
 

�𝑥𝑥𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦𝑦𝑦2 = 𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍     (15) 
 

или 
 

    𝛷𝛷𝛷𝛷 = 𝑥𝑥𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦𝑦𝑦2 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 = 0.   (16) 

(7)

Из [25] следует

 
𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝑍𝑍𝑍𝑍) = 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 .      (5) 

 
С учетом последнего равенства получим 

 
𝑈𝑈𝑈𝑈 = sin�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑟𝑟𝑟𝑟𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 𝑍𝑍𝑍𝑍)) + µ0 cos(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑟𝑟𝑟𝑟𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 𝑍𝑍𝑍𝑍)� = sin𝑍𝑍𝑍𝑍 +  µ0 cos𝑍𝑍𝑍𝑍 .  (6) 

 
�1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍) = �1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍 = 1

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
.    (7) 

 
Из [25] следует 

 
𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝛾𝛾𝛾𝛾0

1−𝑏𝑏𝑏𝑏1
∙ 𝐿𝐿𝐿𝐿2̇,     (8) 

 
где 𝛾𝛾𝛾𝛾0 – плотность грунта; 𝑏𝑏𝑏𝑏1 – сжимаемость грунта; �̇�𝐿𝐿𝐿 – скорость внедрения резца в точке 
контакта с грунтом. 

�̇�𝐿𝐿𝐿 = 𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝐻𝐻𝐻𝐻) ∙ �̇�𝐻𝐻𝐻 = 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 ∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в,    (9) 
 

где 𝜗𝜗𝜗𝜗в – скорость внедрения резца в грунт. 
С учетом зависимости (9) выражение (8) принимает вид 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝛾𝛾𝛾𝛾0
1−𝑏𝑏𝑏𝑏1

∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в2𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍.     (10) 
 

Из анализа зависимостей (5), (7) и (9) видно, что величина 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍 является 
величиной постоянной и может быть выведена за знак интеграла. Таким образом, интеграл (2) 
принимает вид 

 
𝑊𝑊𝑊𝑊в = 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍)∬ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍)𝑐𝑐𝑐𝑐 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑.  (11) 

 
Из рисунка 4 видно, что 
 

𝑆𝑆𝑆𝑆
2

= ∬ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂�𝐷𝐷𝐷𝐷 ,     (12) 

 
где D – область интегрирования 1234 (см. рисунок 4); 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) – косинус угла между нормалью 
𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗   в произвольной точке поверхности усеченного конуса и осью OX декартовой системы координат. 
 

𝑧𝑧𝑧𝑧1 = (𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍, 𝑧𝑧𝑧𝑧2 = (𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍,    (13) 
 

𝑦𝑦𝑦𝑦1 = 𝑟𝑟𝑟𝑟,𝑦𝑦𝑦𝑦2 = 𝑅𝑅𝑅𝑅.      (14) 
 

Координаты точки поверхности усеченного конуса удовлетворяют уравнению 
 

�𝑥𝑥𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦𝑦𝑦2 = 𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍     (15) 
 

или 
 

    𝛷𝛷𝛷𝛷 = 𝑥𝑥𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦𝑦𝑦2 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 = 0.   (16) 

(8)

где 

Из зависимости (3) дифференцированием получаем 
 

𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝑍𝑍𝑍𝑍) = 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 .       (5) 
 

С учетом последнего равенства получим 
 

𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠       (6) 
 

�1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍) = �1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

.    (7) 
 

Из [25] следует 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝛾𝛾𝛾𝛾0
1−𝑏𝑏𝑏𝑏1

∙ 𝐿𝐿𝐿𝐿2̇,     (8) 

 
где 𝛾𝛾𝛾𝛾0 – плотность грунта; 𝑏𝑏𝑏𝑏1 – сжимаемость грунта; �̇�𝐿𝐿𝐿 – скорость внедрения резца в точке 
контакта с грунтом. 

�̇�𝐿𝐿𝐿 = 𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝐻𝐻𝐻𝐻) ∙ �̇�𝐻𝐻𝐻 = 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝛼𝛼𝛼𝛼 ∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в,    (9) 
 

где 𝜗𝜗𝜗𝜗в – скорость внедрения резца в грунт. 
С учетом зависимости (9) выражение (8) принимает вид 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝛾𝛾𝛾𝛾0
1−𝑏𝑏𝑏𝑏1

∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в2𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝛼𝛼𝛼𝛼.     (10) 

 

Из анализа зависимостей (5), (7) и (9) видно, что величина 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝛼𝛼𝛼𝛼 является 
величиной постоянной и может быть выведена за знак интеграла. Таким образом, интеграл (2) 
принимает вид 

 

𝑊𝑊𝑊𝑊в = 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍)∬ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍)𝑐𝑐𝑐𝑐 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑.  (11) 
 

Из рисунка 4 видно, что 
 

𝑆𝑆𝑆𝑆
2

= ∬ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂)𝐷𝐷𝐷𝐷 ,     (12) 

 
где D – область интегрирования 1234 (см. рисунок 4); 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑠𝑠�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) – косинус угла между нормалью 
𝑠𝑠𝑠𝑠�⃗   в произвольной точке поверхности усеченного конуса и осью OX декартовой системы координат. 
 

𝑧𝑧𝑧𝑧1 = (𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝛼𝛼𝛼𝛼, 𝑧𝑧𝑧𝑧2 = (𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝛼𝛼𝛼𝛼,    (13) 
 

𝑦𝑦𝑦𝑦1 = 𝑟𝑟𝑟𝑟, 𝑦𝑦𝑦𝑦2 = 𝑅𝑅𝑅𝑅.      (14) 
 

Координаты точки поверхности усеченного конуса удовлетворяют уравнению 
 

 – плотность грунта; 

Из зависимости (3) дифференцированием получаем 
 

𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝑍𝑍𝑍𝑍) = 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 .       (5) 
 

С учетом последнего равенства получим 
 

𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠       (6) 
 

�1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍) = �1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

.    (7) 
 

Из [25] следует 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝛾𝛾𝛾𝛾0
1−𝑏𝑏𝑏𝑏1

∙ 𝐿𝐿𝐿𝐿2̇,     (8) 

 
где 𝛾𝛾𝛾𝛾0 – плотность грунта; 𝑏𝑏𝑏𝑏1 – сжимаемость грунта; �̇�𝐿𝐿𝐿 – скорость внедрения резца в точке 
контакта с грунтом. 

�̇�𝐿𝐿𝐿 = 𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝐻𝐻𝐻𝐻) ∙ �̇�𝐻𝐻𝐻 = 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝛼𝛼𝛼𝛼 ∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в,    (9) 
 

где 𝜗𝜗𝜗𝜗в – скорость внедрения резца в грунт. 
С учетом зависимости (9) выражение (8) принимает вид 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝛾𝛾𝛾𝛾0
1−𝑏𝑏𝑏𝑏1

∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в2𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝛼𝛼𝛼𝛼.     (10) 

 

Из анализа зависимостей (5), (7) и (9) видно, что величина 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝛼𝛼𝛼𝛼 является 
величиной постоянной и может быть выведена за знак интеграла. Таким образом, интеграл (2) 
принимает вид 

 

𝑊𝑊𝑊𝑊в = 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍)∬ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍)𝑐𝑐𝑐𝑐 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑.  (11) 
 

Из рисунка 4 видно, что 
 

𝑆𝑆𝑆𝑆
2

= ∬ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂)𝐷𝐷𝐷𝐷 ,     (12) 

 
где D – область интегрирования 1234 (см. рисунок 4); 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑠𝑠�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) – косинус угла между нормалью 
𝑠𝑠𝑠𝑠�⃗   в произвольной точке поверхности усеченного конуса и осью OX декартовой системы координат. 
 

𝑧𝑧𝑧𝑧1 = (𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝛼𝛼𝛼𝛼, 𝑧𝑧𝑧𝑧2 = (𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝛼𝛼𝛼𝛼,    (13) 
 

𝑦𝑦𝑦𝑦1 = 𝑟𝑟𝑟𝑟, 𝑦𝑦𝑦𝑦2 = 𝑅𝑅𝑅𝑅.      (14) 
 

Координаты точки поверхности усеченного конуса удовлетворяют уравнению 
 

– сжимаемость 

грунта; 

Из зависимости (3) дифференцированием получаем 
 

𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝑍𝑍𝑍𝑍) = 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 .       (5) 
 

С учетом последнего равенства получим 
 

𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠       (6) 
 

�1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍) = �1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

.    (7) 
 

Из [25] следует 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝛾𝛾𝛾𝛾0
1−𝑏𝑏𝑏𝑏1

∙ 𝐿𝐿𝐿𝐿2̇,     (8) 

 
где 𝛾𝛾𝛾𝛾0 – плотность грунта; 𝑏𝑏𝑏𝑏1 – сжимаемость грунта; �̇�𝐿𝐿𝐿 – скорость внедрения резца в точке 
контакта с грунтом. 

�̇�𝐿𝐿𝐿 = 𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝐻𝐻𝐻𝐻) ∙ �̇�𝐻𝐻𝐻 = 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝛼𝛼𝛼𝛼 ∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в,    (9) 
 

где 𝜗𝜗𝜗𝜗в – скорость внедрения резца в грунт. 
С учетом зависимости (9) выражение (8) принимает вид 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝛾𝛾𝛾𝛾0
1−𝑏𝑏𝑏𝑏1

∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в2𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝛼𝛼𝛼𝛼.     (10) 

 

Из анализа зависимостей (5), (7) и (9) видно, что величина 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝛼𝛼𝛼𝛼 является 
величиной постоянной и может быть выведена за знак интеграла. Таким образом, интеграл (2) 
принимает вид 

 

𝑊𝑊𝑊𝑊в = 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍)∬ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍)𝑐𝑐𝑐𝑐 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑.  (11) 
 

Из рисунка 4 видно, что 
 

𝑆𝑆𝑆𝑆
2

= ∬ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂)𝐷𝐷𝐷𝐷 ,     (12) 

 
где D – область интегрирования 1234 (см. рисунок 4); 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑠𝑠�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) – косинус угла между нормалью 
𝑠𝑠𝑠𝑠�⃗   в произвольной точке поверхности усеченного конуса и осью OX декартовой системы координат. 
 

𝑧𝑧𝑧𝑧1 = (𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝛼𝛼𝛼𝛼, 𝑧𝑧𝑧𝑧2 = (𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝛼𝛼𝛼𝛼,    (13) 
 

𝑦𝑦𝑦𝑦1 = 𝑟𝑟𝑟𝑟, 𝑦𝑦𝑦𝑦2 = 𝑅𝑅𝑅𝑅.      (14) 
 

Координаты точки поверхности усеченного конуса удовлетворяют уравнению 
 

 – скорость внедрения резца в точ-
ке контакта с грунтом.

 
𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝑍𝑍𝑍𝑍) = 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 .      (5) 

 
С учетом последнего равенства получим 

 
𝑈𝑈𝑈𝑈 = sin�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑟𝑟𝑟𝑟𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 𝑍𝑍𝑍𝑍)) + µ0 cos(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑟𝑟𝑟𝑟𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 𝑍𝑍𝑍𝑍)� = sin𝑍𝑍𝑍𝑍 +  µ0 cos𝑍𝑍𝑍𝑍 .  (6) 

 
�1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍) = �1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍 = 1

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
.    (7) 

 
Из [25] следует 

 
𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝛾𝛾𝛾𝛾0

1−𝑏𝑏𝑏𝑏1
∙ 𝐿𝐿𝐿𝐿2̇,     (8) 

 
где 𝛾𝛾𝛾𝛾0 – плотность грунта; 𝑏𝑏𝑏𝑏1 – сжимаемость грунта; �̇�𝐿𝐿𝐿 – скорость внедрения резца в точке 
контакта с грунтом. 

�̇�𝐿𝐿𝐿 = 𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝐻𝐻𝐻𝐻) ∙ �̇�𝐻𝐻𝐻 = 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 ∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в,    (9) 
 

где 𝜗𝜗𝜗𝜗в – скорость внедрения резца в грунт. 
С учетом зависимости (9) выражение (8) принимает вид 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝛾𝛾𝛾𝛾0
1−𝑏𝑏𝑏𝑏1

∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в2𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍.     (10) 
 

Из анализа зависимостей (5), (7) и (9) видно, что величина 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍 является 
величиной постоянной и может быть выведена за знак интеграла. Таким образом, интеграл (2) 
принимает вид 

 
𝑊𝑊𝑊𝑊в = 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍)∬ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍)𝑐𝑐𝑐𝑐 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑.  (11) 

 
Из рисунка 4 видно, что 
 

𝑆𝑆𝑆𝑆
2

= ∬ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂�𝐷𝐷𝐷𝐷 ,     (12) 

 
где D – область интегрирования 1234 (см. рисунок 4); 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) – косинус угла между нормалью 
𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗   в произвольной точке поверхности усеченного конуса и осью OX декартовой системы координат. 
 

𝑧𝑧𝑧𝑧1 = (𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍, 𝑧𝑧𝑧𝑧2 = (𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍,    (13) 
 

𝑦𝑦𝑦𝑦1 = 𝑟𝑟𝑟𝑟,𝑦𝑦𝑦𝑦2 = 𝑅𝑅𝑅𝑅.      (14) 
 

Координаты точки поверхности усеченного конуса удовлетворяют уравнению 
 

�𝑥𝑥𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦𝑦𝑦2 = 𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍     (15) 
 

или 
 

    𝛷𝛷𝛷𝛷 = 𝑥𝑥𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦𝑦𝑦2 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 = 0.   (16) 

(9)

где 

Из зависимости (3) дифференцированием получаем 
 

𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝑍𝑍𝑍𝑍) = 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 .       (5) 
 

С учетом последнего равенства получим 
 

𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠       (6) 
 

�1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍) = �1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

.    (7) 
 

Из [25] следует 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝛾𝛾𝛾𝛾0
1−𝑏𝑏𝑏𝑏1

∙ 𝐿𝐿𝐿𝐿2̇,     (8) 

 
где 𝛾𝛾𝛾𝛾0 – плотность грунта; 𝑏𝑏𝑏𝑏1 – сжимаемость грунта; �̇�𝐿𝐿𝐿 – скорость внедрения резца в точке 
контакта с грунтом. 

�̇�𝐿𝐿𝐿 = 𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝐻𝐻𝐻𝐻) ∙ �̇�𝐻𝐻𝐻 = 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝛼𝛼𝛼𝛼 ∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в,    (9) 
 

где 𝜗𝜗𝜗𝜗в – скорость внедрения резца в грунт. 
С учетом зависимости (9) выражение (8) принимает вид 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝛾𝛾𝛾𝛾0
1−𝑏𝑏𝑏𝑏1

∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в2𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝛼𝛼𝛼𝛼.     (10) 

 

Из анализа зависимостей (5), (7) и (9) видно, что величина 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝛼𝛼𝛼𝛼 является 
величиной постоянной и может быть выведена за знак интеграла. Таким образом, интеграл (2) 
принимает вид 

 

𝑊𝑊𝑊𝑊в = 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍)∬ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍)𝑐𝑐𝑐𝑐 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑.  (11) 
 

Из рисунка 4 видно, что 
 

𝑆𝑆𝑆𝑆
2

= ∬ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂)𝐷𝐷𝐷𝐷 ,     (12) 

 
где D – область интегрирования 1234 (см. рисунок 4); 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑠𝑠�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) – косинус угла между нормалью 
𝑠𝑠𝑠𝑠�⃗   в произвольной точке поверхности усеченного конуса и осью OX декартовой системы координат. 
 

𝑧𝑧𝑧𝑧1 = (𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝛼𝛼𝛼𝛼, 𝑧𝑧𝑧𝑧2 = (𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝛼𝛼𝛼𝛼,    (13) 
 

𝑦𝑦𝑦𝑦1 = 𝑟𝑟𝑟𝑟, 𝑦𝑦𝑦𝑦2 = 𝑅𝑅𝑅𝑅.      (14) 
 

Координаты точки поверхности усеченного конуса удовлетворяют уравнению 
 

 – скорость внедрения резца в грунт.
С учетом зависимости (9) выражение (8) 

принимает вид

 
𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝑍𝑍𝑍𝑍) = 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 .      (5) 

 
С учетом последнего равенства получим 

 
𝑈𝑈𝑈𝑈 = sin�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑟𝑟𝑟𝑟𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 𝑍𝑍𝑍𝑍)) + µ0 cos(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑟𝑟𝑟𝑟𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 𝑍𝑍𝑍𝑍)� = sin𝑍𝑍𝑍𝑍 +  µ0 cos𝑍𝑍𝑍𝑍 .  (6) 

 
�1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍) = �1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍 = 1

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
.    (7) 

 
Из [25] следует 

 
𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝛾𝛾𝛾𝛾0

1−𝑏𝑏𝑏𝑏1
∙ 𝐿𝐿𝐿𝐿2̇,     (8) 

 
где 𝛾𝛾𝛾𝛾0 – плотность грунта; 𝑏𝑏𝑏𝑏1 – сжимаемость грунта; �̇�𝐿𝐿𝐿 – скорость внедрения резца в точке 
контакта с грунтом. 

�̇�𝐿𝐿𝐿 = 𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝐻𝐻𝐻𝐻) ∙ �̇�𝐻𝐻𝐻 = 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 ∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в,    (9) 
 

где 𝜗𝜗𝜗𝜗в – скорость внедрения резца в грунт. 
С учетом зависимости (9) выражение (8) принимает вид 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝛾𝛾𝛾𝛾0
1−𝑏𝑏𝑏𝑏1

∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в2𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍.     (10) 
 

Из анализа зависимостей (5), (7) и (9) видно, что величина 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍 является 
величиной постоянной и может быть выведена за знак интеграла. Таким образом, интеграл (2) 
принимает вид 

 
𝑊𝑊𝑊𝑊в = 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍)∬ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍)𝑐𝑐𝑐𝑐 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑.  (11) 

 
Из рисунка 4 видно, что 
 

𝑆𝑆𝑆𝑆
2

= ∬ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂�𝐷𝐷𝐷𝐷 ,     (12) 

 
где D – область интегрирования 1234 (см. рисунок 4); 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) – косинус угла между нормалью 
𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗   в произвольной точке поверхности усеченного конуса и осью OX декартовой системы координат. 
 

𝑧𝑧𝑧𝑧1 = (𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍, 𝑧𝑧𝑧𝑧2 = (𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍,    (13) 
 

𝑦𝑦𝑦𝑦1 = 𝑟𝑟𝑟𝑟,𝑦𝑦𝑦𝑦2 = 𝑅𝑅𝑅𝑅.      (14) 
 

Координаты точки поверхности усеченного конуса удовлетворяют уравнению 
 

�𝑥𝑥𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦𝑦𝑦2 = 𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍     (15) 
 

или 
 

    𝛷𝛷𝛷𝛷 = 𝑥𝑥𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦𝑦𝑦2 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 = 0.   (16) 

(10)

Из анализа зависимостей (5), (7) и (9) вид-
но, что величина 

Из зависимости (3) дифференцированием получаем 
 

𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝑍𝑍𝑍𝑍) = 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 .       (5) 
 

С учетом последнего равенства получим 
 

𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠       (6) 
 

�1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍) = �1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

.    (7) 
 

Из [25] следует 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝛾𝛾𝛾𝛾0
1−𝑏𝑏𝑏𝑏1

∙ 𝐿𝐿𝐿𝐿2̇,     (8) 

 
где 𝛾𝛾𝛾𝛾0 – плотность грунта; 𝑏𝑏𝑏𝑏1 – сжимаемость грунта; �̇�𝐿𝐿𝐿 – скорость внедрения резца в точке 
контакта с грунтом. 

�̇�𝐿𝐿𝐿 = 𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝐻𝐻𝐻𝐻) ∙ �̇�𝐻𝐻𝐻 = 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝛼𝛼𝛼𝛼 ∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в,    (9) 
 

где 𝜗𝜗𝜗𝜗в – скорость внедрения резца в грунт. 
С учетом зависимости (9) выражение (8) принимает вид 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝛾𝛾𝛾𝛾0
1−𝑏𝑏𝑏𝑏1

∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в2𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝛼𝛼𝛼𝛼.     (10) 

 

Из анализа зависимостей (5), (7) и (9) видно, что величина 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝛼𝛼𝛼𝛼 является 
величиной постоянной и может быть выведена за знак интеграла. Таким образом, интеграл (2) 
принимает вид 

 

𝑊𝑊𝑊𝑊в = 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍)∬ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍)𝑐𝑐𝑐𝑐 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑.  (11) 
 

Из рисунка 4 видно, что 
 

𝑆𝑆𝑆𝑆
2

= ∬ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂)𝐷𝐷𝐷𝐷 ,     (12) 

 
где D – область интегрирования 1234 (см. рисунок 4); 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑠𝑠�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) – косинус угла между нормалью 
𝑠𝑠𝑠𝑠�⃗   в произвольной точке поверхности усеченного конуса и осью OX декартовой системы координат. 
 

𝑧𝑧𝑧𝑧1 = (𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝛼𝛼𝛼𝛼, 𝑧𝑧𝑧𝑧2 = (𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝛼𝛼𝛼𝛼,    (13) 
 

𝑦𝑦𝑦𝑦1 = 𝑟𝑟𝑟𝑟, 𝑦𝑦𝑦𝑦2 = 𝑅𝑅𝑅𝑅.      (14) 
 

Координаты точки поверхности усеченного конуса удовлетворяют уравнению 
 

 является 
величиной постоянной и может быть выведе-
на за знак интеграла. Таким образом, интеграл 
(2) принимает вид

 
𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝑍𝑍𝑍𝑍) = 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 .      (5) 

 
С учетом последнего равенства получим 

 
𝑈𝑈𝑈𝑈 = sin�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑟𝑟𝑟𝑟𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 𝑍𝑍𝑍𝑍)) + µ0 cos(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑟𝑟𝑟𝑟𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 𝑍𝑍𝑍𝑍)� = sin𝑍𝑍𝑍𝑍 +  µ0 cos𝑍𝑍𝑍𝑍 .  (6) 

 
�1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍) = �1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍 = 1

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
.    (7) 

 
Из [25] следует 

 
𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝛾𝛾𝛾𝛾0

1−𝑏𝑏𝑏𝑏1
∙ 𝐿𝐿𝐿𝐿2̇,     (8) 

 
где 𝛾𝛾𝛾𝛾0 – плотность грунта; 𝑏𝑏𝑏𝑏1 – сжимаемость грунта; �̇�𝐿𝐿𝐿 – скорость внедрения резца в точке 
контакта с грунтом. 

�̇�𝐿𝐿𝐿 = 𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝐻𝐻𝐻𝐻) ∙ �̇�𝐻𝐻𝐻 = 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 ∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в,    (9) 
 

где 𝜗𝜗𝜗𝜗в – скорость внедрения резца в грунт. 
С учетом зависимости (9) выражение (8) принимает вид 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝛾𝛾𝛾𝛾0
1−𝑏𝑏𝑏𝑏1

∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в2𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍.     (10) 
 

Из анализа зависимостей (5), (7) и (9) видно, что величина 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍 является 
величиной постоянной и может быть выведена за знак интеграла. Таким образом, интеграл (2) 
принимает вид 

 
𝑊𝑊𝑊𝑊в = 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍)∬ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍)𝑐𝑐𝑐𝑐 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑.  (11) 

 
Из рисунка 4 видно, что 
 

𝑆𝑆𝑆𝑆
2

= ∬ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂�𝐷𝐷𝐷𝐷 ,     (12) 

 
где D – область интегрирования 1234 (см. рисунок 4); 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) – косинус угла между нормалью 
𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗   в произвольной точке поверхности усеченного конуса и осью OX декартовой системы координат. 
 

𝑧𝑧𝑧𝑧1 = (𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍, 𝑧𝑧𝑧𝑧2 = (𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍,    (13) 
 

𝑦𝑦𝑦𝑦1 = 𝑟𝑟𝑟𝑟,𝑦𝑦𝑦𝑦2 = 𝑅𝑅𝑅𝑅.      (14) 
 

Координаты точки поверхности усеченного конуса удовлетворяют уравнению 
 

�𝑥𝑥𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦𝑦𝑦2 = 𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍     (15) 
 

или 
 

    𝛷𝛷𝛷𝛷 = 𝑥𝑥𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦𝑦𝑦2 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 = 0.   (16) 

 

 
𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝑍𝑍𝑍𝑍) = 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 .      (5) 

 
С учетом последнего равенства получим 

 
𝑈𝑈𝑈𝑈 = sin�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑟𝑟𝑟𝑟𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 𝑍𝑍𝑍𝑍)) + µ0 cos(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑟𝑟𝑟𝑟𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 𝑍𝑍𝑍𝑍)� = sin𝑍𝑍𝑍𝑍 +  µ0 cos𝑍𝑍𝑍𝑍 .  (6) 

 
�1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍) = �1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍 = 1

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
.    (7) 

 
Из [25] следует 

 
𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝛾𝛾𝛾𝛾0

1−𝑏𝑏𝑏𝑏1
∙ 𝐿𝐿𝐿𝐿2̇,     (8) 

 
где 𝛾𝛾𝛾𝛾0 – плотность грунта; 𝑏𝑏𝑏𝑏1 – сжимаемость грунта; �̇�𝐿𝐿𝐿 – скорость внедрения резца в точке 
контакта с грунтом. 

�̇�𝐿𝐿𝐿 = 𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝐻𝐻𝐻𝐻) ∙ �̇�𝐻𝐻𝐻 = 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 ∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в,    (9) 
 

где 𝜗𝜗𝜗𝜗в – скорость внедрения резца в грунт. 
С учетом зависимости (9) выражение (8) принимает вид 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝛾𝛾𝛾𝛾0
1−𝑏𝑏𝑏𝑏1

∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в2𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍.     (10) 
 

Из анализа зависимостей (5), (7) и (9) видно, что величина 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍 является 
величиной постоянной и может быть выведена за знак интеграла. Таким образом, интеграл (2) 
принимает вид 

 
𝑊𝑊𝑊𝑊в = 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍)∬ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍)𝑐𝑐𝑐𝑐 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑.  (11) 

 
Из рисунка 4 видно, что 
 

𝑆𝑆𝑆𝑆
2

= ∬ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂�𝐷𝐷𝐷𝐷 ,     (12) 

 
где D – область интегрирования 1234 (см. рисунок 4); 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) – косинус угла между нормалью 
𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗   в произвольной точке поверхности усеченного конуса и осью OX декартовой системы координат. 
 

𝑧𝑧𝑧𝑧1 = (𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍, 𝑧𝑧𝑧𝑧2 = (𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍,    (13) 
 

𝑦𝑦𝑦𝑦1 = 𝑟𝑟𝑟𝑟,𝑦𝑦𝑦𝑦2 = 𝑅𝑅𝑅𝑅.      (14) 
 

Координаты точки поверхности усеченного конуса удовлетворяют уравнению 
 

�𝑥𝑥𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦𝑦𝑦2 = 𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍     (15) 
 

или 
 

    𝛷𝛷𝛷𝛷 = 𝑥𝑥𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦𝑦𝑦2 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 = 0.   (16) 

(11)
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PART I

Из рисунка 4 видно, что

 
𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝑍𝑍𝑍𝑍) = 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 .      (5) 

 
С учетом последнего равенства получим 

 
𝑈𝑈𝑈𝑈 = sin�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑟𝑟𝑟𝑟𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 𝑍𝑍𝑍𝑍)) + µ0 cos(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑟𝑟𝑟𝑟𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 𝑍𝑍𝑍𝑍)� = sin𝑍𝑍𝑍𝑍 +  µ0 cos𝑍𝑍𝑍𝑍 .  (6) 

 
�1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍) = �1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍 = 1

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
.    (7) 

 
Из [25] следует 

 
𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝛾𝛾𝛾𝛾0

1−𝑏𝑏𝑏𝑏1
∙ 𝐿𝐿𝐿𝐿2̇,     (8) 

 
где 𝛾𝛾𝛾𝛾0 – плотность грунта; 𝑏𝑏𝑏𝑏1 – сжимаемость грунта; �̇�𝐿𝐿𝐿 – скорость внедрения резца в точке 
контакта с грунтом. 

�̇�𝐿𝐿𝐿 = 𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝐻𝐻𝐻𝐻) ∙ �̇�𝐻𝐻𝐻 = 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 ∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в,    (9) 
 

где 𝜗𝜗𝜗𝜗в – скорость внедрения резца в грунт. 
С учетом зависимости (9) выражение (8) принимает вид 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝛾𝛾𝛾𝛾0
1−𝑏𝑏𝑏𝑏1

∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в2𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍.     (10) 
 

Из анализа зависимостей (5), (7) и (9) видно, что величина 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍 является 
величиной постоянной и может быть выведена за знак интеграла. Таким образом, интеграл (2) 
принимает вид 

 
𝑊𝑊𝑊𝑊в = 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍)∬ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍)𝑐𝑐𝑐𝑐 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑.  (11) 

 
Из рисунка 4 видно, что 
 

𝑆𝑆𝑆𝑆
2

= ∬ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂�𝐷𝐷𝐷𝐷 ,     (12) 

 
где D – область интегрирования 1234 (см. рисунок 4); 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) – косинус угла между нормалью 
𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗   в произвольной точке поверхности усеченного конуса и осью OX декартовой системы координат. 
 

𝑧𝑧𝑧𝑧1 = (𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍, 𝑧𝑧𝑧𝑧2 = (𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍,    (13) 
 

𝑦𝑦𝑦𝑦1 = 𝑟𝑟𝑟𝑟,𝑦𝑦𝑦𝑦2 = 𝑅𝑅𝑅𝑅.      (14) 
 

Координаты точки поверхности усеченного конуса удовлетворяют уравнению 
 

�𝑥𝑥𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦𝑦𝑦2 = 𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍     (15) 
 

или 
 

    𝛷𝛷𝛷𝛷 = 𝑥𝑥𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦𝑦𝑦2 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 = 0.   (16) 

(12)

где D – область интегрирования 1234 (см. 
рисунок 4); 

Из зависимости (3) дифференцированием получаем 
 

𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝑍𝑍𝑍𝑍) = 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 .       (5) 
 

С учетом последнего равенства получим 
 

𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠       (6) 
 

�1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍) = �1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

.    (7) 
 

Из [25] следует 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝛾𝛾𝛾𝛾0
1−𝑏𝑏𝑏𝑏1

∙ 𝐿𝐿𝐿𝐿2̇,     (8) 

 
где 𝛾𝛾𝛾𝛾0 – плотность грунта; 𝑏𝑏𝑏𝑏1 – сжимаемость грунта; �̇�𝐿𝐿𝐿 – скорость внедрения резца в точке 
контакта с грунтом. 

�̇�𝐿𝐿𝐿 = 𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝐻𝐻𝐻𝐻) ∙ �̇�𝐻𝐻𝐻 = 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝛼𝛼𝛼𝛼 ∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в,    (9) 
 

где 𝜗𝜗𝜗𝜗в – скорость внедрения резца в грунт. 
С учетом зависимости (9) выражение (8) принимает вид 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝛾𝛾𝛾𝛾0
1−𝑏𝑏𝑏𝑏1

∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в2𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝛼𝛼𝛼𝛼.     (10) 

 

Из анализа зависимостей (5), (7) и (9) видно, что величина 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝛼𝛼𝛼𝛼 является 
величиной постоянной и может быть выведена за знак интеграла. Таким образом, интеграл (2) 
принимает вид 

 

𝑊𝑊𝑊𝑊в = 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍)∬ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍)𝑐𝑐𝑐𝑐 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑.  (11) 
 

Из рисунка 4 видно, что 
 

𝑆𝑆𝑆𝑆
2

= ∬ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂)𝐷𝐷𝐷𝐷 ,     (12) 

 
где D – область интегрирования 1234 (см. рисунок 4); 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑠𝑠�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) – косинус угла между нормалью 
𝑠𝑠𝑠𝑠�⃗   в произвольной точке поверхности усеченного конуса и осью OX декартовой системы координат. 
 

𝑧𝑧𝑧𝑧1 = (𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝛼𝛼𝛼𝛼, 𝑧𝑧𝑧𝑧2 = (𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝛼𝛼𝛼𝛼,    (13) 
 

𝑦𝑦𝑦𝑦1 = 𝑟𝑟𝑟𝑟, 𝑦𝑦𝑦𝑦2 = 𝑅𝑅𝑅𝑅.      (14) 
 

Координаты точки поверхности усеченного конуса удовлетворяют уравнению 
 

 – косинус угла между 
нормалью 

Из зависимости (3) дифференцированием получаем 
 

𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝑍𝑍𝑍𝑍) = 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 .       (5) 
 

С учетом последнего равенства получим 
 

𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠       (6) 
 

�1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍) = �1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

.    (7) 
 

Из [25] следует 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝛾𝛾𝛾𝛾0
1−𝑏𝑏𝑏𝑏1

∙ 𝐿𝐿𝐿𝐿2̇,     (8) 

 
где 𝛾𝛾𝛾𝛾0 – плотность грунта; 𝑏𝑏𝑏𝑏1 – сжимаемость грунта; �̇�𝐿𝐿𝐿 – скорость внедрения резца в точке 
контакта с грунтом. 

�̇�𝐿𝐿𝐿 = 𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝐻𝐻𝐻𝐻) ∙ �̇�𝐻𝐻𝐻 = 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝛼𝛼𝛼𝛼 ∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в,    (9) 
 

где 𝜗𝜗𝜗𝜗в – скорость внедрения резца в грунт. 
С учетом зависимости (9) выражение (8) принимает вид 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝛾𝛾𝛾𝛾0
1−𝑏𝑏𝑏𝑏1

∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в2𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝛼𝛼𝛼𝛼.     (10) 

 

Из анализа зависимостей (5), (7) и (9) видно, что величина 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝛼𝛼𝛼𝛼 является 
величиной постоянной и может быть выведена за знак интеграла. Таким образом, интеграл (2) 
принимает вид 

 

𝑊𝑊𝑊𝑊в = 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍)∬ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍)𝑐𝑐𝑐𝑐 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑.  (11) 
 

Из рисунка 4 видно, что 
 

𝑆𝑆𝑆𝑆
2

= ∬ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂)𝐷𝐷𝐷𝐷 ,     (12) 

 
где D – область интегрирования 1234 (см. рисунок 4); 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑠𝑠�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) – косинус угла между нормалью 
𝑠𝑠𝑠𝑠�⃗   в произвольной точке поверхности усеченного конуса и осью OX декартовой системы координат. 
 

𝑧𝑧𝑧𝑧1 = (𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝛼𝛼𝛼𝛼, 𝑧𝑧𝑧𝑧2 = (𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝛼𝛼𝛼𝛼,    (13) 
 

𝑦𝑦𝑦𝑦1 = 𝑟𝑟𝑟𝑟, 𝑦𝑦𝑦𝑦2 = 𝑅𝑅𝑅𝑅.      (14) 
 

Координаты точки поверхности усеченного конуса удовлетворяют уравнению 
 

 в произвольной точке поверхно-
сти усеченного конуса и осью OX декартовой 
системы координат.

 
𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝑍𝑍𝑍𝑍) = 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 .      (5) 

 
С учетом последнего равенства получим 

 
𝑈𝑈𝑈𝑈 = sin�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑟𝑟𝑟𝑟𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 𝑍𝑍𝑍𝑍)) + µ0 cos(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑟𝑟𝑟𝑟𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 𝑍𝑍𝑍𝑍)� = sin𝑍𝑍𝑍𝑍 +  µ0 cos𝑍𝑍𝑍𝑍 .  (6) 

 
�1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍) = �1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍 = 1

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
.    (7) 

 
Из [25] следует 

 
𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝛾𝛾𝛾𝛾0

1−𝑏𝑏𝑏𝑏1
∙ 𝐿𝐿𝐿𝐿2̇,     (8) 

 
где 𝛾𝛾𝛾𝛾0 – плотность грунта; 𝑏𝑏𝑏𝑏1 – сжимаемость грунта; �̇�𝐿𝐿𝐿 – скорость внедрения резца в точке 
контакта с грунтом. 

�̇�𝐿𝐿𝐿 = 𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝐻𝐻𝐻𝐻) ∙ �̇�𝐻𝐻𝐻 = 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 ∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в,    (9) 
 

где 𝜗𝜗𝜗𝜗в – скорость внедрения резца в грунт. 
С учетом зависимости (9) выражение (8) принимает вид 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝛾𝛾𝛾𝛾0
1−𝑏𝑏𝑏𝑏1

∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в2𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍.     (10) 
 

Из анализа зависимостей (5), (7) и (9) видно, что величина 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍 является 
величиной постоянной и может быть выведена за знак интеграла. Таким образом, интеграл (2) 
принимает вид 

 
𝑊𝑊𝑊𝑊в = 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍)∬ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍)𝑐𝑐𝑐𝑐 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑.  (11) 

 
Из рисунка 4 видно, что 
 

𝑆𝑆𝑆𝑆
2

= ∬ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂�𝐷𝐷𝐷𝐷 ,     (12) 

 
где D – область интегрирования 1234 (см. рисунок 4); 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) – косинус угла между нормалью 
𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗   в произвольной точке поверхности усеченного конуса и осью OX декартовой системы координат. 
 

𝑧𝑧𝑧𝑧1 = (𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍, 𝑧𝑧𝑧𝑧2 = (𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍,    (13) 
 

𝑦𝑦𝑦𝑦1 = 𝑟𝑟𝑟𝑟,𝑦𝑦𝑦𝑦2 = 𝑅𝑅𝑅𝑅.      (14) 
 

Координаты точки поверхности усеченного конуса удовлетворяют уравнению 
 

�𝑥𝑥𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦𝑦𝑦2 = 𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍     (15) 
 

или 
 

    𝛷𝛷𝛷𝛷 = 𝑥𝑥𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦𝑦𝑦2 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 = 0.   (16) 

(13)

 
𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝑍𝑍𝑍𝑍) = 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 .      (5) 

 
С учетом последнего равенства получим 

 
𝑈𝑈𝑈𝑈 = sin�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑟𝑟𝑟𝑟𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 𝑍𝑍𝑍𝑍)) + µ0 cos(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑟𝑟𝑟𝑟𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 𝑍𝑍𝑍𝑍)� = sin𝑍𝑍𝑍𝑍 +  µ0 cos𝑍𝑍𝑍𝑍 .  (6) 

 
�1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍) = �1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍 = 1

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
.    (7) 

 
Из [25] следует 

 
𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝛾𝛾𝛾𝛾0

1−𝑏𝑏𝑏𝑏1
∙ 𝐿𝐿𝐿𝐿2̇,     (8) 

 
где 𝛾𝛾𝛾𝛾0 – плотность грунта; 𝑏𝑏𝑏𝑏1 – сжимаемость грунта; �̇�𝐿𝐿𝐿 – скорость внедрения резца в точке 
контакта с грунтом. 

�̇�𝐿𝐿𝐿 = 𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝐻𝐻𝐻𝐻) ∙ �̇�𝐻𝐻𝐻 = 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 ∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в,    (9) 
 

где 𝜗𝜗𝜗𝜗в – скорость внедрения резца в грунт. 
С учетом зависимости (9) выражение (8) принимает вид 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝛾𝛾𝛾𝛾0
1−𝑏𝑏𝑏𝑏1

∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в2𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍.     (10) 
 

Из анализа зависимостей (5), (7) и (9) видно, что величина 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍 является 
величиной постоянной и может быть выведена за знак интеграла. Таким образом, интеграл (2) 
принимает вид 

 
𝑊𝑊𝑊𝑊в = 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍)∬ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍)𝑐𝑐𝑐𝑐 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑.  (11) 

 
Из рисунка 4 видно, что 
 

𝑆𝑆𝑆𝑆
2

= ∬ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂�𝐷𝐷𝐷𝐷 ,     (12) 

 
где D – область интегрирования 1234 (см. рисунок 4); 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) – косинус угла между нормалью 
𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗   в произвольной точке поверхности усеченного конуса и осью OX декартовой системы координат. 
 

𝑧𝑧𝑧𝑧1 = (𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍, 𝑧𝑧𝑧𝑧2 = (𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍,    (13) 
 

𝑦𝑦𝑦𝑦1 = 𝑟𝑟𝑟𝑟,𝑦𝑦𝑦𝑦2 = 𝑅𝑅𝑅𝑅.      (14) 
 

Координаты точки поверхности усеченного конуса удовлетворяют уравнению 
 

�𝑥𝑥𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦𝑦𝑦2 = 𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍     (15) 
 

или 
 

    𝛷𝛷𝛷𝛷 = 𝑥𝑥𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦𝑦𝑦2 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 = 0.   (16) 

(14)

Координаты точки поверхности усеченного 
конуса удовлетворяют уравнению

 
𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝑍𝑍𝑍𝑍) = 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 .      (5) 

 
С учетом последнего равенства получим 

 
𝑈𝑈𝑈𝑈 = sin�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑟𝑟𝑟𝑟𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 𝑍𝑍𝑍𝑍)) + µ0 cos(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑟𝑟𝑟𝑟𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 𝑍𝑍𝑍𝑍)� = sin𝑍𝑍𝑍𝑍 +  µ0 cos𝑍𝑍𝑍𝑍 .  (6) 

 
�1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍) = �1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍 = 1

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
.    (7) 

 
Из [25] следует 

 
𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝛾𝛾𝛾𝛾0

1−𝑏𝑏𝑏𝑏1
∙ 𝐿𝐿𝐿𝐿2̇,     (8) 

 
где 𝛾𝛾𝛾𝛾0 – плотность грунта; 𝑏𝑏𝑏𝑏1 – сжимаемость грунта; �̇�𝐿𝐿𝐿 – скорость внедрения резца в точке 
контакта с грунтом. 

�̇�𝐿𝐿𝐿 = 𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝐻𝐻𝐻𝐻) ∙ �̇�𝐻𝐻𝐻 = 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 ∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в,    (9) 
 

где 𝜗𝜗𝜗𝜗в – скорость внедрения резца в грунт. 
С учетом зависимости (9) выражение (8) принимает вид 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝛾𝛾𝛾𝛾0
1−𝑏𝑏𝑏𝑏1

∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в2𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍.     (10) 
 

Из анализа зависимостей (5), (7) и (9) видно, что величина 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍 является 
величиной постоянной и может быть выведена за знак интеграла. Таким образом, интеграл (2) 
принимает вид 

 
𝑊𝑊𝑊𝑊в = 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍)∬ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍)𝑐𝑐𝑐𝑐 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑.  (11) 

 
Из рисунка 4 видно, что 
 

𝑆𝑆𝑆𝑆
2

= ∬ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂�𝐷𝐷𝐷𝐷 ,     (12) 

 
где D – область интегрирования 1234 (см. рисунок 4); 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) – косинус угла между нормалью 
𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗   в произвольной точке поверхности усеченного конуса и осью OX декартовой системы координат. 
 

𝑧𝑧𝑧𝑧1 = (𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍, 𝑧𝑧𝑧𝑧2 = (𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍,    (13) 
 

𝑦𝑦𝑦𝑦1 = 𝑟𝑟𝑟𝑟,𝑦𝑦𝑦𝑦2 = 𝑅𝑅𝑅𝑅.      (14) 
 

Координаты точки поверхности усеченного конуса удовлетворяют уравнению 
 

�𝑥𝑥𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦𝑦𝑦2 = 𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍     (15) 
 

или 
 

    𝛷𝛷𝛷𝛷 = 𝑥𝑥𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦𝑦𝑦2 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 = 0.   (16) 

(15)

или

 
𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝑍𝑍𝑍𝑍) = 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 .      (5) 

 
С учетом последнего равенства получим 

 
𝑈𝑈𝑈𝑈 = sin�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑟𝑟𝑟𝑟𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 𝑍𝑍𝑍𝑍)) + µ0 cos(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑟𝑟𝑟𝑟𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 𝑍𝑍𝑍𝑍)� = sin𝑍𝑍𝑍𝑍 +  µ0 cos𝑍𝑍𝑍𝑍 .  (6) 

 
�1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍) = �1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍 = 1

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
.    (7) 

 
Из [25] следует 

 
𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝛾𝛾𝛾𝛾0

1−𝑏𝑏𝑏𝑏1
∙ 𝐿𝐿𝐿𝐿2̇,     (8) 

 
где 𝛾𝛾𝛾𝛾0 – плотность грунта; 𝑏𝑏𝑏𝑏1 – сжимаемость грунта; �̇�𝐿𝐿𝐿 – скорость внедрения резца в точке 
контакта с грунтом. 

�̇�𝐿𝐿𝐿 = 𝑓𝑓𝑓𝑓′(𝐻𝐻𝐻𝐻) ∙ �̇�𝐻𝐻𝐻 = 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 ∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в,    (9) 
 

где 𝜗𝜗𝜗𝜗в – скорость внедрения резца в грунт. 
С учетом зависимости (9) выражение (8) принимает вид 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝛾𝛾𝛾𝛾0
1−𝑏𝑏𝑏𝑏1

∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в2𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍.     (10) 
 

Из анализа зависимостей (5), (7) и (9) видно, что величина 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍 является 
величиной постоянной и может быть выведена за знак интеграла. Таким образом, интеграл (2) 
принимает вид 

 
𝑊𝑊𝑊𝑊в = 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍)∬ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑈𝑈𝑈𝑈 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∙ �1 + 𝑓𝑓𝑓𝑓′2(𝑍𝑍𝑍𝑍)𝑐𝑐𝑐𝑐 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑.  (11) 

 
Из рисунка 4 видно, что 
 

𝑆𝑆𝑆𝑆
2

= ∬ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂�𝐷𝐷𝐷𝐷 ,     (12) 

 
где D – область интегрирования 1234 (см. рисунок 4); 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) – косинус угла между нормалью 
𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗   в произвольной точке поверхности усеченного конуса и осью OX декартовой системы координат. 
 

𝑧𝑧𝑧𝑧1 = (𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍, 𝑧𝑧𝑧𝑧2 = (𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑎𝑎𝑎𝑎𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍,    (13) 
 

𝑦𝑦𝑦𝑦1 = 𝑟𝑟𝑟𝑟,𝑦𝑦𝑦𝑦2 = 𝑅𝑅𝑅𝑅.      (14) 
 

Координаты точки поверхности усеченного конуса удовлетворяют уравнению 
 

�𝑥𝑥𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦𝑦𝑦2 = 𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍     (15) 
 

или 
 

    𝛷𝛷𝛷𝛷 = 𝑥𝑥𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦𝑦𝑦2 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 = 0.   (16) (16)

Берем частные производные по перемен-
ным x, y, z:

 
Берем частные производные по переменным x, y, z: 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= 2𝑥𝑥𝑥𝑥,     (17) 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑

= 2𝑥𝑥𝑥𝑥,     (18) 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −2(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍) ∙ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍,    (19) 
 

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 � 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂�������⃗ � = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕⁄
𝑀𝑀𝑀𝑀

,     (20) 
 

где М – абсолютная величина вектора нормали, проекции которой обозначены в зависимостях (17) 
– (19). 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = ��𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
�
2

+ �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑
�
2

+ �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑
�
2

= 2(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)�1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍= 2(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐)
cos𝑐𝑐𝑐𝑐

.  (21) 

 
С учетом выражений (17) и (21) из зависимости (20) находим 
 

cos(𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) = 2𝜕𝜕𝜕𝜕∙cos𝑐𝑐𝑐𝑐
2(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐) = 𝜕𝜕𝜕𝜕∙cos𝑐𝑐𝑐𝑐

(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐).    (22) 
 

Из выражения (16) следует зависимость 
 

𝑥𝑥𝑥𝑥 = �(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2,    (23) 
 

с учетом которого зависимость (22) принимает вид 
 

cos(𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) = �(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐)2−𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐
cos𝑍𝑍𝑍𝑍.     (24) 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ 

 
Учитывая зависимости (13), (14), (24), вычислим интеграл (12): 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑
2

= � �
(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧

�(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1
= � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦�

𝑑𝑑𝑑𝑑[(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2]

�(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2 ∙ 2𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 

 
= 1
2𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐 ∫ �(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑑𝑑𝑑𝑑2𝑑𝑑𝑑𝑑2
𝑑𝑑𝑑𝑑1

= ℎ1,5∙𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧1,5𝑐𝑐𝑐𝑐∙21,5

6𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧2𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ
[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ ∙ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1.5 −– (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5 ∙ ℎ ∙ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5]. 

(25) 
 

Откуда 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
2 ∙ 21,5 ∙ ℎ1,5𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍1,5𝑍𝑍𝑍𝑍

6ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍
[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5] = 

= 0,94� ℎ
𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐

[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5].     (26) 

(17)

 
Берем частные производные по переменным x, y, z: 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= 2𝑥𝑥𝑥𝑥,     (17) 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑

= 2𝑥𝑥𝑥𝑥,     (18) 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −2(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍) ∙ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍,    (19) 
 

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 � 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂�������⃗ � = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕⁄
𝑀𝑀𝑀𝑀

,     (20) 
 

где М – абсолютная величина вектора нормали, проекции которой обозначены в зависимостях (17) 
– (19). 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = ��𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
�
2

+ �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑
�
2

+ �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑
�
2

= 2(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)�1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍= 2(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐)
cos𝑐𝑐𝑐𝑐

.  (21) 

 
С учетом выражений (17) и (21) из зависимости (20) находим 
 

cos(𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) = 2𝜕𝜕𝜕𝜕∙cos𝑐𝑐𝑐𝑐
2(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐) = 𝜕𝜕𝜕𝜕∙cos𝑐𝑐𝑐𝑐

(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐).    (22) 
 

Из выражения (16) следует зависимость 
 

𝑥𝑥𝑥𝑥 = �(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2,    (23) 
 

с учетом которого зависимость (22) принимает вид 
 

cos(𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) = �(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐)2−𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐
cos𝑍𝑍𝑍𝑍.     (24) 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ 

 
Учитывая зависимости (13), (14), (24), вычислим интеграл (12): 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑
2

= � �
(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧

�(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1
= � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦�

𝑑𝑑𝑑𝑑[(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2]

�(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2 ∙ 2𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 

 
= 1
2𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐 ∫ �(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑑𝑑𝑑𝑑2𝑑𝑑𝑑𝑑2
𝑑𝑑𝑑𝑑1

= ℎ1,5∙𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧1,5𝑐𝑐𝑐𝑐∙21,5

6𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧2𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ
[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ ∙ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1.5 −– (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5 ∙ ℎ ∙ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5]. 

(25) 
 

Откуда 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
2 ∙ 21,5 ∙ ℎ1,5𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍1,5𝑍𝑍𝑍𝑍

6ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍
[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5] = 

= 0,94� ℎ
𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐

[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5].     (26) 

(18)

 
Берем частные производные по переменным x, y, z: 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= 2𝑥𝑥𝑥𝑥,     (17) 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑

= 2𝑥𝑥𝑥𝑥,     (18) 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −2(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍) ∙ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍,    (19) 
 

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 � 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂�������⃗ � = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕⁄
𝑀𝑀𝑀𝑀

,     (20) 
 

где М – абсолютная величина вектора нормали, проекции которой обозначены в зависимостях (17) 
– (19). 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = ��𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
�
2

+ �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑
�
2

+ �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑
�
2

= 2(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)�1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍= 2(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐)
cos𝑐𝑐𝑐𝑐

.  (21) 

 
С учетом выражений (17) и (21) из зависимости (20) находим 
 

cos(𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) = 2𝜕𝜕𝜕𝜕∙cos𝑐𝑐𝑐𝑐
2(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐) = 𝜕𝜕𝜕𝜕∙cos𝑐𝑐𝑐𝑐

(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐).    (22) 
 

Из выражения (16) следует зависимость 
 

𝑥𝑥𝑥𝑥 = �(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2,    (23) 
 

с учетом которого зависимость (22) принимает вид 
 

cos(𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) = �(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐)2−𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐
cos𝑍𝑍𝑍𝑍.     (24) 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ 

 
Учитывая зависимости (13), (14), (24), вычислим интеграл (12): 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑
2

= � �
(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧

�(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1
= � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦�

𝑑𝑑𝑑𝑑[(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2]

�(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2 ∙ 2𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 

 
= 1
2𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐 ∫ �(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑑𝑑𝑑𝑑2𝑑𝑑𝑑𝑑2
𝑑𝑑𝑑𝑑1

= ℎ1,5∙𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧1,5𝑐𝑐𝑐𝑐∙21,5

6𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧2𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ
[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ ∙ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1.5 −– (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5 ∙ ℎ ∙ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5]. 

(25) 
 

Откуда 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
2 ∙ 21,5 ∙ ℎ1,5𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍1,5𝑍𝑍𝑍𝑍

6ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍
[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5] = 

= 0,94� ℎ
𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐

[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5].     (26) 

(19)

 
Берем частные производные по переменным x, y, z: 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= 2𝑥𝑥𝑥𝑥,     (17) 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑

= 2𝑥𝑥𝑥𝑥,     (18) 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −2(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍) ∙ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍,    (19) 
 

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 � 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂�������⃗ � = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕⁄
𝑀𝑀𝑀𝑀

,     (20) 
 

где М – абсолютная величина вектора нормали, проекции которой обозначены в зависимостях (17) 
– (19). 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = ��𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
�
2

+ �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑
�
2

+ �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑
�
2

= 2(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)�1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍= 2(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐)
cos𝑐𝑐𝑐𝑐

.  (21) 

 
С учетом выражений (17) и (21) из зависимости (20) находим 
 

cos(𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) = 2𝜕𝜕𝜕𝜕∙cos𝑐𝑐𝑐𝑐
2(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐) = 𝜕𝜕𝜕𝜕∙cos𝑐𝑐𝑐𝑐

(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐).    (22) 
 

Из выражения (16) следует зависимость 
 

𝑥𝑥𝑥𝑥 = �(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2,    (23) 
 

с учетом которого зависимость (22) принимает вид 
 

cos(𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) = �(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐)2−𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐
cos𝑍𝑍𝑍𝑍.     (24) 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ 

 
Учитывая зависимости (13), (14), (24), вычислим интеграл (12): 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑
2

= � �
(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧

�(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1
= � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦�

𝑑𝑑𝑑𝑑[(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2]

�(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2 ∙ 2𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 

 
= 1
2𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐 ∫ �(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑑𝑑𝑑𝑑2𝑑𝑑𝑑𝑑2
𝑑𝑑𝑑𝑑1

= ℎ1,5∙𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧1,5𝑐𝑐𝑐𝑐∙21,5

6𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧2𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ
[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ ∙ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1.5 −– (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5 ∙ ℎ ∙ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5]. 

(25) 
 

Откуда 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
2 ∙ 21,5 ∙ ℎ1,5𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍1,5𝑍𝑍𝑍𝑍

6ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍
[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5] = 

= 0,94� ℎ
𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐

[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5].     (26) 

(20)

где М – абсолютная величина вектора норма-
ли, проекции которой обозначены в зависимо-
стях (17) – (19).

 
Берем частные производные по переменным x, y, z: 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= 2𝑥𝑥𝑥𝑥,     (17) 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑

= 2𝑥𝑥𝑥𝑥,     (18) 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −2(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍) ∙ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍,    (19) 
 

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 � 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂�������⃗ � = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕⁄
𝑀𝑀𝑀𝑀

,     (20) 
 

где М – абсолютная величина вектора нормали, проекции которой обозначены в зависимостях (17) 
– (19). 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = ��𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
�
2

+ �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑
�
2

+ �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑
�
2

= 2(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)�1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍= 2(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐)
cos𝑐𝑐𝑐𝑐

.  (21) 

 
С учетом выражений (17) и (21) из зависимости (20) находим 
 

cos(𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) = 2𝜕𝜕𝜕𝜕∙cos𝑐𝑐𝑐𝑐
2(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐) = 𝜕𝜕𝜕𝜕∙cos𝑐𝑐𝑐𝑐

(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐).    (22) 
 

Из выражения (16) следует зависимость 
 

𝑥𝑥𝑥𝑥 = �(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2,    (23) 
 

с учетом которого зависимость (22) принимает вид 
 

cos(𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) = �(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐)2−𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐
cos𝑍𝑍𝑍𝑍.     (24) 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ 

 
Учитывая зависимости (13), (14), (24), вычислим интеграл (12): 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑
2

= � �
(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧

�(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1
= � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦�

𝑑𝑑𝑑𝑑[(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2]

�(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2 ∙ 2𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 

 
= 1
2𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐 ∫ �(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑑𝑑𝑑𝑑2𝑑𝑑𝑑𝑑2
𝑑𝑑𝑑𝑑1

= ℎ1,5∙𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧1,5𝑐𝑐𝑐𝑐∙21,5

6𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧2𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ
[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ ∙ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1.5 −– (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5 ∙ ℎ ∙ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5]. 

(25) 
 

Откуда 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
2 ∙ 21,5 ∙ ℎ1,5𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍1,5𝑍𝑍𝑍𝑍

6ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍
[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5] = 

= 0,94� ℎ
𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐

[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5].     (26) 

 

 
Берем частные производные по переменным x, y, z: 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= 2𝑥𝑥𝑥𝑥,     (17) 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑

= 2𝑥𝑥𝑥𝑥,     (18) 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −2(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍) ∙ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍,    (19) 
 

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 � 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂�������⃗ � = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕⁄
𝑀𝑀𝑀𝑀

,     (20) 
 

где М – абсолютная величина вектора нормали, проекции которой обозначены в зависимостях (17) 
– (19). 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = ��𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
�
2

+ �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑
�
2

+ �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑
�
2

= 2(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)�1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍= 2(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐)
cos𝑐𝑐𝑐𝑐

.  (21) 

 
С учетом выражений (17) и (21) из зависимости (20) находим 
 

cos(𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) = 2𝜕𝜕𝜕𝜕∙cos𝑐𝑐𝑐𝑐
2(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐) = 𝜕𝜕𝜕𝜕∙cos𝑐𝑐𝑐𝑐

(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐).    (22) 
 

Из выражения (16) следует зависимость 
 

𝑥𝑥𝑥𝑥 = �(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2,    (23) 
 

с учетом которого зависимость (22) принимает вид 
 

cos(𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) = �(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐)2−𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐
cos𝑍𝑍𝑍𝑍.     (24) 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ 

 
Учитывая зависимости (13), (14), (24), вычислим интеграл (12): 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑
2

= � �
(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧

�(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1
= � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦�

𝑑𝑑𝑑𝑑[(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2]

�(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2 ∙ 2𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 

 
= 1
2𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐 ∫ �(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑑𝑑𝑑𝑑2𝑑𝑑𝑑𝑑2
𝑑𝑑𝑑𝑑1

= ℎ1,5∙𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧1,5𝑐𝑐𝑐𝑐∙21,5

6𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧2𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ
[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ ∙ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1.5 −– (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5 ∙ ℎ ∙ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5]. 

(25) 
 

Откуда 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
2 ∙ 21,5 ∙ ℎ1,5𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍1,5𝑍𝑍𝑍𝑍

6ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍
[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5] = 

= 0,94� ℎ
𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐

[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5].     (26) 

(21)

С учетом выражений (17) и (21) из зависи-
мости (20) находим

 
Берем частные производные по переменным x, y, z: 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= 2𝑥𝑥𝑥𝑥,     (17) 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑

= 2𝑥𝑥𝑥𝑥,     (18) 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −2(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍) ∙ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍,    (19) 
 

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 � 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂�������⃗ � = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕⁄
𝑀𝑀𝑀𝑀

,     (20) 
 

где М – абсолютная величина вектора нормали, проекции которой обозначены в зависимостях (17) 
– (19). 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = ��𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
�
2

+ �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑
�
2

+ �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑
�
2

= 2(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)�1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍= 2(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐)
cos𝑐𝑐𝑐𝑐

.  (21) 

 
С учетом выражений (17) и (21) из зависимости (20) находим 
 

cos(𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) = 2𝜕𝜕𝜕𝜕∙cos𝑐𝑐𝑐𝑐
2(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐) = 𝜕𝜕𝜕𝜕∙cos𝑐𝑐𝑐𝑐

(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐).    (22) 
 

Из выражения (16) следует зависимость 
 

𝑥𝑥𝑥𝑥 = �(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2,    (23) 
 

с учетом которого зависимость (22) принимает вид 
 

cos(𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) = �(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐)2−𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐
cos𝑍𝑍𝑍𝑍.     (24) 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ 

 
Учитывая зависимости (13), (14), (24), вычислим интеграл (12): 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑
2

= � �
(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧

�(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1
= � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦�

𝑑𝑑𝑑𝑑[(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2]

�(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2 ∙ 2𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 

 
= 1
2𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐 ∫ �(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑑𝑑𝑑𝑑2𝑑𝑑𝑑𝑑2
𝑑𝑑𝑑𝑑1

= ℎ1,5∙𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧1,5𝑐𝑐𝑐𝑐∙21,5

6𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧2𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ
[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ ∙ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1.5 −– (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5 ∙ ℎ ∙ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5]. 

(25) 
 

Откуда 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
2 ∙ 21,5 ∙ ℎ1,5𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍1,5𝑍𝑍𝑍𝑍

6ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍
[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5] = 

= 0,94� ℎ
𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐

[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5].     (26) 

(22)

Из выражения (16) следует зависимость

 
Берем частные производные по переменным x, y, z: 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= 2𝑥𝑥𝑥𝑥,     (17) 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑

= 2𝑥𝑥𝑥𝑥,     (18) 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −2(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍) ∙ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍,    (19) 
 

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 � 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂�������⃗ � = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕⁄
𝑀𝑀𝑀𝑀

,     (20) 
 

где М – абсолютная величина вектора нормали, проекции которой обозначены в зависимостях (17) 
– (19). 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = ��𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
�
2

+ �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑
�
2

+ �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑
�
2

= 2(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)�1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍= 2(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐)
cos𝑐𝑐𝑐𝑐

.  (21) 

 
С учетом выражений (17) и (21) из зависимости (20) находим 
 

cos(𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) = 2𝜕𝜕𝜕𝜕∙cos𝑐𝑐𝑐𝑐
2(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐) = 𝜕𝜕𝜕𝜕∙cos𝑐𝑐𝑐𝑐

(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐).    (22) 
 

Из выражения (16) следует зависимость 
 

𝑥𝑥𝑥𝑥 = �(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2,    (23) 
 

с учетом которого зависимость (22) принимает вид 
 

cos(𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) = �(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐)2−𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐
cos𝑍𝑍𝑍𝑍.     (24) 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ 

 
Учитывая зависимости (13), (14), (24), вычислим интеграл (12): 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑
2

= � �
(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧

�(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1
= � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦�

𝑑𝑑𝑑𝑑[(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2]

�(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2 ∙ 2𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 

 
= 1
2𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐 ∫ �(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑑𝑑𝑑𝑑2𝑑𝑑𝑑𝑑2
𝑑𝑑𝑑𝑑1

= ℎ1,5∙𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧1,5𝑐𝑐𝑐𝑐∙21,5

6𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧2𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ
[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ ∙ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1.5 −– (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5 ∙ ℎ ∙ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5]. 

(25) 
 

Откуда 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
2 ∙ 21,5 ∙ ℎ1,5𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍1,5𝑍𝑍𝑍𝑍

6ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍
[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5] = 

= 0,94� ℎ
𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐

[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5].     (26) 

(23)

с учетом которого зависимость (22) принимает 
вид

 
Берем частные производные по переменным x, y, z: 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= 2𝑥𝑥𝑥𝑥,     (17) 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑

= 2𝑥𝑥𝑥𝑥,     (18) 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −2(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍) ∙ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍,    (19) 
 

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 � 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂�������⃗ � = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕⁄
𝑀𝑀𝑀𝑀

,     (20) 
 

где М – абсолютная величина вектора нормали, проекции которой обозначены в зависимостях (17) 
– (19). 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = ��𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
�
2

+ �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑
�
2

+ �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑
�
2

= 2(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)�1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍= 2(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐)
cos𝑐𝑐𝑐𝑐

.  (21) 

 
С учетом выражений (17) и (21) из зависимости (20) находим 
 

cos(𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) = 2𝜕𝜕𝜕𝜕∙cos𝑐𝑐𝑐𝑐
2(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐) = 𝜕𝜕𝜕𝜕∙cos𝑐𝑐𝑐𝑐

(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐).    (22) 
 

Из выражения (16) следует зависимость 
 

𝑥𝑥𝑥𝑥 = �(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2,    (23) 
 

с учетом которого зависимость (22) принимает вид 
 

cos(𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) = �(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐)2−𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐
cos𝑍𝑍𝑍𝑍.     (24) 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ 

 
Учитывая зависимости (13), (14), (24), вычислим интеграл (12): 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑
2

= � �
(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧

�(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1
= � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦�

𝑑𝑑𝑑𝑑[(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2]

�(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2 ∙ 2𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 

 
= 1
2𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐 ∫ �(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑑𝑑𝑑𝑑2𝑑𝑑𝑑𝑑2
𝑑𝑑𝑑𝑑1

= ℎ1,5∙𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧1,5𝑐𝑐𝑐𝑐∙21,5

6𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧2𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ
[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ ∙ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1.5 −– (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5 ∙ ℎ ∙ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5]. 

(25) 
 

Откуда 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
2 ∙ 21,5 ∙ ℎ1,5𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍1,5𝑍𝑍𝑍𝑍

6ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍
[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5] = 

= 0,94� ℎ
𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐

[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5].     (26) 

(24)

РЕЗУЛЬТАТЫ
Учитывая зависимости (13), (14), (24), вы-

числим интеграл (12):

 
Берем частные производные по переменным x, y, z: 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= 2𝑥𝑥𝑥𝑥,     (17) 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑

= 2𝑥𝑥𝑥𝑥,     (18) 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −2(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍) ∙ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍,    (19) 
 

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 � 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂�������⃗ � = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕⁄
𝑀𝑀𝑀𝑀

,     (20) 
 

где М – абсолютная величина вектора нормали, проекции которой обозначены в зависимостях (17) 
– (19). 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = ��𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
�
2

+ �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑
�
2

+ �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑
�
2

= 2(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)�1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍= 2(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐)
cos𝑐𝑐𝑐𝑐

.  (21) 

 
С учетом выражений (17) и (21) из зависимости (20) находим 
 

cos(𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) = 2𝜕𝜕𝜕𝜕∙cos𝑐𝑐𝑐𝑐
2(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐) = 𝜕𝜕𝜕𝜕∙cos𝑐𝑐𝑐𝑐

(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐).    (22) 
 

Из выражения (16) следует зависимость 
 

𝑥𝑥𝑥𝑥 = �(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2,    (23) 
 

с учетом которого зависимость (22) принимает вид 
 

cos(𝑛𝑛𝑛𝑛�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) = �(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐)2−𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐
cos𝑍𝑍𝑍𝑍.     (24) 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ 

 
Учитывая зависимости (13), (14), (24), вычислим интеграл (12): 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑
2

= � �
(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧

�(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1
= � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦�

𝑑𝑑𝑑𝑑[(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2]

�(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2 ∙ 2𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 

 
= 1
2𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐 ∫ �(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑑𝑑𝑑𝑑2𝑑𝑑𝑑𝑑2
𝑑𝑑𝑑𝑑1

= ℎ1,5∙𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧1,5𝑐𝑐𝑐𝑐∙21,5

6𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧2𝑐𝑐𝑐𝑐ℎ
[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ ∙ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1.5 −– (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5 ∙ ℎ ∙ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5]. 

(25) 
 

Откуда 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
2 ∙ 21,5 ∙ ℎ1,5𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍1,5𝑍𝑍𝑍𝑍

6ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍
[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5] = 

= 0,94� ℎ
𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐

[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5].     (26) 

 

�𝑥𝑥𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦𝑦𝑦2 = 𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍     (15) 
 

или 
 

    𝛷𝛷𝛷𝛷 = 𝑥𝑥𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦𝑦𝑦2 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 = 0.   (16) 
 

Берем частные производные по переменным x, y, z: 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= 2𝑥𝑥𝑥𝑥,      (17) 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑

= 2𝑥𝑥𝑥𝑥,      (18) 

 
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= −2(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍) ∙ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍,    (19) 
 

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 � 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂�������⃗ � = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕⁄
𝑀𝑀𝑀𝑀

,     (20) 
 

где М – абсолютная величина вектора нормали, проекции которой обозначены в зависимостях (17) 
– (19). 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀 = ��𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
�
2

+ �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑
�
2

+ �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑑𝑑𝑑𝑑
�
2

= 2(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)�1 + 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍= 
2(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐)

cos𝑐𝑐𝑐𝑐
. 

 (21) 
 

С учетом выражений (17) и (21) из зависимости (20) находим 
 

cos(𝑠𝑠𝑠𝑠�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) = 2𝜕𝜕𝜕𝜕∙cos𝑐𝑐𝑐𝑐
2(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐)

= 𝜕𝜕𝜕𝜕∙cos𝑐𝑐𝑐𝑐
(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐)

.    (22) 

 
Из выражения (16) следует зависимость 
 

𝑥𝑥𝑥𝑥 = �(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2,     (23) 
 

с учетом которого зависимость (22) принимает вид 
 

cos(𝑠𝑠𝑠𝑠�⃗  𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂) = �(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐)2−𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑐𝑐𝑐𝑐
cos𝑍𝑍𝑍𝑍.     (24) 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ 

 
Учитывая зависимости (13), (14), (24), вычислим интеграл (12): 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑
2

= � �
(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧

�(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1
= � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦�

𝑑𝑑𝑑𝑑[(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2]

�(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2 ∙ 2𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑1
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧 = 

 
 

= 1
2𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ∫ �(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑑𝑑𝑑𝑑2𝑑𝑑𝑑𝑑2
𝑑𝑑𝑑𝑑1

= ℎ1,5∙𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧1,5𝑧𝑧𝑧𝑧∙21,5

6𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧2𝑧𝑧𝑧𝑧ℎ
[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ ∙ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1.5 −– (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5 ∙ ℎ ∙ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5]. 

(25) 
 

Откуда 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
2 ∙ 21,5 ∙ ℎ1,5𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍1,5𝑍𝑍𝑍𝑍

6ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍
[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5] = 

= 0,94� ℎ
𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧

[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5].     (26) 

 
С учетом выражений (4), (6), (7), (10), (26) из зависимости (11) окончательно находим 
 

𝑊𝑊𝑊𝑊в =
(sin𝑍𝑍𝑍𝑍 + 𝜇𝜇𝜇𝜇0cos𝑍𝑍𝑍𝑍)

cos𝑍𝑍𝑍𝑍
∙

𝛾𝛾𝛾𝛾0
1 − 𝑏𝑏𝑏𝑏1

∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в2tg2𝑍𝑍𝑍𝑍 × 0,94�
ℎ
𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍

[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5] = 

=(𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 + 𝜇𝜇𝜇𝜇0) ∙ 𝛾𝛾𝛾𝛾0
1−𝑏𝑏𝑏𝑏1

∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в2 ∙ ℎ(𝑅𝑅𝑅𝑅 − 𝑟𝑟𝑟𝑟) ∙ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍 × 0,94� ℎ
𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧

[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5].   (27) 

 
Для резца, показанного на рисунке 3, полное сопротивление внедрению в грунт составит 

(рисунок 5): 
 

𝑊𝑊𝑊𝑊в = 𝛾𝛾𝛾𝛾0
1−𝑏𝑏𝑏𝑏1

∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в2 ∙ 0,94√ℎ ∙ ∑ (𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝜇𝜇𝜇𝜇0) ∙3
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍𝑖𝑖𝑖𝑖[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5].   (28) 

 

 
 

Рисунок 5 – Зависимость силы сопротивления внедрению резца в  
грунт от угла резания и толщины срезаемой стружки 

 
Figure 5 – Dependence of the resistance force against the penetration of the  
cutter into the ground on the cutting angle and the thickness of the cut chips 

 

ОБСУЖДЕНИЕ И ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Полученные зависимости позволят определить силы сопротивления, действующие на резец 

фрезерного рабочего оборудования гидравлического экскаватора в процессе взаимодействия с 
разрабатываемым грунтом. Математическая модель учитывает такие физико-механические 
свойства грунта, как плотность, сжимаемость, а также скорость внедрения резца в точке контакта с 

 

= 1
2𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ∫ �(𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)2 − 𝑦𝑦𝑦𝑦2� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑑𝑑𝑑𝑑2𝑑𝑑𝑑𝑑2
𝑑𝑑𝑑𝑑1

= ℎ1,5∙𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧1,5𝑧𝑧𝑧𝑧∙21,5

6𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧2𝑧𝑧𝑧𝑧ℎ
[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ ∙ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1.5 −– (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5 ∙ ℎ ∙ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5]. 

(25) 
 

Откуда 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
2 ∙ 21,5 ∙ ℎ1,5𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍1,5𝑍𝑍𝑍𝑍

6ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍
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[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ ∙ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1.5 −– (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5 ∙ ℎ ∙ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5]. 

(25) 
 

Откуда 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
2 ∙ 21,5 ∙ ℎ1,5𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍1,5𝑍𝑍𝑍𝑍

6ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍
[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5] = 

= 0,94� ℎ
𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧

[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5].     (26) 

 
С учетом выражений (4), (6), (7), (10), (26) из зависимости (11) окончательно находим 
 

𝑊𝑊𝑊𝑊в =
(sin𝑍𝑍𝑍𝑍 + 𝜇𝜇𝜇𝜇0cos𝑍𝑍𝑍𝑍)

cos𝑍𝑍𝑍𝑍
∙

𝛾𝛾𝛾𝛾0
1 − 𝑏𝑏𝑏𝑏1

∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в2tg2𝑍𝑍𝑍𝑍 × 0,94�
ℎ
𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍

[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5] = 

=(𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 + 𝜇𝜇𝜇𝜇0) ∙ 𝛾𝛾𝛾𝛾0
1−𝑏𝑏𝑏𝑏1

∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в2 ∙ ℎ(𝑅𝑅𝑅𝑅 − 𝑟𝑟𝑟𝑟) ∙ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍 × 0,94� ℎ
𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧
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∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в2tg2𝑍𝑍𝑍𝑍 × 0,94�
ℎ
𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍

[(𝑅𝑅𝑅𝑅 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5 − (𝑟𝑟𝑟𝑟 + 0,5ℎ𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍)1,5] = 

=(𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 + 𝜇𝜇𝜇𝜇0) ∙ 𝛾𝛾𝛾𝛾0
1−𝑏𝑏𝑏𝑏1

∙ 𝜗𝜗𝜗𝜗в2 ∙ ℎ(𝑅𝑅𝑅𝑅 − 𝑟𝑟𝑟𝑟) ∙ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍2𝑍𝑍𝑍𝑍 × 0,94� ℎ
𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧
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6𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧2𝑧𝑧𝑧𝑧ℎ
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Для резца, показанного на рисунке 3, пол-
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ОБСУЖДЕНИЕ И ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Полученные зависимости позволят опре-

делить силы сопротивления, действующие 
на резец фрезерного рабочего оборудования 
гидравлического экскаватора в процессе вза-
имодействия с разрабатываемым грунтом. 
Математическая модель учитывает такие фи-
зико-механические свойства грунта, как плот-
ность, сжимаемость, а также скорость вне-
дрения резца в точке контакта с грунтом. Это 
позволило описать процесс взаимодействия 
рабочего органа с грунтом наглядно и всесто-
ронне.

Результаты исследований применимы при 
оптимизации конструктивных и режимных па-
раметров фрезерного рабочего оборудования 
гидравлического экскаватора.
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